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Lineare Algebra II
9. Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe
Sei V ein K-Vektorraum mit dim(V ) = n ∈ N und f ∈ L(V, V ). Weiter sei U ein f -
invarianter Unterraum von V mit dim(U) = m ∈ N. Zeigen Sie, dass eine Basis B von V
existiert, so dass

[f ]B,B =

[
A1 A2

0 A3

]
mit A1 ∈ Km,m ist.

2. Aufgabe
Seien V ein C-Vektorraum mit dim(V ) = n ∈ N, f ∈ L (V, V ), U ein f -invarianter
Unterraum von V mit dim(U) = m ∈ N. Zeigen Sie, dass U mindestens einen Eigenvektor
von f enthält.

3. Aufgabe
Seien V ein K-Vektorraum mit dim(V ) ∈ N und f ∈ L(V, V ) bijektiv. Zeigen Sie, dass f
und f−1 die gleichen invarianten Unterräume besitzen.

(Gilt diese Aussage auch für dim(V ) = ∞?)

4. Aufgabe
Sei V ein K-Vektorraum mit dim(V ) ∈ N und f ∈ L(V, V ). Sei v0 ∈ V \{0} und m der
Grad von v0 bzgl. f .

(i) Sei P0 := {p ∈ K[t] | p monisch, p(f)(v0) = 0}. Zeigen Sie, dass P0 ̸= ∅ und dass
ein eindeutig bestimmtes Polynom Pv0 ∈ P0 mit minimalem Grad existiert. Dieses
erfüllt Grad(Pv0) = m.

Der Krylov-Raum Km(f, v0) ist f -invariant, also ist f |Km(f,v0) ∈ L(Km(f, v0), Km(f, v0)).
Setze B := {v0, f(v0), . . . , fm−1(v0)}.

(ii) Bestimmen Sie [f |Km(f,v0)]B,B und Pf |Km(f,v0)
.

(iii) Zeigen Sie Pf |Km(f,v0)
|Pf .
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