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Kapitel 0

Vorwort

Als Literaturempfehlungen seien z.B. die Lehrbiicher von

e Robert Plato: Numerische Mathematik kompakt. Grundlagenwissen fiir
Studium und Praxis

e Hans R. Schwarz, Norbert Koéckler: Numerische Mathematik
e Giinter Barwollf: Numerik fiir Ingenieure, Physiker und Informatiker
e Matthias Bollhofer, Volker Mehrmann: Numerische Mathematik

empfohlen, in denen die Themen der Vorlesung mehr oder wenig ausfiihrlich
dargestellt sind.



Kapitel 1

Rechnerarithmetik

Bei unterschiedlichen “Rechenaufgaben” treten unterschiedliche Fehler auf,
und zwar

e Datenfehler aufgrund ungenauer Eingabedaten
e Darstellungsfehler von Zahlen

e Fehler durch ungenaue Rechnungen, z.B. wird man bei der Aufabe
% = 0.33333. .. eigentlich nie fertig, d.h. man gibt irgendwann erschopft
auf und macht einen Fehler.

1.1 Zahldarstellungen

Aus der Analysis ist bekannt, dass man jede Zahl x € R, x # 0 bei einer
gegebenen Basis b € N b > 2 in der Form

r=o0 i i =0 (i aibi> b® (1.1)
j= i=1

mit ay,as,... € {0,1,...,b—1},e € Z,0 € {+,—} darstellen kann, wobei
aj # 0 ist. (Fordert man, dass es eine unendliche Teilmenge N; C N gibt mit
a; # b—1 fur i € Ny, dann ist die Darstellung (L)) eindeutig). (LII) heift
Gleitpunktdarstellung. Als Basis b wird oft b = 10 (Schule) oder b = 2
benutzt. Man spricht vom Dezimal- bzw. Dualsystem.

1.2 Allgemeine Gleitpunkt-Zahlensysteme

Da man auf Rechnern nicht beliebig viele Stellen zur Darstellung von Zahlen
in der Form (L)) zur Verfiigung hat, z.B. fiir die Zahlen § = (32, 3-107%)10°
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im Dezimalsystem oder 2 = (372, ¢; - 27%)2° mit cgp—1 = 0,¢2 = 1 im
Dualsystem, arbeitet man mit Gleitpunktzahlensystemen wie folgt

Definition 1.1. Zu gegebener Basis b > 2 und Mantissenldinge t € N so-
wie fiir BExponentenschranken €, < 0 < €4, ist die Menge F' = F(b,t, €min, €maz) C

R durch

t
F = {a (Zaib_i) b :ay,...,a; €40,1,....b—1},a1 #0,e € Z,

i=1

(1.2)
emin < € < €maz, 0 € {+, —}} u {0}

erkldart und wird System von normalisierten Gleitpunktzahlen genannt.
Lc’isstA man noch die Kombination e = e, a1 = 0 zu, dann erhdlt man
mit ' O F das System der denormalisierten Gleitpunktzahlen.

Statt der Angabe von Exponentenschrankten e, €max € Z wird bei einem
Gleitpunktzahlensystem auch mit [ die Stellenzahl des Exponenten e ange-
geben, sodass man statt

F = F(2,24,-127,127) (1.3)

auch
F=F(2,24,7)

schreiben kann, da man mit einer 7-stelligen Dualzahl alle Exponenten von
0 bis £127 darstellen kann. Statt F' wird auch M (Maschinenzahlen) als
Symbol genutzt, also z.B.

M = F(2,24,7) = M(2,24,7) (1.4)

Die Darstellung (L3)) ist aber oft préziser, da in der Praxis tatsachlich |ep,| #
emax 15t, was bei () nicht zu erkennen ist.



1.3 Struktur und Eigenschaften des normali-
sierten Gleitpunktzahlensystems F

Es ist offensichtlich, dass die Elemente von F' symmetrisch um den Nullpunkt
liegen, weshalb hier nur die positiven Elemente betrachtet werden sollen.
Konkret betrachten wir F' = F(b,t, €min, €max) und finden mit

Tain = (1071 + 00724+ 40 b7") - pomin = p 1 Fomin (1.5)

die kleinste positive normalisierte Gleitpunktzahl. Andererseits ergibt
sich mit

Tmax = ((b—l)b*1+(b_1) ,b*2+..._|_(b_1)_b*t)_bemax
- (]_ — b_l -+ b_l — b_2 4+ = b_t) . bemax
= (1 —b7") b (1.6)

die grofite positive normalisierte Gleitpunktzahl. Fiir die Mantissen a
von Zahlen aus F' ergibt sich aus (LE) und (LG))

bl<a<1-b" (1.7)

In F (Menge der denormalisierten Gleitpunktzahlen) sind kleinere Zahlen als
Tmin darstellbar und zwar mit

Fain = (0-07 4 41 b7") - pomin = p=!HCmin (1.8)

die kleinste positive denormalisierte Gleitpunktzahl.
Mit der Festlegung einer Mantissenlédnge t ist die Anzahl der méglichen Man-
tissen festgelegt, sodass in jedem Intervall |b¢1, b¢[ gleich viele Gleitpunkt-
zahlen liegen, die aulerdem &dquidistant verteilt sind, und zwar mit dem Ab-
stand

A — bft . be — beft

Der Abstand einer beliebigen reellen Zahl z € [b*~!, b°] zum niichstgelegenen
Element z aus F' ist damit durch %A begrenzt, d.h.

1
|z — x| < §b6_t (1.9)

Die Gleichheit wird erreicht, wenn = genau zwischen zwei benachbarten Zah-
len aus F liegt, wegen b1 < z folgt aus (.9)

[z —a| _3b" 1 —t+1 _.
o S §b =: eps (1.10)




mit eps = 1b7'*! der maximale relative Abstand der Zahlen {z € R :
Tmin < |2] < Tmax} zum néchstgelegenen Element aus F.
Mit der Kenntnis von eps lasst sich nun {iber die Bedingung

05-107" <eps<5-107" (1.11)

eine Zahl n € N bestimmen, und man spricht dann beim Gleitpunktzahlen-
system F' von einer n-stelligen Dezimalstellenarithmetik.

Als Beispiele von in der Praxis benutzten Gleitpunktzahlensystemen seien
hier IEEE-Standardsystem

o F(2,23,—126,127) (einfach, real*4)

o [(2,53,—1021,1024) (doppelt, real*s)
sowie die IBM-Systeme

e [7(16,6,—64,63) einfach

e F'(16,14,—64,63) doppelt

genannt.

1.4 Rechnen mit Gleitpunktzahlen

Einfache Rechnungen zeigen, dass Gleitpunktzahlensysteme hinsichtlich der
Addition/Subtraktion bzw. Multiplikation/Division nicht abgeschlossen sind,
d.h. Addition oder Multiplikation von Zahlen z,y € F ergibt i.A. keine Zahl
aus F'.

Beispiel 1.2. F(10,4,—63,64),z = 0.1502 - 10%,y = 0.1 - 1074
x4y = 15.02 + 0.00001 = 15.02001 = 0.1502001 - 10>
Hier reicht die Stellenzahl ¢ = 4 nicht aus, um z +y in F' exakt darzustellen.

Um in einem Gleitpunktzahlenystem rechnen zu kénnen braucht man letzt-
endlich eine Abbildung aus R in F

Definition 1.3. Zu einem gegebenen Gleitpunktzahlensystem F(b,t, €min, €maz)
mit gerader Basis b ist die Funktion rd : {z € R : Zpin < |2] < Tpaa) — R
durch

rd(z) = o- (Z}Zzl agh™*) - b falls a1 < 3b—1
Lo (Ztk;:l apb ™+ 078 b falls  agq > %b

fir v =o- (3 p arb™) - b¢ erklirt. vd(x) heisst auf t Stellen gerundeter
Wert von x



Man kann nun folgende Eigenschaften fiir das Runden zeigen:

Theorem 1.4. Zu einem gegebenen Gleitpunktzahlensystem F(b,t, €min, €maz)
gilt fir jede reelle Zahl x mit |x| € [Tmin, Tmas) die Eigenschaft rd(x) € F und
die Minimaleigenschaft

|rd(z) — x| = min |z — x|

2. Vor-
lesung

am
17.10.2012

Beweis. Es gilt offensichtlich

Zakb <Zakb <Zakbk+z (b—1) Zakbk—i-bt
k=t+1
Nach Multiplikation mit b° erhélt man

t o) ¢
(Z akb_k> b < (Z akb_k> b =a| < (Z ab ™ + b—t> b
———

k=1 k=1 k=1
A

-~

>b—1 <1

d.h. die Schranken von |z| liegen im Intervall [6°~! °] und damit sind die
beiden fiir rd(z) infrage kommenden Werte

t t
o (Z akb_k> -0 und o (Z aph™F + b_t> - b°

k=1 k=1
die Nachbarn von x aus F, also ist rd(z) € F.
Es wird nun die Abschéitzung

1
|rd(z) — 2| < 56—”@ (1.12)

gezeigt.
Fiir a;y1 < g — 1 (abrunden) erhédlt man

| rd(z) — 2| = Z akb_k> b = (at-i-lb_(tH) + Z akb_k> - b°

k=t+1 k=t+2

_ b g e 3 b—1)-07%| -b°
[GRESEINEES

k=t+2

IN

/b 1
_ ~ 1 —(t+1) —(t+1)| . e _ _p—tte
_(2 ) b +b b 2b




Beim Aufrunden, d.h. a;,1 > g, ergibt sich

|rd(z) — 2| = (bt - Z akbk) - b°

k=t+1

o0

1
_ p—t — ak+1b—(t+1) o akb—k < Zptte
et > 2
e k=t+2
>0

Da wir frither gezeigt haben, dass %b‘t+e die Halfte des Abstandes zweier
Nachbarn in F' darstellt, folgt aus (L12))

|rd(z) — 2| :rzlg}\z—ﬂ (1.13)

Als Folgerung aus (IL12) erhdlt man wegen |z| > pmin
rd(@) o] _ 1
] T2

als Abschétzung fiir den relativen Rundungsfehler. [

b~ ' =u (Maschinengenauigkeit), (1.14)

Definition 1.5. u = %b‘t“ als Schranke fiir den relativen Rundungsfehler
heifit Maschinengenauigkeit oder roundoff unit u (es werden auch die Be-
zeichnungen macheps oder eps* verwendet). Daneben gibt man mit

eps = inf{é > 0:1rd(1+0) > 1}
das sogenannte Maschinenepsilon an (Abstand von 1 zur nichsten Maschi-
nenzahl).

Neben der Moglichkeit des Rundens mit rd gibt es auch als Alternative das
Abschneiden (englisch truncate).

Definition 1.6. Zu F = F(b,t, €min, €maz) 15t die Funktion
te: {x € R: Tpin < |2| < Zppa} = F
durch

te(zx) =0 - (Z akbk> b fir x=o0- <Z akbk> - b°
k=1 k=1

erkldrt.

Bemerkung 1.7. Abschneiden ist i.A. ungenauer als Runden und es gilt
t _

[te@) —2l 45,

|z

fir x € R mit i, < 2] < Tpax



1.5 Ersatzarithmetik

Durch Runden oder abschneiden gelingt es, reelle Zahlen x mit y,;, < |z| <
Tmax 10 ein gegebenes Gleitpunktzahlensystem F'(b,t, emin, €max) abzubilden.

Deshalb werden die Grundoperationen o € {+, —, -, :} oft durch

oy =rd(zoy) fir x,y€ F,zmm < |roy| < Tmax (1.15)
oder

xoy=te(roy) fir x,y € F, Ty < |T0oy| < Tpmax (1.16)

auf dem Rechner realisiert (bei Division soll y # 0 sein)

Theorem 1.8. Beziiglich der durch (LI5]) bzw. (LIQ) definierten Ersatzope-
rationen +, —,~,7 ist F' abgeschlossen, d.h. im Ergebnis dieser Operationen
erhdlt man Elemente aus F. Auferdem gilt die Beziehung bzw. Darstellung

xoy=(roy) - (1+e€) mit |e]<k-u (1.17)

wobei im Fall von (LIH) k gleich 1 und im Fall von (LIQ) k gleich 2 ist (e
heifst Darstellungsfehler)

Beweis. Die Abgeschlossenheit von F beziiglich ¢ folgt aus Theroem [[L4l Die
Darstellung (LI7) ergibt sich im Falle von (LIH) aus

[rd(z oy) — (zoy)|
|z 0yl

also aus (L14). O

<u

1.6 Fehlerakkumulation

Wir betrachten Zahlen z,y € R. Durch eine eventuelle Rundung erhalten wir
mit

rd(z) =z + Az € F

rd(y) =y+ Ay e F

|1Az] |Ay|
lz| * 1yl
vorliegenden Fall der Rundung, ¢ = 2« im Falle des Abschneidens). &, 0 sei

nun Multiplikation oder Division. Mit (LIH) und (ILI7)) erhdlt man

mit < € Zahlen aus einem Gleitpunktzahlensystem F' (¢ = w im

(z+Azr)o(y+Ay)=(z-1+m))o(y - (1+7)), |mllnyl <e
=(@oy)(1+m)o(l+7))(1+a), [af<e
= (zoy)(1+p)



wobei man benutzt, dass

I+7)o(l+7)(14+a)=1+7)"1+7,)2=1+08, 01,00 €{-1,+1},

(1.18)
mit einem 3 mit der Eigenschaft |5 < 25 gilt. Die Beziehung (LI8) ist ein
Spezialfall der Beziehung

n . ne
M (1+7) =1+ 8,, |Ba] <

1 —ne
fiir Zahlen 7, € R mit |7,] < € und Exponenten oy, € {—1,+1} (fiir ne < 1),
die man mit vollst. Induktion zwar etwas technisch, aber doch recht leicht

nachweist (Beweis z.B. bei Plato). Damit ergibt sich fiir die Multiplikation /-
Division das

Theorem 1.9. Zu dem Gleitpunktzahlensystem F (b, t, €min, €maz) S€ien die
Zahlen x,y € R und Axz,Ay € R gegeben mit v + Ax € F,y + Ay €
I 1Az] |Ay] 1

ST Tl < e mit € < y. o steht fiir die Grundoperation - bzw. : und

fiir x oy soll Ty < |x0y| < Tpaw gelten. Dann gilt die Fehlerdarstellung
(x+Az)o(y+Ay) =z0y+n (1.19)

|| 3¢
lxzoy| — 1-3e”

mit
Die Darstellung (.19 zeigt, dass die Multiplikation bzw. Division verhéltnis-
méfBig gutartig mit einem kleinen relativen Fehler ist. Im Folgenden soll noch
auf die Fehlerverstarkung bei der Hintereinanderausfithrung von Addition in

einem gegebenen GPZS F' hingewiesen werden. Es gilt das

Theorem 1.10. Zu F (b, t, €min, €maz) S€i€N T1, ..., T, € Rund Axy, ..., Ax, €
R Zahlen mit

x, + Az, € F, Az <e fir k=1,..,n
||
und es bezeichne
k k
Sy = Z(x] + Az;), Sp:= ij, E=1,...,n
Jj=1 Jj=1

die entsprechenden Partialsummen (Summation von links nach rechts), wobei
die Summe Sy als Summe im Gleitpunktzahlensystem F zu verstehen ist (die
einzelnen Summanden werden also durch + verkniipft). Dann gilt

k

1Sk — Skl < (Z(l + €)* 79 2|z, + |SJ|)> e fir k=1,..n (1.20)

Jj=1

~
=:Mj,



falls die Partialsummen (Notation My = 0) innerhalb gewisser Schranken
liegen:

Tomin + (Mk—l + ’kaE < |Sk’ < Tonaz — (Mk—l + |ka€ k= 1,...,n. (1.21)

Beweis. (nach Plato)
Der Beweis erfolgt mit vollst. Induktion. Der Induktionsanfang (k = 1) ist

wegen 1A21] < ¢ offensichtlich. Unter der Annahme, dass (L20) fir k—1>1

1]

richtig ist, ergibt sich mit den Verabredungen

ASJ:S~J—SJ fur]21, AS(]:O
die folgende Rechnung fiir eine Zahl 7, € R mit 7, < ¢

AS, = Sp—Sp= Sp_1F(zp + Axy) — Sy
= (Sk-1+ ASk_1)+(zp + Axy) — Sy,
(Sk—1 + xp + ASp_1 + Axg)(1 + %) — Sk
= (Sp+ASk_1 +Azp)(1+ 7)) — Sk
(1 4+ 7%)ASk_1 + 75k + (1 4+ 73) Az

und damit
|ASk| < (1 —+ €)|ASk,1| -+ 6(’5k| + 2|.Tk|> . (122)

Aus ([L22)) und der Induktionsvoraussetzung folgt die Aussage ([L20). Die
Voraussetzung (L.21]) sichert, dass die Resultate der Additionen in F' im
relevanten Bereich [2,in, Tmas] liegen. O

Bemerkung 1.11. Der Faktor (1+¢€)"7 in der Abschétzung (L20) ist um-
so grofler, je kleiner j ist. Daher ist es vorteilhaft beim Aufsummieren mit
den betragsméfig kleinen Zahlen zu beginnen. Dies gewihrleistet zudem,
dass die Partialsummen S betragsméflig nicht unnotig anwachsen. Theorem
[LIQ liefert mit (T20) nur eine Abschétzung fiir den absoluten Fehler. Der

S;‘L;j”' kann jedoch grofl ausfallen, falls |S,| klein gegeniiber

Z;:ll(|$]| +15;]) + |zn] ist!

Definition 1.12. (Landausche O-Notation)
Sei h : U — R" eine Funktion, U offen, o € U, Dann bezeichnet das
Landau—Symbo

relative Fehler

() = O(|[h=)[]), = — o

Landau, Edmund Georg Hermann 1877-1938

10



eine (nicht ndher spezifizierte) Funktion ¢ mit der Figenschaft

(@)l
[1A(2)]]

limsupy sz, < 00

Das Landau-Symbol
() = o(|[h(2)I]), = — zo

beschreibt eine (nicht néiher spezifizierte) Funktion ¢ mit der Eigenschaft

(@)l

[y 2L = )

[1h(2)]]

Fiir Funktionen g, h sind die Notationen

g = h x— x,
g < h x— x,

eine abkiirzende Schreibweise fiir

h(x) + o(||h(2)]]), = — w0,
g(x) < h(z)+o(||h(x)]]), z— xo (komponentenweise).

e
—~
8
~—
I

Beispiel 1.13.

rsing = O(2?), r =0, zsinz=2®, v — 0,
zsinx = o(x), © — 0,
2cosz = O(1), v — 0, 2cosz=2, v — 0,

(
P, (x)e™ = O(e ™), z —

S

fiir jedes Polynom P, vom Grad n € Ny und jedes 0 < o < 1.

11



Kapitel 2

Stabilitidt, Vorwirtsanalyse,
Riickwartsanalyse

Nachdem die Fehlerverstarkung bei Grundoperationen in einem GPZS be-
trachtet wurde, soll nun etwas allgemeiner das Problem der Fehlerfortpfian-
zung bei Rechenalgorithmen diskutiert werden.

Allgemein beschreibt die Stabilitdt die Robustheit numerischer Verfahren
gegeniiber Storungen in den Eingabedaten. Ein gegebenes Problem oder ein
Algorithmus soll durch die Funktion

fiR" 5 R™ (2.1)

beschrieben werden, wobei eine explizite Formel fiir f vorliegen soll. Zur
Allgemeinheit bedeutet (2.I]), dass ausgehend von n Eingangsdaten m FEr-
gebnisse des Problems berechnet werden.

Der besseren Ubersichtlichkeit halber betrachten wir spiter skalarwertige
Probleme, d.h. m = 1.

2.1 Kondition als Ma#f fiir Fehlerverstirkungen

Definition 2.1. Die absolute normweise Kondition des Problems x — f(x)
st die kleinste Zahl k45 > 0, sodass

Hf(j) _f<x)H§"€absH-i'_mH T —x

Das Problem heif$t schlecht gestellt, falls es keine solche Zahl gibt (Kqps = 00).
Analog ist die relative normweise Kondition die kleinste Zahl ke > 0 mit
|7 — |

7@ = f@I 2, o

[RACC]

12



Bemerkung 2.2. x klein bedeutet grob ein gut konditioniertes Problem,
k gross ein schlecht konditioniertes.

Beispiel 2.3. f differenzierbar

1F(2) = f (@) = 17 (2)(F — z) + o[z — =)
< @I -NE = 2l + o([[E —=l)

———

V@) — F@ - 1F @ - o]l 17 — ]

Tl S @l Tl
N— —

Krel

13



3. Vor-
lesung

2.2 Vektor- und Matrixnormen am
92.10.2012

o ||Z]|y = ,_, |zx| Summennorm

o ||Z]|2 = /> r_; |zx|> Euklidische Norm

o ||7]|oc = maxj<g<n{|zr|} Maximumsnorm

Durch Vektornormen induzierte Matrixnormen

e
4l = o Lol = a7,

mit o € {1,2,00}. Es gilt

L. ||AZ]|, < [JA|lo||Z|ls Vertréglichkeit

2. |AB|ls < ||Alls||Blls Submultiplikativitét
Weitere Vektor- und Matrixnormen
p-Norm, p € N*, 7 € R"

12, = (loal? + feal? + - + fea)?

induziert [|All,
Frobenius-Norm einer (m x n) Matrix

1Al = (ZZ !%\2>

=1 j=1
also die euklidsche bzw. 2-Norm von A als Vektor geschrieben.

Theorem 2.4. Fir die Berechnung von speziellen induzierten Matriznormen
gilt (A reelle (m x n) Matriz)

A, = 121%%12; la;;|  Spaltensummennorm (2.2)

Al = lrgfgilz la;;|  Zeilensummennorm (2.3)
=1

|Ally = V Amaz  Mit Ao grofiter EW von AT A (2.4)
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Beweis.
1) Fiir den Nachweis von (2.2)) erhalten wir fiir ¥ € R™

m n m n n m
IAZ, = D 1D arga| < YO argllzl =Y O laws])a]
k=1 j=1 k=1 j=1 j=1 k=1
m n m
< (ma D arg) Y sl = (. ma > a1,
j=1,...,n - j=1,...,n
k=1 j=1 k=1

also ||A|l; < maxj—1, _n Y pey |ak;j|. Sei nun [ ein beliebiger, aber fester Index
und €; der kanonische Einheitsvektor mit einer 1 in der [-ten Komponente,
dann ist |||, = 1 und damit gilt

1AL > 1Aéll, = > 1> akdul =Y lawl - (2.5)
k=1 j=1 k=1

Da [ beliebig gewihlt werden kann, folgt die Gleichung (2.5]) fiir alle Spalten
der Matrix A, also gilt ||A||, > maxj_1__, Y p; |lax;| und damit ([2:2).

2) Fiir den Nachweis von (2.3)) gilt fiir 7 € R”
n n n
IAZ], = max | agz;| < max > agg| o] < ( max > fag]) 7]
k=1,...m < 7 k=1,...m 4 ! k=1,...m < 7
= j= =

also [|All,, < maxg—i _m Y 5 lak;|. Nun sei k ein beliebiger, aber fester
Index. Fiir £ = (z;) € R" mit

lak;] )
T; = ag;’ falls Ukj #07 (j: 1,...,”)
1, sonst,
gilt ||Z]|, = 1 und damit
Al > W g > 1Y oy = Sl 20
17| —=

1 i—1
I= =Jagy] I

Da k als Zeilenindex frei gewéhlt wurde, gilt (2.06) fiir alle Zeilen, also gilt
Al > maxg—1, . m Z?Zl |lay;| und damit ist (Z3) gezeigt.

Fiir den Nachweis von (2.4)) iiberlegt man, dass AT A dhnlich einer Diagonal-
matrix mit den EW von AT A als Diagonalelementen ist. Die EW sind nicht
negativ und aus der Definition von || A||, folgt dann schlielich (2:4]) O

15



Definition 2.5. Unter dem Absolutbetrag einer Matrix A € C™*™ versteht
man die Matrix

also die Matriz mit den Absolutbetrigen ihrer Elemente. Gilt fir A, B €
R™*™ dass a;; < b;; so schreibt man A < B

Bemerkung 2.6. Fiir die ”Betrige”von Matrizen gelten die Beziehungen
() [A+ B| < |A] + B
(ii) |A- B| < |A]B|

)
(ii) A<B,C>0,D>0=CAD <CBD
(iv) [|All, = I[A[ll, fir pe€{l,00,F}

)

(v

Beweis. Grofitenteils trivial O

Al < |B| = ||A|| < ||B|| fiir diese Nomen

Die normweise Kondition eines Problems liefert oft eine recht grobe Abschétzung.
Im Falle der geniigenden Glattheit eines Problems f : R” — R erhélt man
aus der linearen Approximation

die Beziehungen

1@ - 1@ < S 12 @)1 - o)

<
= Ox;
< (i|ﬁ(x)\) ax |7 — 2| fird oo (27)
- = Ox; j=t.n 7 J
bzw.
7) — o oL (@) ] B —
‘f(l') f(x)‘ S Z (939]' J max ’xj x]‘ fU.I‘ 7 . (28)
| ()] = @ =z
Den Verstarkungsfaktor des max. relativen Fehlers
"L @)zl @) - e
Crel = 2 = firz >z
; | ()] /()

16



bezeichnet man als relative komponentenweise Kondition (die ”Betriage”
der Matrizen f’(x) bzw. x sind dabei komponentenweise zu verstehen).
Allgemein erklart man die komponentenweise Kondition eines Problems f
als die kleinste Zahl (,..; > 0, so dass

/(&) = f(x)]
|/ ()]

<(ref max M firx —
L

gilt.

Beispiel 2.7. Fiir die Multiplikation zweier Zahlen f(x,y) = x y erhilt man
f'(x,y) = [y x] und damit folgt fiir die relative komponentenweise Kondition

Iyl 120D Jeyl + eyl

)
E1 [z y|

Crel =

Im Unterschied dazu findet man fiir die relative normweise Kondition mit
der 1-Norm fiir |z| # |y|, wobei 0.B.d.A. |z| > |y| angenommen wurde,

/ x
. 17D O, el + 1
17wl P
wobei hier ||z y)ll, = Ny all, = max{lyl, o]} = |o| (Spaltensummen-

norm) war, d.h. die relative normweise Kondition kann sehr grof} sein.

Uberpriifen sie als Ubung, dass man mit den Normen || ||, das gleiche Re-
sultat fiir die normweise Kondition erhélt.

Beispiel 2.8. (Kondition eines linearen Gleichungssystems Ax = b, A re-
gulédr) Die Losung  kann man durch die Abbildung

FiR* SR, b f(b) = A

beschreiben. Die Ableitung von f ergibt sich hier im Falle der linearen Abb.
zu f' = A~!. Fiir die normweise Kondition erhilt man demzufolge

1ol
JA=

_ |Az|| \ ,— _
) = B2l < pana

Kabs = HA_1|| und Ky =

Die hierbei erhaltene Schranke fiir die relative Kondition definiert man als
Konditionszahl

k(4) = ] |A~

beziiglich einer vertriaglichen Norm.

17



2.3 Stabilitdtskonzepte

Wir wollen 2 Stabilitdtskonzepte betrachten. Einmal geht es um die mégliche
Auswirkung von Eingabefehlern auf die fehlerhaften Endergebnisse von Al-
gorithmen. Man spricht hier von der sogenannten Vorwértsanalyse, bei der
die Kondition und unvermeidbare Fehler von Bedeutung sind.

Bei der sogenannten Riickwirtsanalyse interpretiert man ein fehlerhaftes
Endergebnis eines Problems (f,z), d.h. § = f(i) als exaktes Ergebnis einer
gestorten Eingabe &, d.h. § = f(&) und falls es mehrere solcher Grofien mit
f(z) =y = f(&) gibt, wihlt man dasjenige mit dem geringsten Abstand zu

Z.

2.3.1 Vorwéirtsanalyse

Der unvermeidbare Fehler eines Algorithmus ldsst sich durch das Produkt
der Kondition und des Eingabefehlers, also s eps abschétzen. Um Stabilitét
von Algorithmen bewerten zu kénnen, wird ein Stabilititsindikator o ein-
gefiihrt, der als Faktor den unvermeidbaren Fehler x eps verstérkt.

Definition 2.9. Sei (f,z) ein Problem mit der normweisen relativen Kondi-
tion kyq und der Gleitkommarealisierung f . Der Stabilitatsindikator der
Vorwdrtsanalyse ist die kleinstmdgliche Zahl o > 0, so dass f.a. méglichen
FEingabegrofien x gilt

|F@ - r@|
7@

Ein Algorithmus f wird stabil genannt, wenn o kleiner oder gleich der An-
zahl der hindereinander ausgefiihrten Elementaroperationen (Addition, Sub-
traktion, Multiplikation etc.) ist.

<oKyqeps  fiireps — 0 . (2.9)

Bemerkung 2.10. Die Elementaroperationen sind stabil, da
ok =1
gilt, was als Ubung nachgewiesen werden sollte.

Wir hatten bereits in einer vergangenen Vorlesung festgestellt, dass es bei
Algorithmen, die aus mehreren vertauschbaren Teilschritten bestehen, mit-
unter sinnvoll ist mit bestimmten Teilschritten zu beginnen.

Betrachten wir nun ein Problem (f,xz), das in 2 Teilprobleme (g,z) und

18



(h, g(x) (verketteter Algorithmus) aufgeteilt werden kann, d.h. man hat im
skalaren Fall
f=hog, g:R—->R h:R—R.

Die Stabilitdtsindikatoren o, und o}, seien fiir die Teilalgorithmen g und h
bekannt. Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Stabilitit des verketteten
Algorithmus f = ho g.

Theorem 2.11.
Seien Ky, K, Ky die normweisen relativen Konditionen der Algorithmen f, h, g.
Fiir den Stabilitdtsindikator o des verketteten Algorithmus f gilt

Orkf < Opkp + Ogkgkn -

Beweis. Es gilt (verwenden z = 7)

|F@ - r@| = |ae@) - ne@)|

< [AG@) = ha@)| + 18GE) - @)
. : l92) = (@)l oo
< aumnens M) + s SR oG]

onkneps |[h(g(x))|| + knogkgeps [|h(g(z))|
(Onkn + agknkg)eps || f(2)]] -

[]

Eine Schlussfolgerung aus diesem Satz ist dann, dass man unbedingt erforder-
liche Subtraktionen (Ausloschungsproblematik) als Teilprobleme eines ver-
ketteten Gesamtproblems moglichst zu Beginn eines Algorithmus ausfiihrt.
Sind f, g, h skalare Funktionen, dann ergibt sich fiir den Stabilitétsindikator
oy des Algorithmus f = ho g direkt aus Satz 211 die Bezichung

Oh
o< —+oy,
Kg

denn es gilt offensichtlich
_ @) el g [P (g(x)] g ()| x|
|

Rf = = RpKR

/()] [7(g(2))l 19 ()] o
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2.3.2 Riickwirtsanalyse

Definition 2.12. Der normweise Riickwértsfehler des Algorithmus f 2ur
Lésung des Problems (f,x) ist die kleinste Zahl n > 0, fir die fir alle
mdaglichen Eingaben T ein & mit f(Z) = f(Z) existiert, so dass

12 — 2] <n fiir eps = 0 .

1]l
Der Algorithmus heifit stabil beziiglich des relativen Eingabefehlers o, falls
n<d

gilt. Fiir den durch Rundung verursachten Fingabefehler 6 = eps wird durch

den Quotienten
Ui

eps

der Stabilitidtsindikator der Riickwirtsanalyse definiert.

Theorem 2.13. Fiir die Stabilititsindikatoren o und o der Vorwdrts- bzw.
Riickwdrtsanalyse gilt
o< or

(aus der Rickwartsstabilitit folgt die Vorwartsstabilitdt).
Beweis. Aus der Definition des Riickwirtsfehlers folgt f(#) = f(i) und

12—z <n=ogeps fiir eps = 0.

1]

Damit ergibt sich mit

7@ - 1@ @) - s,z -

L@ @I = ]
fiir eps — 0. O

érwReps

Beispiel 2.14. (Riickwirtsanalyse)
Wir wollen als Beispiel die Riickwértsanalyse der Berechnung der Losung
einer quadratischen Gleichung x? — 2px + ¢ = 0, also

fp,q) =p—Vp*—q,

bzw. die Ndherung auf dem Computer

f(p,q) = p—Vpxp—q
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durchfiihren. ./~ =~ soll die Wurzel ohne groflen Fehler ziehen. In der
Berechnung stecken 4 fehlerhafte Operationen, die jeweils mit einem relativen
Fehler ¢;, |¢;| < eps behaftet sind. Man findet nun

f.q) = [p— Vpxp—ql(1+ eq)
[0 — Vpxp—q(1 +e3)](1 + e4)

= [p— \/(pQ(l +e)—q)(1+e)(l+e)](14+e). (2.10)

Der Algorithmus hat also die folgenden Schritte

y1 = p° relativer Fehler ¢

Y2 = Yy —q relativer Fehler €,
ys = +/ya relativer Fehler €;

f = p—ys relativer Fehler ¢ .

Die Riickwértsanalyse bedeutet nun die Bestimmung von Eingangsfehlern
Ap, Ag, so dass gilt

f(p,q) = fp+ Ap,q + Ag),

und die Bewertung der fehlerhaften Eingabe.
Dazu wird f(p, q) umgeformt. Ausgehend von (2.I0) erhélt man

f

mit

p(1+e) = VPP +e)(1+ e) (1 + e3)2(1+ €0)? — g(1 + €2)(1 + €3)2(1 + €4)?
(p+Ap) = /(9 + Ap)(1 + e5) — q(1 + &)

(p+ Ap) — \/(p + Ap)? — q{(1 + €) — 65%2(1 + €4)?}

(p+Ap) — /(0 + Ap)2 — q(1 + €7)

2
p
€7 = € —€5E(1+€4)2 , Ap=pes, Ag=qer.

Hierbei haben wir Abschétzungen zur Groflenordnung wie folgt vorgenom-
men:

(1+e)? = 1+2s3+e~1+2e
(14+e)? ~ 1+2¢
(1+e)1+e)(l+e)? ~ (146 +e)(l+2€6)
~ 14 € + €9+ 2¢5
= 1l4e5,



wobel |e5] < 4eps gilt.
Unter Beriicksichtigung von |¢;| < eps, i =1,...,4, findet man

5] <deps, les| <Beps, (14 e)’es<es
€3]

und damit )

Py,
lq
Da die Schranke fiir €7 und damit auch fir Ag recht gross werden kann (im
Fall p? >> |q|) ist das Berechnungsverfahren nicht in jedem Fall riickwiirts

stabil.

lez| < eps(5b+4
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Kapitel 3

LOsung linearer
Gleichungssysteme

4. Vor-
3.1 LR-Zerlegung lesung

am
Zu 1osen ist Ax = b. Dazu soll A als Produkt einer unteren Dreiecksmatrix 24.10.2012
L und einer oberen Dreiecksmatrix R geschrieben werden, d.h. man hat

Ar=b< L Rr =b
~~~
und lost zuerst

und danach

Beispiel 3.1. (praktische Konstruktion einer LR-Zerlegung)
Betrachten wir die Matrix

21 3
A=14 3 11
6 5 23

Mit dem Gauflschen Algorithmus erhélt man nun in den ersten beiden Schrit-
ten durch eine geeignete Linearkombination der 1. mit der 2. und 3. Zeile

3

5

1
AW = 1
2

S O N
—_

4
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Matrix-technisch gesehen wurde dabei die Matrix A mit der Matrix

multipliziert, also gilt A®) = M; A. Im néchsten Schritt des GauBschen Al-
gorithmus’ erhélt man durch eine weitere Linearkombination der 2. mit der
3. Zeile

2 1
AP =1 0 1
0 0

= Ot W

A®@ erhilt man dabei aus A® durch

A(Q) - MQMlA(l)

wobei
10 0
My=10 1 O
0 —2/1 1
gilt. Wir haben also die Gleichung
MyMA=A® .= R (3.1)

erhalten. Die Matrizen M; und M> lassen sich sehr einfach invertieren, denn
es gilt

1 00 1 0 0
Mi'=1|4/2 10 und My'=[(0 1 0|,
6/2 0 1 0 2/1 1

d.h. man muss blof3 die Vorzeichen der Nichtdiagonalelemente &ndern. Letzt-
endlich erhélt man durch die sukzessive Multiplikation der Gleichung (B.1])
mit My " und [M; " die Gleichung

A=M'M;'R,
wobei
1 0 0 100
L=M"'M;'=14/2 1 0]|=|210],
6/2 2/1 1 321

die gewiinschte untere Dreiecksmatrix ist.
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3.1.1 Realisierung mit dem Gaufischen Eliminations-
verfahren

Grundprinzip:
Rangerhaltende Manipulationen der Matrix [A|b] durch Linearkombinationen
von Zeilen

1 0

0 1
Multiplikation L;;(X)A bewirkt die Addition des A-fachen der j-ten Zeile von
A zur i-ten Zeile d.h. durch geeignete Wahl von A erzeugt man in

an der Position (i, j) z.B. auch eine Null (A € R™™)
L;;(\) hat den Rang n und die Determinante 1 = rg(A) = rg(A). Durch
mehrfache Multiplikation mit

ij, j:k—i-l,,n

erhélt man bei geeigneter Wahl der A unterhalb von ay; Null-Eintriage

Nun etwas praziser

a
ail Ain H
973
A= — .
a].gk 0 ry1ks
Ay - 0
Vorraussetzung: agr # 0
Setzen
0
0
t=t"(aq) =
U1k
tnk

25



mit

. 0 1=1,..,k

kT ik j=k41,...n
Ak

e sei der k-te Standardeinheitsvektor

Definition 3.2.

My, = ] Frobenius-Matriz, Gauftrafomatriz

—tok 1
Man tiberlegt sich, dass My, das Produkt der oben diskutierten Matrizen Lji(—t;x),j =
k+1,...n ist

Eigenschaften von M,

M, = E —tWel

aik

a
Mkak = Kk

d.h. ay, ..., ag bleiben bei der Multiplikation mit M} unverédndert

rg(My) =n
det(Mk) =1
M '=FE+ t®el - da
MMy, = E—tW Ttk el — B
=0
Wenn alles gut geht, d.h. wenn jeweils ag, # 0 ist, dann erhélt man nach der
Mutiplikation von A mit den Frobenius-Matrizen My, ..., M,,_1, also

1 Ti2 -+ Tin
Tog +++ Ton

Mn,1 feee MlA == . . =R
0 Trnn
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eine obere Dreiecksmatrix R. Auflerdem hat die Matrix

M,_1-...- M
die inverse Matrix
- 0
L=M"' - M =t ts 1
tnl th tnnfl 1
sodass schliellich mit
A=LR

eine LR-Zerlegung vorliegt.

Definition 3.3. Eine obere oder untere Dreiecksmatrix, deren Diagonalele-
mente alle gleich eins sind, heiffit unipotent. Die Zerlegung A = LR heifst
LR-Zerlegung, wenn L eine unipotente untere Dreiecksmatrix ist.

Satz 3.4. Fine Matrix A € R™"™ besitzt genau dann eine LR-Zerlegung,
wenn

det(A(1:k,1:k))#0, k=1,2,...n—1

Falls die LR-Zerlequng existiert und A requldr ist, dann sind L und R ein-
deutig bestimmt, und es gilt:

detA:r11~7“22-...~7“m .

Bemerkung: Wir wollen hier die LR-Zerlequng so verstehen, dass der oben
beschriebene Algorithmus mit den Frobeniusmatrizen My, k = 1,...,n — 1,
erfolgreich ist und nicht wegen ag, = 0 abbricht.

Beweis. a) A besitze LR-Zerlegung

1 0 r r cee T
l21 1 11 T12 - 7“ln
A= | I3 I3 1 2 an
L lnl ln2 lnnfl 1 i 0 T

Die r;; sind die sogenannten Pivots, durch die in den Schritten 1,...,n—1
dividiert werden musste, d.h. r;; #0, j=1,...,n—1

= det(L(1:k,1:k))-det(R(1: k,1:k)) =det(A(1: k,1:k)) #0

=1 =[15_, rjj,1<k<n—1

27



b) Es gelte det(A(1: k,1:k))#0, k=1,2,...,n—1 Induktion iiber k

k=1: nach Voraussetzung ist a;; = det(A(1l : 1,1 : 1)) # 0 d.h. erster
Schritt ist moglich

Nun seien k£ — 1 Schritte allgemein ausgefiihrt, und wir zeigen, dass auch
Schritt k ausgefiihrt werden kann

k —1 — k Schritt ist moglich, falls Pivot aé’;’l) #£ 0. Es sei A®-D =
My q-...- MhA

-1 _
* . 0
*
Mk,1 MlA - " 1 0 A
K * 0 1]
! -
agl )
(k—1)
0 0 alV x
| 0 0 * * |

j=1

und

det(A* V(1 k 1: k) =det(M* V(1 k,1:k))-det(A(1: k,1:k)) #0
) =1 " £0,0.V. ’

Damit muss H§:1 ag»’;*l) # 0 gelten, weshalb a,ﬁ*l) # (0 sein muss. D.h.

ein weiterer Schritt ist moglich.

Nachweis der Eindeutigkeit der Zerlegung.

Existiere A~ und sei A = LiR; = LyRy, wegen det(A) # 0 sind auch
Ry, Ry regulidr = Ly r, = RoRy ! Die Inverse einer unteren Dreiecksma-
trix mit Diagonale 1 ist wieder unipotent und eine untere Dreiecksmatrix,
die einer Oberen ist wieder eine Obere. Damit ist

L;lLl :E:RQRfl = I, :LQ,Rl :Rg/\detA:detR
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Bemerkung. (1) Man braucht nur den Speicherplatz der Matrix:

Die obere Dreiecksmatrix entsteht durch die sukzessive Multiplikation
von A mit Frobenius-Matrizen (Gauf-Transformationen)

11 Tin
T'22 Ton

0
TTLTL

An den Positionen (k + 1,k), (k + 2,k), ..., (n, k) wo durch die GauB-
Transformationen (Multiplikation mit M}) Nullen erzeugt werden, kénnen
die Elemente txy1x, tpiok, ---, tar Sukzessiv fiir k = 1,...,n — 2 eingetragen
werden und man erhélt

o1

tnl tnnfl
also die nicht redundanten Elemente von L

(2) Berechnung von L = M; ' ...- M, kostet nichts, sondern besteht nur
in der Ablage der jeweils bei den Gauf-Transformationen erzeugten ;-
Werten (k> j, k=2,..,n, j=1,...,n—1)

n3

(3) Rechenaufwand ca. % € O(n®) Multiplikationen (flops, floating point

operations).

Fehleranalyse bei der Konstruktion einer LR-Zerlegung

Satz 3.5. Sei A € R™" Matriz von Maschinenzahlen. Falls bei der Kon-
struktion der LR-Zerlequng kein ag, = 0 zum Abbruch fihrt, dann erfiillen
die berechneten Faktoren L, R die Gleichung

LR=A+H
mit o
|H| < 3(n — 1)eps(|A| +|L||R]) + O(eps?)
Beweis. siehe Golub/van Loan, Matrix Computations O]
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Beim Vorwértseinsetzen bzw. Riickwartseinsetzen ("fill in”) stellt man durch
eine recht einfache Riickwartsfehleranalyse das folgende Resultat fest:

Korollar 3.1. Fir die auf dem Computer berechneten (fehlerbehafteten) Er-
gebnisse y, T der Gleichungssysteme

Ly=hb, Rrx=y,

mit einer unipotenten unteren Dreiecksmatrixz L und einer oberen Dreiecks-
matriz R vom Typ (n x n) gelten die Beziehungen und Abschitzungen

(L+F)g = b, |F|<neps|L|+ O(eps’)
(R+@)i = y, |G|<neps|R|+ O(eps?) .

Satz 3.6. Sind L, R die Matrizen aus Satz[33, so erhilt man bei den Algo-
rithmen zum Vorwarts- und Rickwartseinsetzen

Lj=0b, Ri=7

eine Losung & von (A+ A)T =b mit

|A] < n-eps(3|A| + 5|L||R|) + O(eps?)
Beweis. Riickwirtseinsetzen bzw. die Aussagen des Hilfssatzes B.1] ergeben

(L+ F)j=0b,|F| <n-eps|L| + O(eps?)

(R+ @) =3,|G| < n-eps|R| + O(eps®)
= (L+F)Y(R+G)i=0
< (

LR +FR+LG+FG)i=b
A+H
S (A+A)T =0

mit A = H+ FR+ LG+ FG. Mit der Abschiitzung aus Satz B3 fiir H ergibt
sich
Al <|H|+ |F| [R+I|L| |G| +]F|IG|
—~— ~ =
<neps|L| <neps|R| O(eps?)
< 3(n—1)eps(|4| + ]ZHRD + 2neps\l~}HR| + O(eps?)
< neps(3|A| + 5|L||R|) + O(eps®)
]

Bemerkung. Problematisch, d.h. recht grof kénnen die Elemente von |L|
und |R| werden, wenn bei der Berechnung aller t;; im Rahmen der Gauf-
Transformationen grofle Zahlen entstehen!

Abhilfe: Pivotisierung
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3.1.2 LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung

Um zu vermeiden, dass der Algorithmus zur Konstruktion einer LR-Zerlegung
aufgrund von ag, = 0 abbricht, oder durch betragsméflig sehr kleine agy, (klei-
ne Pivots) bei der Berechnung der ¢;; betragsméfliig sehr grofie Zahlen ent-
stehen, kann man durch Zeilenvertauschungen das betragsméfiig maximale
Element in die Diagonalposition bringen.

Zeilenvertauschungen bewirkt man durch Multiplikation mit Permutations-
matrizen Py (von links).

Definition 3.7. Matrizen P € R™*"™ die aus der Einheitsmatriz durch Ver-
tauschen von (genau) zwei Zeilen hervorgehen heiffen elementare Permu-
tationsmatrizen

Bei den durchgefiihrten Betrachtungen haben wir benutzt, dass fiir elemen-
tare Permutationsmatrizen
P-P=F

gilt, d.h. die Matrix gleich ihrer Inversen ist.
Beispiel 3.8. Betrachten wir als Beispiel die Matrix aus dem obigen Beispiel

21 3
A=14 3 11
6 5 23

Um in den Frobeniusmatrizen grofie Eintrége zu verhindern, vertauschen wir
durch die Multiplikation mit der elementaren Permutationsmatrix

001
P=1010
1 00
und erhalten damit
6 5 23
PA=1| 4 3 11
2 1 3
Mit der GauB-Transformation
1 00 1 00
M, = —-4/6 1 0 | = -2/3 1 0
-2/6 0 1 —-1/3 0 1
erhalt man nun
6 5 23 6 5 23
MPPA=1| 0 3-10/3 11—-46/3 | =1 0 —1/3 —13/3
0 1-5/3 3-23/3 0 —2/3 —14/3
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Nun pivotisiert man wieder, indem man die 2. und die 3. Zeile vertauscht,

also mit Hilfe der elementaren Permutationsmatrix

1 00
PB=|001
010
das Zwischenergebnis

6 5 23
PMPPA=| 0 —-2/3 —14/3
0 —-1/3 —13/3

erhalt. Mit der GauB3-Transformation

1 0 0
My=10 1 0
0 —-1/2 1
erhalt man schlieB3lich mit
6 5 23

M2P2M1P1A: 0 —2/3 —14/3 =

0 0 —2

R,

eine Matrix-Faktorisierung, die man zur Losung von linearen Gleichungssys-

temen nutzen kann.

Die Erfahrungen des Beispiels kann man zusammenfassen.

Definition 3.9. Wir bezeichnen den im Beispiel beschriebenen Algorithmus
als Konstruktion einer LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung (auch Gaujeli-

mination mit partieller Pivotisierung).

Satz 3.10. Fir die Gaufelimination mit partieller Pivotisierung mit dem

Resultat
Mnflpnfl'...'MlplA:R

gilt PA= LR mit P=P,_,-...-P,. Fir L gilt
L=DM71. . MY
mait
M, 1 = M,_,
My=P,1-... - Poy1rMyPei1-...  Po_q,

k<n-—2

wobei My, Frobeniusmatrizen sind (deren Inverse trivial zu berechnen ist).
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Beweis. Durch die Eigenschaft PP = E von elementaren Permutationsma-
trizen iiberlegt man sich, dass

Mn—lpn—an—2Pn—2 T M1P1A
= My 1 Py M, 2P, 1 Py Py g------ MPy- Py g Py PP A
N 7\ ~~ > A 7\ >

g ~\~

Mnfl Mn72 Ml P

gilt. AuBerdem hat Mk = P,M;P, die gleiche Struktur wie M}, da durch
die Multiplikation von P, von links und rechts nur die Reihenfolge der tj,
vertauscht wird. Die Multiplikation von

Ny \NEy o NLPA mit L= N N,
ergibt
PA=LR

Dabei ist L ebenso wie im Fall der LR-Zerlegung ohne Pivotisierung als
Produkt von Frobeniusmatrizen eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonalele-
menten gleich eins.

O

Beispiel 3.11. Zuriick zum obigen Beispiel. Mit PP, = E koénnen wir
schreiben

MyPyM;PLA = My P, My Py PyPLA = MoMyPA =R,

wobei R R
MQZMQ s M1:P2M1P2 und P:P2P1

gilt. Mit den ”einfachen” Inversen der Frobeniusmatrizen Ml und ]\7[2 erhalt
man

L= M;'M;?
und damit letzendlich die LR-Zerlegung mit partieller Pivotisierung

PA=LR.

Bemerkung. Konsequenz dieser LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung ist,
dass ‘E( in der Regel wesentlich kleinere Elemente (< 1) hat, was zu einer
Verbesserung der Abschitzung aus Satz fithrt.
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3.2 Cholesky-Zerlegung

Bei vielen Aufgabenstellungen der angewandten Mathematik sind Gleichungs-
systeme Az = b mit symmetrischen und positiv definiten Matrizen A zu
l6sen, z.B.

e numerische Losung elliptischer und parabolischer Differentialgleichun-
gen

e Spline-Approximation
Voraussetzung: A € R™*" ist positiv definit und symmetrisch, d.h.
Ve #0:27Ar >0 und A= AT

Unter diesen Voraussetzungen kann man die Gau-Elimination (LR-Zerlegung)
durch die sogenannte Cholesky-Zerlegung ersetzen und verbessern!

Satz (von Sylvester). Notwendig und hinreichend fir positive Definitheit ei-
ner symmetrischen Matriz A € R™ ™ ist die Positivitit aller Hauptabschnitts-
determinanten, d.h.

Vek=1,...,n:det A(1: k,1:k) >0
(auch Kriterium von Hurwitz)

Satz 3.12. Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann ezistiert eine untere
Dreiecksmatriz G € R™™ mit positiven Diagonalelementen, sodass

A=GG"

Beweis.
Wir wissen, dass a;; > 0 wegen der Voraussetzung det A(1 : k,1 : k) >
0, ,k=1,...,n gilt, so dass wir mit einer GauB-Transformation (Frobenius-
matrix) M; die Transformation

aiz

T
. ai; a . ai3
MlA = ( 0 A ) s a =
Qin

durchfithren kénnen, wobei A € R=Dx(=1) oilt. Fiir (M;A)” ergibt sich
T [ O1 QT
anay = (0 G )
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und und wegen der Symmetrie von A gilt

12 21

13 a31
a= . = .

A1n an1

und damit erreicht man der gleichen Gauf3-Transformation M;

a1 OT

Ml(MlA)T:( 0 A

) = M, (M, AT = My AMY]

Mit dem Determinanten-Multiplikationssatz und det My (1 : k,1 : k) = 1
findet man, dass aj; > 0 fiir das Element aj; von A = (a;;) gilt, so dass man
induktiv mit weiteren Gauf3-Transformationen schliefilich

My My_o... MyAMIM] ... M* | = LAL" = D

mit Frobeniusmatrizen M, und einer Diagonalmatrix D mit positiven Ele-
menten erhélt. Nun findet man mit

G=L"'D"?
eine untere Dreiecksmatrix, fiir die
L'DLTT =A< L7'D'?*DV’L T = A+ GGT = A
gilt, wobei wir unter L~7 und D'/?
LT =L

bzw. die Matrix mit den Quadratwurzeln der Elemente von D verstehen. L
ist als Produkt von Frobeniusmatrizen leicht invertierbar und es gilt offen-
sichtlich

Lt=M7t . MY sowie LT =M7 oM.
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Konstruktion der Choleksy-Zerlegung

g11 0 gun - gn a0 Qip
GGT=A & o : -

gn1  Gnn Gnn Ap1 **°  Onp
= akk=9z1+g§2+---+gzk_1—i—g,%k,k::1,...,n
= k=1:¢;,=an = gu=+an

Auflerdem fiir j > k

ar; = gj19k1 + Gj29k2 + -+ + Gik—19kk—1 + Gjkgkk
1 E—1
= Gij = — (ajk: — Zgjigki>
Gkk Y

Pseudocode:

Algorithmus 1 Berechne Cholesky-Zerlegung von A € R™*" symmetrisch
und positiv definit
for k =1ton do

k—1 2
Gk = | arr — ) 9;33-
=1
for ) =k+1tondo
k—1
9k = ﬁ <ij - Z gjigk:i)
i=1
end for
end for

3.3 Singulirwertzerlegung

Motivation

Bekanntlich kann man symmetrische Matrizen vollstdndig mithilfe ihrer Ei-
genwerte und Eigenvektoren beschreiben. Mit der Matrix ), in deren Spalten
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die Eigenvektoren u; der Matrix A stehen, und der aus den Eigenwerten von
A bestehenden Diagonalmatrix A gilt im Falle einer orthonormalen Eigen-

vektorbasis
AQ =QA bzw. A= QAQT .

Diese Darstellung kann unmittelbar zur geometrischen Beschreibung ihrer
Wirkung auf Vektoren benutzt werden.

Wir wollen diese Beschreibung auf beliebige Matrizen erweitern. Dies leis-
tet die Singuldrwertzerlegung. Singuédrwerte konnen #dhnlich gut interpre-
tiert werden wie Eigenwerte symmetrischer Matrizen. Vorteile der Singu-
larwertzerlegung gegeniiber Eigenwerten und Eigenvektoren:

Sie ist nicht auf quadratische Matrizen beschrénkt. In der Singuldrwertzerle-
gung einer reellen Matrix treten nur reelle Matrizen auf (kein Riickgriff auf
komplexe Zahlen).

Theorem 3.13. (und Definition)

Gegeben sei eine Matriz A € R™* ™. Dann gibt es orthogonale Matrizen U €
R™ ™ ynd V€ R™" sowie eine Matriz ¥ = (s;;) € R™™ mit s;; = 0 fir
alle i # j und nichtnegativen Diagonalelementen si; > s99 > ..., fiir die

A=USV" <= UTAV =%, (3.2)

gilt. Die Darstellung ([B2)) heifft Singulirwertzerlegung von A. Die Werte
o; = s;; heiffen Singulidrwerte von A.

Bevor der Satz 313 bewiesen wird, sei darauf hingewiesen, dass man die
Gleichung (3.2]) auch in der Form

A = ZO’j’U/j’U]T (33)

aufschreiben kann, wobei u; der j-te Spaltenvektor von U und v; der j-te
Spaltenvektor von V ist, sowie r die Zahl der von Null verschieden Sin-
guldrwerte ist.

Der folgende Beweis wird nach dem Vorbild von Deuflhard /Hohmann gefiihrt.
Eine vollig andere Beweismethode findet man bei Schwarz. Aulerdem gebe
ich spéter noch einen konstruktiven Nachweis des Satzes an.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass es orthogonale Matrizen U € R™*™ und
V e R"*" gibt, so dass

UTAV — ( o ) (3.4)
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mit einer Zahl ¢ und einer Matrix B € R(™~1*(=1) gilt. Der Beweis der

Beziehung (3.2) ergibt sich dann induktiv, indem man B in der Art (8.4)
faktorisiert usw.

Sei 0 = ||A]]s = maxy,=1 ||Az||2. Das Maximum wird angenommen mit
Vektoren v € R™ und v € R, so dass

Av=o0cu und |Julls=|v]l2=1 (3.5)
gilt. Nun werden v und u mit dazu orthonormalen Vektoren V5,... V,, € R"
und Us, ..., U, € R™ zu Orthonormalbasen

{v="V,Va,....V,} baw. {u=U,Us,...,U,}
erganzt und damit sind
V=WV...V,] bzw. U=[U;Uy...Up]

orthogonale Matrizen. Das Produkt U7 AV hat wegen ([3.5) die Form

T
i T _ g w
- (34

mit w € R* 1. Es ist nun

2 2

~f O g

A(D)| = wa (7)) =0t i

W/ l2 W/ 2
also
~112 9 9
Al
Weiterhin ist 62 = ||A|2 und wegen der Lingenerhaltung orthogonaler Ab-
bildungen ist || A, = HAH , woraus
2

2 2 illF < 2 2
0 = I3 = ||4] = o* + el .

folgt, und damit muss w = 0 gelten. Damit ist (3.4]) nachgewiesen und mit
dem Hinweis auf die Induktion ist der Satz bewiesen. n
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Moégliche Konstruktion der Singulidrwertzerlegung (konstruktiver
Nachweis)

Entscheidende Uberlegung fiir die Konstruktion einer Singulirwertzerlegung
ausgehend von der Existenz derselben besteht in den Rechnungen

ATA = (UsVHTUsvT = velsv! <= ATAV = VTs
bzw.
AAT = UxvT(Usv T = USSTUT <= AATU = UEsT |

denn damit wissen wir, dass V als Spalten die Eigenvektoren von AT A und
U als Spalten die Eigenvektoren von AA” hat.

Im folgenden wird mit diesem Wissen ein Algorithmus zur Konstruktion einer
Singularwertzerlegung skizziert:

1) Setze B := AT A. B € R™" ist eine symmetrische Matrix. Wir bestimmen
die Eigenwerte A und orthonormale Eigenvektoren v von B. Da wegen der
Orthogonalitdt der v einerseits

vT B = Mo
und aufgrund der Definition von B
v By = v AT Av = (Av)T (Av) >0

gilt, sind alle n Eigenwerte A nichtnegativ. Seien 0.B.d.A. die EW wie folgt
geordnet Ay > Ay > .-+ > X\, > 0. Da der Rang von B gleich dem Rang von

A ist, sind genau die ersten r Eigenwerte A{,..., A\, positiv. Seien vy, ..., v,
die zu Aq,..., A\, gehorenden Eigenvektoren.
2) Firj=1,...,r wird
uj = %Avj

gesetzt.
3) Man bestimmt m-r orthonormale Vektoren u, i1, ..., Uy, die zu uy, ..., u,
orthogonal sind.
4) Man bildet die Matrizen

U = [upug ... Upy]

[ A
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aus den orthonormalen (Spalten-) Vektoren wy,...,u,, und vy,...,v,. Die
Matrix ¥ = (s;;) € R™™ wird mit

:{\//\_J i=j<r,

0 sonst ,

gebildet.

Im Folgenden wird gezeigt, dass A = UXVT eine Singulirwertzerlegung von
A ist.

i) V ist eine orthogonale Matrix, da {v1, ..., v,} nach Konstruktion eine
Orthonormalbasis ist.

i) {uy,...,uy} ist eine Orthonormalbasis des R™, denn firi,j = 1,...,r
gilt
1 VA I\ — L
uluj = v] AT Av; = Lol v; = Aifdi=1, 0=,
A —— \; 0 sonst,
=Ajvj
also sind uy, . . ., u, orthonormal, und nach Konstruktion der w11, ..., un,
ist {u1, ..., un} damit eine Orthonormalbasis und damit U orthogonal.
iii) v41,... sind aus dem Kern von A, weil
Ker(A)" = span{vy, ..., v}
gilt, denn nimmt man an, dass Av; = 0 fiir j = 1,...,r gilt, dann

folgt aus Bv; = AT Av; = 0 = \ju;, dass \; = 0 sein muss, was ein
Widerspruch zu A\; > 0 fir j = 1,..., 7 ist.

iv) Es gilt schliefllich ausgehend von der Formel (B.3))

T T
E ojujv; = E Avjv; nach Def. der u;
=1 j=1

n
= Avvt da v,41,... aus dem Kern von A sind
JY%j +1
j=1

=K

= AZUJ"U]T =AVVT
=1

= AE=A.
Bemerkung 3.14. Es gilt nun im Weiteren
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1. Die Singuldrwerte von A und damit X sind eindeutig bestimmt, U und
V' sind dies nicht.

2. Es gilt
Ker A = span {v,,1,...,0,}
ImA = span{up,...,u.}.

3. Die Anzahl der von Null verschiedenen Singuldrwerte ist gleich dem
Rang r von A.

4. Die Bestimmung der Singuldrwerte als Quadratwurzeln der Eigenwer-
te von AT A kann zu numerischen Ungenauigkeiten fithren. Deswegen ist
das obige Verfahren zur praktischen Berechnung der Singularwertzerlegung
nicht in allen Féllen geeignet. Andere Verfahren nutzen z. B. Umfor-
mungen mittels Householder-Matrizen.

5. Fiir symmetrische Matrizen A sind die Singuldrwerte die Betrige der
Eigenwerte. Sind alle Eigenwerte nichtnegativ, so ist die Diagonalisie-
rung (Hauptachsentransformation)

A=QAQT

auch eine Singuldrwertzerlegung (wenn die Eigenwerte entsprechend
geordnet sind).

Eine wichtige Anwendung der Singuldrwertzerlegung ist die Kompression von
Bilddaten (Pixel sind dabei die Matrixelemente/Farbintensitéten/Grauwerte
einer Matrix A). Die Grundlage hierfiir liefert der

Theorem 3.15. FEs sei A € R™*" eine Matrix vom Rang r mit der Sin-
guldrwertzerlegung

A=UxVT = Zajujv}r )
=1

Die Approximationsaufgabe

besitzt fiir k < r die Losung
k
A= ojuo]  mit  [|A = Aglly = ok -
j=1
Der Beweis sollte als Ubung durchgefiihrt werden.
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Kapitel 4

Die iterative LOsung von
Gleichungen bzw.
Gleichungssystemen

Bemerkung 4.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Ist F/ : A — AJA C R”
abgeschlossen, und gilt

| F(z1) = F(z2)[| < Llz1 — 2o
mit L < 1 fiir alle 21,25 € A, dann hat F' genau einen Fixpunkt x € A mit
F(x)==x

und die durch 1 = F(x)) definierte Iterationsfolge konvergiert fiir jeden
Anfangspunkt zy € A gegen diesen Fixpunkt. (R™ ist mit der Metrik p(z,y) =
||x — y|| ein Banach-Raum.)

Bemerkung 4.2. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz ergeben sich die Feh-
lerabschétzungen

k

lxx — 2] < |x1 — zo|] A-priori-Abschétzung (4.1)

—1-L
1
1-L

|z — 2| < |xki1 — xk|| A-posteriori-Abschétzung (4.2)

4.1 Die iterative Losung linearer Gleichungs-
systeme

Neben der schon beschriebenen direkten Losung linearer Gleichungssysteme
durch den Gaufischen Algorithmus oder durch bestimmte Matrix-Faktorisie-
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rungen ist es oft sinnvoll, lineare Gleichungssysteme
Az =1 (4.3)

mit der reguldren Matrix A vom Typ n X n und b € R” iterativ zu l6sen
(0.B.d.A.sei agp #0,k=1,...,n).

Zerlegt man A mit der reguldren Matrix B in der Form A = B + (A — B)
dann gilt fiir (£3).

Ar=b<e Br=(B-Ax+bsr=(E—-B'Axz+B'b

wahlt man B als leicht invertierbare Matrix, dann ergibt sich im Fall der
Konvergenz der Fixpunktiteration

a2y =(E—-B'A)xy 1+ B, k=1,2,... (4.4)

bei Wahl irgendeiner Startnédherung xy € R™ mit dem Grenzwert x = limy_, o 5
die Losung des linearen Gleichungssystems (4.3). Die Losung ist ein Fixpunkt
der Abbildung

F:R"R":2+ (E—-B'Az+ B (4.5)

Die Matrix S = (F — B7'A) heifit Iterationsmatrix. Konvergenz liegt dann
vor, wenn limy_,. ||z — x| = 0 ist.
Mit z und 0z = x — x;, folgt

6$k = (E — BilA)(g.kal = (E — BilA>k5$0
also gilt fiir irgendeine Vektornorm und eine dadurch induzierte Matrixnorm
ok ]| < [|S*[] ll6oll (4.6)

Damit konvergiert das Losungsverfahren, wenn limy,_,o S¥ = 0 bzw. limy,_, || Sk || =
0 gilt.
Hilfreich zur Konvergenzuntersuchung ist der

Satz 4.3. Sei S eine (nxn)-Matriz. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) Der Spektralradius r(S) von S ist kleiner als 1

(b) S* — 0 fiir k — oo

(¢) Es gibt eine Vektornorm, sodass sich fir die induzierte Matriznorm ||S|| <

1 ergibt.
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(d) S — \E ist fir alle X mit |\| > 1 requlér

Beweis. (Auszugsweise) a = b Betrachten die verallgemeinerte Jordansche
Normalform S = T~1JT mit einer regulidren Matrix 7" und .J mit den Jordan-

Blocken J;

)\7; €
Jl /\z €
J = . Ji=
JT /\z €
fiir die Eigenwerte Ay,..., A, von S, wobei 0 < e < 1 — |\ firi=1,...,r

gewahlt wurde. Es gilt HS’“H = “TJ’“T_1||. Die Potenzen von J enthalten fiir
wachsendes &k immer groflere Potenzen von \;, sodass wegen |\;| < 1 fiir alle
Eigenwerte HS’“H gegen null geht.
a = ¢ Mit der Zeilensummennorm gilt wegen der Voraussetzung zum Spek-
tralradius von S, der gleich dem von J ist, und der Wahl von €
Il = max ] < 1

Durch

zlly =Tzl (xeR")

ist eine Norm auf dem R™ erklért. Fiir die durch ||-|| induzierte Matrixnorm
gilt ||S]|; < 1, denn es gilt
1Szl = 1T52]l = [TT2] o < [ llce 1Tl = /1l 12l

und damit Hnij‘”TT < |||l <1 fiir alle z # 0.

¢ = d Annahme: S — AE singuldr, d.h. 3z # 0 : (S — AE)x = 0, daraus folgt

S]]
Sz = Ar < [|Szllp = [Alzll; < F=\>1
]l 7
andererseits ist 1 > [|S||, > ”i;ﬂ”f, d.h. es ergibt sich ein Widerspruch und
die Annahme war falsch. Damit ist S — AE regulér fiir |A\| > 1. O

Als Folgerung des Satzes 3] erhilt man das folgende Konvergenzkriterium

Satz 4.4. Seien A, B regulire (n x n)-Matrizen. Die Iteration (A4l kon-
vergiert fiir alle Startwerte xo genau dann gegen die eindeutig bestimmte
Losung x von Az = b, wenn der Spektralradius r = r(S) der Iterationsma-
triz S = (K — B™'A) kleiner als 1 ist. Ist S diagonalisierbar, dann gilt

|z, —z|| < Cr¥, O =const €R (4.7)
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Fiir die weitere Betrachtung konkreter Verfahren stellen wir die quadratische
Matrix A = (a;;) als Summe der unteren Dreiecksmatrix L = (l;;), der
Diagonalmatrix D = (d;;) und der oberen Dreiecksmatrix U = (u;;)

A=L+D+U (4.8)

mit

i 0 i<j ' T \a i<j 0 i+

dar. Bei Iterationsverfahren der Form (4.4]) ist fiir den Aufwand natiirlich
die einfache Invertierbarkeit von B entscheidend. Das wird bei den nun zu
diskutierenden Verfahren auch beriicksichtigt.

4.2 Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittver-
fahren

Die Wahl von B = D ergibt die Iterationsmatrix

0 —o2 4
_ag 811 ail
S=E-B'A=-DYL+U)= 922 , (4.9)
_An1 . 0

ann

Das Verfahren (4.4]) mit der durch die Wahl von B = D definierten Iterati-
onsmatrix (£.9]) heifit Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittverfahren.

Zur besseren Darstellung von Details der Iterationsverfahren setzen wir den
[terationsindex k£ nach oben in Klammern, also

™ =z, e R,

(k)

und die Komponenten von z* bezeichnen wir durch ;

ergibt sich fiir die Jacobi-Verfahren koordinatenweise

® 1 - (k—1) . _
z _@<bj— > aj ) j=1,....nk=12...

i=1,i#]

,J=1,...,n. Damit
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Definition 4.5. Eine Matriz vom Typ (nxn) heifit strikt diagonal dominant,
wenn fiir alle (Zeilen) i gilt

n

ER

J=Lj#
Zur Konvergenz des Jacobi-Verfahrens gilt der

Satz 4.6. Sei A eine strikt diagonal dominante (n x n)-Matriz. Dann ist der
Spektralradius kleiner als 1 und das Verfahren konvergiert.

Bewezs.
Sy = —Dil(L +U)

Zeilensummen von S
n n
1
E Sij = —— E Qijs
— Qg5 . =,
Jj=1 J=Lj#i
aufgrund der strikten Diagonaldominanz ist

n

2.

=1,

Yl 1= r(S) < 18] <1,

(23

da jede durch eine Vektornorm induzierte Matrixnorm eine obere Schranke
fiir den Spektralradius darstellt. n

Die Rechenpraxis zeigt, und das kann man auch nachweisen, dass das Konver-
genzverhalten von Iterationsfolgen z*) gegen einen Fixpunkt oft wesentlich
verbessert werden kann, wenn man die Korrekturen der einzelnen Kompo-
nenten mit einem festen Relaxationsfaktor w # 1 multipliziert und dann
addiert. Bei w > 1 spricht man von Uberrelaxation und bei 0 < w < 1 von
Unterrelaxation.

Fiir die Korrektur der i-ten Komponente des Jacobi-Verfahrens hat man die
Korrektur

n

1
k+1 k+1 k k
17 =1
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und damit wird das JOR-Verfahren (Jacobi-Over-Relaxationsverfahren) durch

x§k+1) _ $§k) +wa§k+1)
k W k
= 1'5 ) — a—[Zaﬂxf ) — b]]
37 =1
k w - k
= (1-wal - = 7 ajal — b)) (4.10)
IT G=1,i#j

j=1,....,n; k=0,1,2,...).
Als Matrixformulierung des JOR-Verfahrens erhélt man
g* ) = (1 = w)E — wD YL+ U)]z™® + wD™'b =: Sjop(w)z™ +wD™ b .

Bei der numerischen Losung von elliptischen Randwertproblemen treten oft
Matrizen auf, die nicht strikt diagonal dominant sind, aber die folgenden
etwas schwécheren Eigenschaften besitzen.

Definition 4.7. (a) Eine Matriz vom Typ (n x n) heifit schwach diagonal
dominant, wenn fir alle (Zeilen) 1 gilt

laal > Y agl -

J=Lj#i

(b) Eine (n x n)-Matriz A = (a;j) heifit irreduzibel, wenn fir alle i,j €
{1,2,...,n} entweder a;; # 0 oder eine Indexfolge i, ...,1s € {1,...,n}
existiert, sodass a;, @, - - - a;,; 7 0 ist. Andernfalls heifit A reduzibel.

(¢) Eine (nxn)-Matriz A = (a;;) heifit irreduzibel diagonal dominant, wenn
sie 1rreduzibel und schwach diagonal dominant ist, sowie wenn es einen
Indexl € {1,...,n} mit

n

jaul > > ay

J=Lj#l
qibt.
Bemerkung. 1. Man kann entscheiden, ob eine Matrix reduzibel oder
irreduzibel ist, indem man fiir A = (a;;); =1, einen Graphen mit

n Knoten konstruiert, indem eine gerichtete Kante von Knoten ¢ zum
Knoten j existiert, wenn a;; # 0 ist.

Kann man in diesem Graphen ausgehend von einem Knoten alle an-
deren auf einem gerichteten Weg (Folge von gerichteten Kanten) errei-
chen, ist A irreduzibel, andernfalls reduzibel.
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2. Ein weiteres Kriterium zur Entscheidung ob A vom Typ n X n irredu-
zibel oder reduzibel ist, ist Folgendes:

Lemma 4.8. Die (n x n)-Matriz A ist irreduzibel, falls es keine Per-
mutationsmatriz P vom Typ nxn gibt, so dass bei gleichzeitiger Zeilen-
und Spaltenpermutation

r.n (F O
rrar= (5 4)

qilt, wober F' und H quadratische Matrizen sind und 0 eine Nullmatrix
ist, andernfalls ist A reduzibel.

3. Irreduzibilitdt fiir eine Matrix A € R™" kann man auch wie folgt
definieren (der Nachweis der Aquivalenz zur obigen Definition wird als
Ubung empfohlen):

Definition 4.9. (Satz bzw. Definition) A heif$t irreduzibel, falls fiir
2 beliebige, nichtleere und disjunkte Teilmengen S und T wvon W =
{1,2,...,n} mit SUT =W stets Indezwerte i € S und j € T existie-
ren, so dass a;; # 0 ist.

Lemma 4.10. FEine irreduzibel diagonal dominante Matriz A hat nichtver-
schwindende Diagonalelemente und ist requldr., d.h. es gilt det(A) = |A| # 0.

Beweis. Zuerst wird a;; # 0 fiir i = 1,2,...,n gezeigt. Angenommen, es sei
fiir einen Index ¢ das Diagonalelement a; = 0. Wegen der schwachen Dia-
gonaldominanz miisste dann auch a;; = 0 fiir alle 7 # 7 gelten. Mit den

Indexmengen S := {i} und T := W \ {i} steht dies im Widerspruch zur
Irreduzibilitét nach Satz/Def. [0

Die zweite Aussage wird auch indirekt gezeigt. Wir nehmen an, dass |A| =0
gilt. In diesem Fall hat das homogene Gleichungssystem Az = 0 eine nichttri-
viale Losung z # 0. Wegen a;; # 0 fiir ¢ = 1,2, ..., n konnen alle Gleichungen
nach der in der Diagonale stehenden Unbekannten Losungs-Komponente z;
aufgelost werden, also

n

B e P «

a== D0 uEd byms (=12.m) (4.11)
J=1,g#i j=1

mit b; = 0, b;; = —a;;/ai, (j # 1). Die schwache Diagonaldominanz von A

n

Dbyl <1, (i=1,2,...,n), (4.12)

j=1
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wobei fiir eine Zeile ¢y die Ungleichung (4.12) strikt ist. Wir definieren M :=
maxj<;<n |2;| > 0 und es gehore k zu den Indizes, fiir die |z;| = M gilt. Aus
(ETI) ergibt sich fiir die k-te Gleichung

M=z = 1) bzl <) bl 21 - (4.13)
j=1 j=1

Wegen (412)) gilt

n

> bkl M < M

Jj=1

und zusammen mit ([AI3]) ergibt sich

Zlbkjlﬂzjl—M) >0. (4.14)

Da aber |z;| < M ist f.a. j, kann (£I4) nur dann erfiillt sein, falls fir alle
Matrixelemente by; # 0 die Gleichheit |z;| = M gilt.
Mit der Irreduzibilitit von A existiert zu jedem Indexpaar (k,7) mit k # j
entweder das Matrixelement az; # 0 oder es ex. eine Indexfolge k1, ko, . . ., ks,
so dass

Akky * Qhyky * Qhoks - - - ki 7 0

gilt. Damit folgt, dass entweder by; # 0 oder

bk‘kl * bk1k2 * bk2k3 oo bkéj % 0 (415)

gilt. D.h. es muss entweder |z;| = M oder |z, | = M gelten. Falls |z, | = M
ist, kann man den obigen Schluss sukzessiv fortsetzen (k; tibernimmt die
Rolle von k) und es gilt wegen by, # 0 auch |z;,| = M. Durch analoge
Schlussweise (man "hangelt” sich entlang) ergibt sich, dass |z;| = M fiir
beliebige j # k gelten muss. Fiir die 7o-te Gleichung, fiir die die Ungleichung
([AI2) strikt ist, folgt wegen |z;| = M unter Nutzung der Ungleichung (£.13)

M§Z|bioj|'M<M,
j=1

also ein Widerspruch, so dass unsere Annahme falsch ist, und damit die
Regularitédt von A folgt. ]

Satz 4.11. Fiir eine irreduzibel diagonal dominante Matrixz A ist das Jacobi-
Verfahren konvergent.
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Beweis. Der Beweis erfolgt indirekt, indem wir annehmen, dass r(S;) > 1
ist. Demnach ex. ein EW g von S; mit |p| > 1, und fiir ihn gelten

S;—uE| =0 oder |E—ptS;=0.

Aus der Irreduzibilitdt von A folgt die Irreduzibilitdt von S; und auch die
von C := E — 1S, die auBerdem schwach diagonal dominant ist, denn fiir
die Elemente s;; von S; gelten

sip=0,  su=—-"(i#]),

und damit
Z |85 <1
i=1,i#j
fiir alle j, wobei fiir mindestens ein jy die strikte Ungleichung gilt. Da |[u~!] <
1 ist, folgt mit

dooduTtsal < ) sl <1
i=li#j i=1,i#j
die schwache Diagonaldominanz von C, da ja die Diagonalelemente gleich 1
sind. Da eine Ungleichung strikt war, also

n

Z |:U’_18joi| <1,

i=1,i#jo

folgt die irreduzible Diagonaldominanz von C. Nach dem Hilfssatz muss
aber die Determinante von C' ungleich Null sein, was unserer Annahme wi-
derspricht. Damit folgt r(S;) < 1 und damit die Konvergenz des Jacobi-
Verfahrens fiir irreduzibel diagonal dominante Matrizen. O

4.3 Gaul} -Seidel-Iterationsverfahren oder Ein-
zelschrittverfahren

Wiéhlt man ausgehend von der Matrixzerlegung (4.8) B = L+ D, dann heifit
das Iterationsverfahren (£.4]) GauB-Seidel- Verfahren oder Einzelschrittver-
fahren, d.h. es ergibt sich

) = (B - B7A) z* Y+ B = (L+ D) (-U2%V +b), k=12,...
S

(4.16)
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Die Matrix B = L + D ist eine reguldare untere Dreiecksmatrix und damit
leicht zu invertieren, was aber keine Arbeit bedeuten wird, wie wir etwas
spéater sehen werden.

Satz 4.12. Das Gauj$-Seidel-Verfahren konvergiert fiir strikt diagonal domi-
nante Matrizen A fiir beliebige Startiterationen x(® € R™

Beweis. Es ist
Ses=E—B'A, M =Sgsv=(E—-B'Aw=—(L+D)'Uv, v#0
fiir einen EW A\ mit dem EV v bzw.

ML+ D)o =—-Uv; || = lrg%}%\w >0

Wir betrachten die k-te Zeile:

k-1

Magrvg + Z agjvj) = — Z Ay V;
j=1 j=k+1
- /\<1+Zakﬂ]>:_iw7 U_] S]_
Ak Uk S WKk Uk U,
j=h+1
< AMl+a)=0, |al,|p| <1da A strikt diagonal dominant
B |81 151
& A=——~ A= <
1+aw|‘ 1+al = 1—|qf ()

Aus der strengen Diagonaldominanz folgt schlieflich

k-1 n
QiU ;U Qe
ol =[S | 3 ] < 3 foues
o3 Ok Tty WUk oy | Gk
woraus |3] < 1 — |a| bzw. |_’6;| » <1 und mit (%)
1A < 5] <1
1= af
fiir alle EW X folgt. Damit ist 7(Sgs) < 1 und der Satz bewiesen. O

Bemerkung 4.13. Ebenso wie beim Jacobi-Verfahren kann man die Vor-
aussetzung der strikten Diagonaldominanz von A abschwiéchen.

Das GaufB-Seidel-Verfahren ist fiir irreduzibel diagonal dominante Matrizen
A konvergent. Darauf kommen wir etwas spéter zuriick.
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Wenn man das Gauf-Seidel Verfahren (4.16)) in der dquivalenten Form
¥ = DY —Lz® —Uz*Y 4 p), k=1,2,... (4.17)

aufschreibt, erkennt man bei der koordinatenweisen Berechnung der neuen
Iteration

7—1 n
m_ L S e = 3 Y _ _
.I'j —E<bj— Qi T; "~ — Q5 ; >, j—1,2,...,n,k‘—1,2,...
=1

i=j+1
(4.18)
zwar, dass auf beiden Seiten der Formeln 2 vorkommen. Allerdings benétigt
man zur Berechnung der j-ten Komponenten von z® nur die Komponen-
ten xgk), e ,xg-k_)l der vorigen Iteration. Diese kennt man aber bereits. Damit
kann man die Formel (£I])) fiir j = 1,...,n sukzessiv zum Update der
Koordinaten von x anwenden. Man hat also mit (£.I8]) eine explizite Berech-

nungsvorschrift und braucht damit B = L + D nicht wirklich zu invertieren.

4.4 Verallgemeinerung des Gaufl-Seidel-Ver-
fahrens

Ahnlich wie im Fall des Jacobi-Verfahrens kann man auch das GauB-Seidel-
Verfahren durch Relaxation modifizieren.
Wenn man ausgehend von z*~1) mit dem GauB-Seidel-Verfahren eine Nihe-

rung
%) = DY (=La®™ — Uz*=D 1)

bestimmt, und anschlieBend "relaxiert”, d.h. mit w €]0, 2[ die Wichtung
®) = z® 4+ (1 — w)z*-D (4.19)
vornimmt, erhélt man nach kurzer Rechnung durch
2" = Seop(W)z® Y+ B, k=1,2,..., w€l0,2 (4.20)
das GauB-Seidel-Verfahren mit Relaxation, wobei fiir Ssor(w) und B
S = Ssor(w) = (D+wL) '[(1—w)D —wU] =FE —w(D+wL) A

bzw.

1
B'=w(D+wL) ' < B (D +wlL)

w
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gilt. Fiir w > 1 spricht man vom sukzessiven Uberrelaxtionsverfahren auch
SOR-Verfahren genannt. Das SOR-Verfahren konvergiert in allen Féllen, in
denen das GauB-Seidel-Verfahren (w = 1) konvergiert.

Allerdings kann man in vielen Féllen mit einer Wahl von w > 1 eine schnellere
Konvergenz als mit dem GauB-Seidel-Verfahren erreichen.

Mit dem folgenden Satz wollen wir die Konvergenz des SOR-Verfahrens fiir
Relaxationsparameter aus dem Intervall ]0, 1] und damit auch die Konver-
genz des GauB-Seidel-Verfahrens fiir irreduzibel diagonal dominante Matrizen
zeigen.

Satz 4.14. Das SOR-Verfahren ist fir w €]0, 1] konvergent, falls die Matriz
A irreduzibel diagnal dominant ist.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt a; # 0, ¢ = 1,...,n und damit ist die
Diagonalmatrix D (A = D+ L+U) regular. Der Beweis erfolgt nun indirekt.
Wir nehmen an, dass r(Ssor(w)) > 1 ist fiir w €]0,1]. Damit existiert ein
EW X der Iterationsmatrix

Ssor(w) = (D +wL)'[(1 —w)D — wU]
mit |[A| > 1. Fiir diesen EW gilt

0 = |Ssor(w)—AE|=|(D+wL) (1 —w)D —wU] — \E|
= [(D+wL) {1 —-w)D —wU — XD +wL)}|
= |[(D+wl)M - |1 =w—AN)D —wU — ML

Aw

— ID+wL "1 —w—\"D Y U
‘ —|—w| ( w )’ +)\+w—1 +>\+w—1

L.

Dabei wurde verwendet, dass der Faktor (1 —w — \) # 0 ist wegen w €]0, 1]
und |A] > 1. Deswegen und weil |D + wL| # 0 ist, gilt aufgrund unserer
Annahme

I
Atw—1 Aw—1
A kann komplex sein und der Kehrwert wird in der Form A\~! = r ¢'® aufgeb-

schrieben, wobei r < 1 ist. Nun wird gezeigt, dass die Faktoren von U und
L in (4.21]) dem Betrage nach kleiner gleich eins sind.

|D +

L|=0. (4.21)

Aw w w
I~ = | — 7l = | —
Atw—1 14+ (w—1)A 1+ (w—1)retv
w
N {1 — (1 —w)rcosp}? + (1 — w)2r?sin® ¢]1/2

w w
< .
— — W)rcosy + —w)4r T l—rl—-w
1-—2(1 ) 1 2p2]1/2 1 1
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Der letzte Quotient ist durch 1 beschrinkt fiir w €]0,1] und r < 1, denn es
ist

- w :(1—r)(1—w)20.
1—7r(l—w) 1—r(l —w)
Deshalb folgen die Abschéitzungen
w WA
< <1. 4.22
|/\+w—1|_|/\+w—1|_ (422)

Die Matrix A ist irreduzibel diagonal dominant. Wegen (£.22]) gilt das auch
fir die im Allgemeinen komplexwertige Matrix der Determinante (Z2I]).
Nach dem Lemma (10 ist die Determinante einer solchen Matrix aber von
Null verschieden, was einen Widerspruch zu unserer Annahme bedeutet, d.h.
r(Ssor(w)) > 1 ist falsch fiir w €]0, 1] und damit gilt

T(SSOR(M)) <1 s
also konvergiert das SOR-Verfahren. O

Schrankt man die Klasse der Matrizen A noch weiter ein, dann kann man
Folgendes zeigen.

Satz 4.15. Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix A € R™™" gilt
T(SSOR(M)) <1 fii’/’ w E]O, 2[ .

Beweis. Zu zeigen ist, dass alle EW X von Sgogr(w) fir w €]0, 2] kleiner als
eins sind. Sei dazu v € C" ein zu A gehérender EV von Ssor(w), d.h.

SSOR(M)U = \v.
Damit gelten die dquivalenten Gleichungen

(D+wL) (1 —w)D —wUv = v
2[(1 =w)D —wUJv = X2(D +wL)v . (4.23)

Die Matrizen in (£23]) sollen nun so umgeformt werden, dass man die spd-
Matrizen A und D erkennt. Wegen A = D + L 4+ U gilt

2[(1 —w)D —wU] = (2—=w)D —wD — 2wU (4.24)
=2—-w)D—-wA+wLl+wlU —2wU = (2—-w)D —wA—-w(U — L),
2(D+wl)=(2—w)D+wD +2wL (4.25)

=2-w)D+wA—-wL—-wU+2wL=2-w)D+wA—-wlU-1L).
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Die Darstellungen (4.24]) und (£.25) werden nun auf den entsprechenden Sei-
ten der Gleichung (£.23]) eingesetzt und die entstehende Gleichung wird von
links mit v# = o7 multipliziert. Wegen der Distributivitéit des Skalarproduk-
tes und wegen w, (2 — w) € R erhilt man

(2 — w)yv? Dv — wv Av — W (U — U v

M2 — w)v Dv + wv? Av — wo™ (U — U)o . (4.26)

Fiir die spd-Matrizen A und D sind nun die Formen v# Av =: a und v/ Dv =:
d positive reelle Zahlen. Die Matrix (U — U”) ist schiefsymmetrisch, und
deshalb ist die Form v (U—U7)v rein imaginér, d.h. es gilt v (U—-UT)v = ib
mit b € R. Aus (£.20]) folgt damit

(2 —w)d — wa —iwb

A= :
(2 —w)d + wa — iwb

Fiir w €]0,2[ sind (2 — w)d und wa positive reelle Zahlen und damit gilt
(2 —w)d —wa| < (2 —w)d+ wa ,

also ist jeder EW von Ssor(w) darstellbar als Quotient zweier komplexer Zah-
len mit gleichem Imaginérteil und wo der Zéhler einen betragskleineren Re-
alteil als der Nenner hat. Damit sind die EW von Sgor(w) alle betragsmifig
kleiner als eins und der Satz ist bewiesen. O

7.B. im Numerik-Lehrbuch von Schwarz wird unter gewissen Voraussetzun-
gen gezeigt, dass man optimale Uberrelaxationsfaktoren finden kann, so dass
man moglichst ”kleine” Spektralradien der Matrix Ssor(w) und damit gute
Konvergenzraten erzielen kann.

4.5 Krylov-Raum-Verfahren zur Losung linea-
rer GGleichungssysteme

Ziel ist weiterhin die iterative Losung des linearen Gleichungssystems
Az =b, (n x n)-Matrix, regulér, b € R"

mit der eindeutigen Losung o* = A~b
Hierzu betrachten wir mit

{0} cDyCcDyC...CR" (4.27)
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zunéchst eine Folge von linearen Unterrdumen, die noch prézisiert wird. Im
Folgenden werden Ansétze zur Bestimmung von Vektorfolgen x;, € Dy, k =
1,2,... betrachtet (mit dem letztendlichen Ziel mit dieser Folge die exakte
Losung x* zu erreichen).

Definition 4.16.

(a) Fiir gegebene Ansatzriume ([L27) hat der Ansatz des orthogonalen

Restduums zur Bestimmung von Vektoren x1,xo,... € R™ die Form
T € Dy, .
Axk—bED,ﬁ}k_l’Z"” (4.28)

(b) Der Ansatz des minimalen Residuums zur Bestimmung der Vek-
torfolge hat die Form

ok € D } ~1,2,... (4.29)

| Az), — b||, minimal
Bei der Wahl spezieller Ansatzraume ([£.27)) werden die sogenannten Krylov-
rdume von Bedeutung sein

Definition 4.17. Zu gegebener Matrix A € R™™"™ und einem Vektor b € R"
st die Folge der Krylovrdume durch

Ki(A,b) =span{b, Ab, ..., A¥ b} cR", k=1,2,..., KyA,b) ={0},
erklart.

Bemerkung. Im Folgenden werden die in Definition [L.I6langegebenen Ansétze
mit den speziellen Rdumen Dy = K (A, b) betrachtet, wobei wir den Schwer-
punkt auf den Ansatz ([£2]) legen.

4.5.1 Der Ansatz des orthogonalen Residuums (4.28])
fiir symmetrische positiv definite Matrizen

Fiir positiv definite, symmetrische Matrizen soll nun Existenz und Eindeu-
tigkeit von Vektoren z;, fiir (£28) diskutiert werden. Dazu werden die Ska-
larprodukte und Normen

(x,y)y =2"y, z,y€R"
1
(x,y) 4 = (Az,y), = 2" Ay, =,y € R, ||z|, = (z,2)3

betrachtet (Nachweis, dass (-,-) 4, ||| , Skalarprodukt und Norm im Falle ei-
ner positiv definiten, symmetrischen Matrix A sind, ist als Ubung zu fiihren).
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Satz 4.18. Zu gegebener symmetrischer positiv definiter Matrix A € R™"
sind firk =1,2,... die Vektoren x;, aus dem Ansatz des orthogonalen Resi-
duums ([L28)) — mit allgemeinen Ansatzrdumen Dy gemdff [L2T) — eindeutig
bestimmt, und es gilt

|zp, —2*||, = min ||z —2%||,, k=1,2,... (4.30)
€Dy

Beweis.
Eindeutigkeit: Sei k fest gewahlt. Fiir z, 2, mit der Eigenschaft (£.28)) gilt

<A(3?k — fk),xk — ‘f?k>2 =0= Ty = ﬂA?k

Existenz: Mit einer beliebigen Basis dy, ..., d,,_1 von Dy setzt man

m—1
T = Zajdj (431)
7=0

an und erhalt

), geniigt (E28) < Axy, — b € Dif

<:><Aa:k—b,dl)2:() l:(),...,m—l (432)
m—1

&N (Ady,d),a; = (bd),, 1=0,....m—1 (433)
=0

(4.33)) ist ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen fiir die Koeffizi-
enten ayg, ..., am,_1. Da xp mit ([A28) eindeutig bestimmt ist (wurde schon
gezeigt), ist das Gleichungssystem (433]) eindeutig l6sbar, woraus die Exis-
tenz von xj, folgt.

Minimalitét (£30): Fir x € Dy, findet man

|z — 2*||% = llok — 2" + 2 — 213
= ||z — x*||2A + 2 <A(xk — "), x — xk> + ||z — ack||124
———— N——
€D €Dy )

> ||y — |
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9. Vor-
lesung

4.5.2 Der Ansatz des orthogonalen Residuums (428) 12.11.12
fiir gegebene A-konjugierte Basen

Mit dem Beweis von Satz [£.I8) ist bereits eine Moglichkeit zur Bestimmung
von zy, fiir (A28) ausgehend von einer Basis dy,...,d,,_; fiir Dy mit dem
Gleichungssystem (4.33]) aufgezeigt worden. Im Folgenden wird ein Spezialfall
behandelt, bei dem (A33]) Diagonalgestalt hat.

Definition 4.19. Es sei A € R™*"™ symmetrisch und positiv definit. Gegebene
Vektoren dy, . .., dp—1 € R™\ {0} heifflen A- kongugiert, falls

(Adi, dj), = (diydj) , =0 i
gilt.

Bemerkung. Falls eine A-konjugierte Basis von Dy, gegeben ist, hat (£.33])
Diagonalgestalt und damit ist x;, geméfl Ansatz (£.31]) sehr einfach berechen-
bar.

Satz 4.20. Fiir eine gegebene symmetrische positiv definite Matriz A € R™"
und A-konjugierte Vektoren dy, ... gelte

Dk:span{do,...,dk_l}, k= 1,2,...

Dann erhdlt man fir den Ansatz des orthogonalen Residuums (L28)) die fol-
genden Darstellungen fir k =1,2,. ..

k-1
A " _ <rjvdj>2 4.34
Ty, Z%J mit o (Add,) (4.34)
=0 797312
rj=Axr; b, j>1,70=-b (4.35)
Beweis. Folgt unmittelbar fiir & = m aus (E31])- (@33 O

Bemerkung.

(a) Aus (£34) folgt die Unabhéngigkeit der a; von k und damit gilt

Th+1 :xk"‘akdk, TE+1 :T’k—f—&kAdk, k?:071, ;Lo =0 (436)

(b) Aufgrund der ersten Identitdt von (£30) bezeichnet man dj, als Such-
richtung und oy, als Schrittweite
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(¢) AuBlerdem wird mit (£.36]) klar, dass eine simultane Berechnung der Such-
richtungen und Loésungsapproximationen xj in der Reihenfolge

do, x1,dy, T2, . ..

moglich ist. In der Praxis wird im Fall Dy = K (A, b) auch so vorgegan-
gen, was im Folgenden behandelt werden soll.

4.5.3 Das CG-Verfahren fiir positiv definite, symme-
trische Matrizen

Definition 4.21. Zu gegebener symmetrisch positiv definiter Matriz A €
R"*" ist das Verfahren des konjugierten Gradienten gegeben durch
den Ansatz ([A28)) mit der speziellen Wahl

Dy = Kr(A,b), k=0,1,... (4.37)
Dieses Verfahren bezeichnet man auch kurz als CG-Verfahren.

Bemerkung. Zur konkreten Bestimmung der Losungsapproximationen feh-
len uns nur noch geeignete Suchrichtungen, am besten A-konjugierte Such-
richtungen dy, dq, . ... Das soll nun geschehen.

Der folgende Hilfssatz behandelt die Berechnung A-konjugierter Suchrich-
tungen in K(A,b) fir k=0,1,...

Ausgehend von den Notationen des Satzes wird fiir den fixierten Index
k dabei so vorgegangen, dass — ausgehend von einer bereits konstruierten
A-konjugierten Basis dy, . .., dj_1 fiir K(A,b) — eine A-konjugierte Basis fiir
Kj41(A, b) gewonnen wird durch eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung der
Vektoren dy, . .., dx_1, —7 € R™ beziiglich des Skalarproduktes (-, -) ,.

Wie sich im Beweis von Lemma herausstellt, geniigt hier eine Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung der beiden Vektoren dj_q1, —r, € R™.

Lemma 4.22. Zu gegebener symmetrisch positiv definiter Matriz A € R™*"
und mit den Notationen des Satzes[{.2(] seien die Suchrichtungen speziell wie
folgt gewdhlt:

(Arg, di—1),
(Adg—1,dy—1)y

dozb, dk:—rk—l—ﬁk,ldk,l, 5k71: kzl,...,k*—l

(4.38)
wobei k, den ersten Index mit ri, = 0 bezeichnet. Mit dieser Wahl sind die
Vektoren dy, . .., dy, 1 € R" A-konjugiert und es gilt

span{dy, ..., dy_1} = span{b,ry,...,re_1} = Kp(A4,0), k=1,... k.
(4.39)
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Beweis. Vollstindige Induktion iiber & = 1,...,k, zum Nachweis der A-
Konjugiertheit der Vektoren d, . .., dr_1; € R" und der Formeln (4.38) wegen

span{dy} = span{b} = K;(A4,b)

ist der Induktionsanfang gemacht.

Im Folgenden sei angenommen, dass (£38) ein System von A- konjugierten
Vektoren mit der Eigenschaft (£.39) liefert mit einem fixierten Index 1 < k <
ke —1

Gemifl dem Ansatz des orthogonalen Residuums ([28) gilt rj, € Ki(A,b)*
und im Fall r, # 0 sind damit die Vektoren dy,...,dy_1, —r; linear un-
abhéngig. Eine Gram- Schmidt-Orthogonalisierung dieser Vektoren bzgl. des
Skalarproduktes (-, -) , liefert den Vektor

k—1
(Ary, d
—TE + Z Adk d i :) —TE + ﬁkfldkfl (4.40)

wobei (x) aus den Eigenschaften

Ki_1(A,b) C Kip(A,b) sowie 1y, € Kj(A,b)*"
folgt, also

(Ark,dj>2 = <Tk,Adj>2 :0, j :O,,k—Q

Nach Konstruktion sind die Vektoren d, ..., dy_1,dr A- konjugiert und es
gilt
span{dy, . ..,dr} = span{b,r,...,r;}
Aufgrund der 2. Formel in (£36)) gilt wegen Ady_1 € Ki11(A,b) noch
Span{ba 1y .- ,Tk} - Kk-‘rl(A’ b)
sodass aus Dimensionsgriinden auch hier notwendigerweise Gleichheit vor-
liegt. O]

Bemerkung. Mit dem durch Lemmal4£.22]beschriebenen Abbruch wird gleich-
zeitig die Losung von Ax = b geliefert, es gilt also z;, = x,. Dabei gilt
notwendigerweise

k. <n

denn aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der beiden Vektorsysteme in

(4.39)) erhalt man

fir k=0,1,... k.
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Im folgenden Lemma werden Darstellungen fiir die Schrittweiten gezeigt, wie
sie auch in numerischen Implementierungen verwendet werden.

Lemma 4.23. In der Situation des Lemma[{.29 gelten die Darstellungen

Il
ap =12 =01,k — 1 4.41
* = Thdr, dy), (4.41)
il _ B _
Bk—l = 3 = ]_, N k}* 1 (TO = b) (442)
[y

Beweis. Mit rj, € Ki(A,b)* sowie der Beziehung (E40) fiir die Suchrichtung
dy, erhilt man — (ry, di.), = ||7%||5 und zusammen mit (34) ergibt dies @A)
Diese Darstellung (4.41) fir oy zusammen mit der Identitdt r, = 1 +
ag_1Ady_1 aus ([4.30) liefert

”TkH; = (T, 1) g1 (ri, Adk_1)y = Br—1 ||Tk—1||§
—_——
=0

und damit gilt fiir §;_; die Beziehung (4.42) O

4.5.4 Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens

Wir haben bisher festgestellt, dass das CG-Verfahren mit x;, = z. nach
k. Schritten die Losung ergibt. k, kann aber sehr grof3 sein und deshalb
interessiert auch der Fehler im k-ten Schritt (k= 1,2,...). Hilfreich ist

Lemma 4.24. Zu gegebener symmetrisch positiv definiter Matrix A € R"*"
sei (Nj,vj)j=1,..n ein vollstindiges System von Eigenwerten \; > 0 und zu-
gehérigen auf 1 normierte Eigenvektoren v; € R™, also gilt

AU]':AJ‘, v,?vjzékj, k,jzl,...,n

Mt der Entwicklung
T = Z c;v; € R”
j=1

gelten fiir jedes Polynom p die folgenden Darstellungen

n

p(A)z = eip(Aj)v; (4.43)

Jj=1

Ip(A)z]|, = (ZCP ) Ip(A xH;;—(ZCQAJP > (4.44)
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Speziell gilt also
1 1 n
m2 |[zfl, < flefl, < M= |jzfl,, zeR (4.45)
(m = minlgjgn >‘j7 M = maxXi<j<n )\])

Beweis. Mit der angegebenen Entwicklung fiir x € R" gilt
Az = ch)\;’vj, v=20,1,...
j=1

und daraus folgt (£43). Weiter berechnet man

[p(A)zl, = <Z kPN vk, Y CjP(Aj)Uj>

k=1 Jj=1

= Z crCip(A)p(A)) <Uk>vj>2

k,j=1

= Z C?P()\j)2>

=6k,

N[

Und analog erhéalt man
Ip(A)all, = O SAip(A\)P)2
j=1

]

Es gilt nun noch den Fehler ||z; — z,||, den man im k-ten Schritt des CG-
Verfahrens macht, abzuschétzen. Einmal gilt der

Satz 4.25. Zu einer gegebenen symmetrisch positiv definiten Matrix A €
R™™ gelten fir das CG-Verfahren die folgenden Fehlerabschditzungen:

T — Tl 4 < inf su A Ty 4.46
s .l <penk,p<0>%a)‘p< >r> ey (440)

Beweis. Fiir jedes Polynom p € Il mit p(0) = 1 ist ¢(t) := 1_7”('5) ein Poly-

nom vom Grad hochstens k£ — 1 und damit gilt mit x := ¢(A)b folgendes:

r € Ki(Ab), z—x,=—p(A)ur,
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Mit Lemma [£.24] und der Entwicklung x, = Z?Zl c;v; € R™ erhdlt man

@E30) " 2
oy — 2], < |lo— 2., = (Zc%jpw)?)
N’

—
=llp(A)z.| 4 /

1
< sup [p(A)] (jg:ffAj> = sup [p(A)| [zl
A€o (A) =1 A€o (A)

Mit der Infimum-Bildung iiber alle Polynome aus II; mit p(0) = 1 erhélt
man die Behauptung. O

Zur quantitativen Prazisierung der Abschétzung (£46)) des Satzes[d.25 benut-
zen wir die hier nicht bewiesenen Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome
erster Art Ty, 17, ...

k+1\ _ 1 /Vr+1\"
T > — fir keN 1. 4.4
k<,£_1>—2(\/g_1> iir eN, k> (4.47)

Auflerdem sei daran erinnert, dass die Tschebyscheff-Polynome in der Form
Ty (t) = cos(k arccost) darstellbar sind und damit dem Betrage nach durch 1
beschrénkt sind.

Es gilt der

Satz 4.26. Zu einer gegebenen symmetrisch positiv definiten Matriz A €
R™™ gelten fir das CG-Verfahren die Fehlerabschdtzungen

o —ally <25 ol k=01, (1.49)
2k — 2ally < 2v/FEaY" |2y, B =0,1,...
. Ka—1
mit k4 = condy(A),y = \/‘/;H

Bewers. Satz [4.25] wird im Fall k4 > 1, d.h. M > m angewendet mit dem
Polynom

() = Tel(M +m —2X) /(M —m)]

Te[(M +m)/(M —m)]

wobei m und M den kleinsten und grofiten Eigenwert von A bezeichnen.
Offensichtlich ist p € II; und p(0) = 1, wegen o(A) C [m, M] und

M+m ka4 1\|" @
T T
(arem)| = ()

< 29
folgt aus (£40) die erste Abschitzung, also (A.48]).
Die zweite Abschitzung des Satzes ist eine unmittelbare Konsequenz aus der
Ersten unter der Nutzung der Norméquivalenz (4.45]). O

AER

-1

ax |p(A)] =
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4.5.5 Vorkonditionierung zur Beschleunigung des Kon-
vergenzverhaltens im Fall von spd-Matrizen

Die Beschleunigung des Konvergenzverhaltens des CG-Verfahrens kann man
durch eine Vorkonditionierung eines gegebenen Gleichungssystems

Axr =10

mit einer symmetrischen und positiv definiten Matrix A € R"*" erhalten,
indem man es unter Nutzung einer reguldren Matrix C' in die dquivalente
Form

CrACTTC Tz = C ' (4.49)
iiberfithrt. Mit den Festlegungen
A=Cc'AC™T, F:=C"2x, b:=C""b (4.50)

wird das transformierte Gleichungssystem zu
Az =1 (4.51)

mit einer ebenfalls symmetrischen und positiv definiten Matrix A. Die Wahl
von C' sollte nun dadurch bestimmt sein, dass die Konditionszahl von A
deutlich kleiner als die Konditionszahl von A ist, also

I{Q(A) = I{Q(C_lAC_T) << HQ(A) .
A ist dhnlich zu
K:=CTACT =CTC'A=(CCT)y'A=MA. (4.52)

Die symmetrische und positiv definite Matrix M := CC7 heifit Vorkondi-
tionierungsmatrix und deren Festlegung spielt die entscheidende Rolle bei
der beabsichtigten Konvergenzbeschleunigung. Wiirde man M = A wéhlen,
dann wiirde man wegen

() = ) = Y2

das optimale Resultat k2(A) = 1 erhalten. Die Wahl M = A ist nicht sinnvoll,
ergibt aber den Hinweis, dass M als Approximation von A sinnvoll ist. Man
sucht also nach einer Vorkonditionierungsmatrix

M=~A,
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wobei M einfach zu invertieren sein sollte (wie wir spéter beim CG-Verfahren
fiir A7 = b feststellen werden). Im Folgenden soll nun das CG-Verfahren
letztlich fiir die Losung von Az = b effizient aufgeschrieben werden. Da-
zu erinnern wir uns an die rekursiven Beziehungen (bzw. den Algorithmus)
des CG-Verfahrens fiir die Ausgangsgleichung Ax = b, wobei wir die Berech-
nungsformeln fiir a;, und Sy unter Nutzung von Orthogonalitétseigenschaften
und Rekursionen vorher noch vereinfachen wollen. Fiir den Zéhler von « fin-
den wir

(Thy i)y = (T, =Tk + Broo1di—1)y = — (Th, Th)y
und damit
ATk Th)y
(Ady, dy),

Fiir rx # 0 und aufgrund der spd-Eigenschaft von A ist o > 0. Fiir den
Zahler von [ erhalten wir

. — (453)

Adp_y = (Tk - Tk—1)/ak—1 ) <TkaAdk—1> = <7“k77“k>2 /Oék—l )
und damit
<7ﬂk’v Tk>2
<7"k7177"k71>2 '

Damit vereinfacht sich der Algorithmus zu:

5k—1 - (454)

Qfozo,roz—b,dgzb

T, T
dk: - _Tk+/8k—1dk—1 ) Bk—l - M ) k= 1727"‘
<7“k—177‘k—1)2
z = Adk , O = <T'k,7”k>2 = <7”k,7”k>2 k= O7 1, e

<Adk7dk>2 B <Z7dk>2 ’
Tpt1 = Tp + apdy, Ty =7 +ogz, , k=0,1,...

Nun soll, eine ”geeignete” Wahl von C' und damit M = CCT vorausge-
setzt, das CG-Verfahren fiir das vorkonditionierte Gleichungssystem Az = b
iibertragen werden. Ganz formal erhédlt man den Algorithmus
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Fo=0,7g=—b, dy=b

L Fr, F
dp = =Tk + Br-1dk-1 , Br-1 = —~< : ~k>2 , k=1,2,... (455)
<7“k—177‘k—1)2
e Ady = AT ey g (4.56)
<Adk’dk>2 <Z’ dk>2
i‘k+1 :i’k‘i‘&kdk’ ’karl :’Fk—i—&kz, > /{720,1, (457)

Dies soll nun weiter beziiglich des Aufwands vereinfacht werden. Mit der
Vorkonditionierung und den Gleichungen (£.49), (£.50) gelten die Relationen

ii‘k = CT.’L'k s fk = C_lTk . (458)

Wenn wir mit dj, = C~'s;, einen Hilfsvektor einfithren, dann kénnen wir die
erste Rekursion aus ({57 in der Form

CT:ckH = CTz + &, C71sy,
aufschreiben und nach Multiplikation mit C~7 von links erhélt man

Tpy1 = 2 + ap(Mtsy) .
Fiir die zweite Rekursion aus (£57) erhalten wir

Clrpr =C i + arCrACTTC g,

und nach Multiplikation von links mit C ergibt sich

Trep1 = Tx + AR A(M 1sy)
In beiden Beziehungen kommt der Vektor

M 'sy, =: gy, (4.59)

vor, mit dem die obigen Rekursionen einfacher werden. Fiir die Rekursion
aus (L5 fir die Richtungen dj, ergibt sich

Cldy=M1sy = —M"r, + Booa M sy (4.60)

Mit der Setzung
M ry, = py (4.61)
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wird die Beziehung (£.60) zu

Gk = —pk + Bro1Ge-1 - (4.62)
Nun sollen noch die Skalarprodukte in (£.53]), (A56]) soweit wie moglich ver-
einfacht und durch die neu eingefithrten Gréflen ausgedriickt werden.
(T Th)y = <C_1rk,0_1rk>2 = <7"k, C’_TC_lrk>2 = <rk, M_lTk>2 = Tk, Pk)g
<Jk,z>2 = <C”15k,C”1AC’*TC’1sk>2 = <M’1sk,AM’lsk>2 = (g, Agk), -

Um den Algorithmus zu starten, brauchen wir noch go anstelle von dy. Man
erhalt

go=M"sg=CTdy=-CTry = -CTC g = -M"1rg = —pp .

go bzw. pg muss also als Losung des Gleichungssystems Mp, = rp , k =0,
bestimmt werden, das in jedem Schritt k£ > 0 ebenfalls gelost werden muss.
Deshalb sollte die Vorkonditionierungsmatrix M auch "leicht” invertierbar
sein, bzw. das Gleichungssystem Mp, = 71, leicht zu losen sein. Am Ende
erhalten wir das vorkonditionierte CG-Verfahren:

Initialisierung, Wahl von M

x0=0,79=—-b, (=1, 90=0
[teration: fiir £k =1,2,...

16se Mpp_1 =1k

(= <Tk—17pk—1>2 ) Bk—l = (/Ca

9k = —Pr—1+ Br-19k-1

z=Agr, ar=C(/{gr:2)y ; C=¢

Tk = Tp—1 + Qpr, Tk = Thk—1+ 2, ,

Konvergenztest

4.5.6 Beispiele von Vorkonditionierern fiir spd-Matrizen

Als Beispiele von Vorkonditionierern seien hier z.B. im einfachsten Fall die

Wahl von
C= dlag( Va11, 4/ A22, - -+ 5 4/ ann) (463)
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genannt, falls die Diagonalelemente von A positiv sind. Auf diese Weise wird
durch M = CCT die Matrix A skaliert.

Ist L eine untere Dreiecksmatrix mit der gleichen Besetzungsstruktur wie die
skalierte Matrix A (auf der Diagonalen stehen Einsen), dann verwendet man

M = (E+wL)(E+wL") mit C=(F+wl) (4.64)

als Vorkonditionierer, wobei w ein freier Parameter ist. Eine solche Vorkondi-
tionierung beinhaltet auch die sogenannte unvollsténdige Cholesky-Zerlegung.
Gilt r(E—A) < 1 (Spektralradius), dann konvergiert die Neumannsche Reihe,

also
o

AT =Y (E - Ay
i=0
damit kann man A~' durch
k
M =Y (E-A), k>0, (4.65)

=0

approximieren und erhélt somit einen sogenannten polynomialen Vorkoditio-
nierer.

4.5.7 CGNR-Verfahren

Das CG-Verfahren funktioniert wie besprochen nur fiir symmetrische positiv
definite Matrizen. Was kann man tun, wenn die Matrix A € R"*" des Glei-
chungssystems Az = b zwar regulér, aber nicht symmetrisch positiv definit
ist und man trotzdem die Vorteile des CG-Verfahrens nutzen mochte?

Wir wissen, dass fiir regulire Matrizen A das Produkt M = AT A symme-
trisch und positiv definit ist. Da

Ar = b= ATAgx = Mx =b:= ATb

kann man nun einfach das Gleichungssystem Mz = I;, das man auch Nor-
malgleichungssystem nennt, mit dem CG-Verfahren 16sen. Dieses Verfah-
ren nennt man auch CGNR-Verfahren, wobei N und R fiir Normal bzw.
Residuen steht. Die obigen Resultate (Fehlerabschitzungen) lassen sich in
gewisser Weise fiir das CGNR-Verfahren iibertragen.

4.5.8 GMRES-Verfahren

Lasst man die Voraussetzung der Symmetrie und positiven Definitheit der
Matrix A fallen und fordert nur die Regularitéit, dann ist ein CG-Verfahren
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zur Losung von Ax = b nicht moglich. Eine Alternative ist das GMRES-
Verfahren

Definition 4.27. Das GMRES-Verfahren ist definiert durch den Ansatz des
minimalen Residuums ([AL29) mit der speziellen Wahl Dy = Ky(A,b), es gilt
also

z, € Kip(Ab), ||[Azy -0, = xe%i&,b) |Az = b|,, k=0,... ki
Bemerkung. Die Abkiirzung “GMRES” hat ihren Ursprung in der Bezeich-
nung “ generalized minimal residual method”

Detaillierte Konstruktionsmethoden fiir die Approximationen x; beim GMRES-
Verfahren werden in Plato beschrieben.
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4.6 Die iterative Losung nichtlinearer Glei-
chungssysteme

Ein nichtlineares Gleichungssystem wollen wir durch Nutzung einer Abbil-
dung
F:D—R" DCR",

und die Suche nach einer Nullstelle, also durch die Gleichung
Flz)=0<=2=B(z) =2 — F(x) (4.66)

beschreiben. Wenn B eine Kontraktion ist, dann kann man nach dem Ba-
nachschen Fixpunktsatz mit der der Iterationsfolge

2R — B@(k—l))

die Losung annéhern.

Im Falle der Differenzierbarkeit von F' kann man bekanntlich linear appro-
ximieren, d.h. fiir eine geeignete Naherung der Nullstelle von F' die Tangen-
tenabbildung

T(z) = F(z'9) + F'(z9)(z — 29) =~ F(x)
ausrechnen, und die Nullstelle von T" durch
=20 _ [F,([B(O))]_lF(l‘(o))

als Ndherung einer Nullstelle von F' bestimmen. Diesen Prozess kann man
nun (sofern er funktioniert und F’(zy_;) regulér ist) iterativ fortsetzen und
erhélt die Iterationsfolge

e®) = k=) [ (kT (e =12, (4.67)

die auch Newtonfolge genannt wird. Fiir skalare Gleichungen erhélt man
die Folge
f(zn-1)

)
Die Iterationsvorschriften (£67) bzw. (£68) sind bei genauerem Hinsehen
nicht anderes als Fixpunktiterationen der Abbildung bzw. Funktion

(=)
f'(x)

T = Tk—1 k= 1, 2, e (468)

G(z) =z — [F'(z)] 'F(z) bzw. g(x)=x—
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Im Falle der Konvergenz der Folgen (L.67)) bzw. (4.68)) hat man damit Losungen
(Nullstellen) bestimmt. Diese Verfahren heiflen Newtonverfahren und mit
deren Eigenschaften und Voraussetzungen fiir die Konvergenz von Newton-
folgen wollen wir uns im Folgenden beschéftigen.

Satz 4.28. Es sei G C R offen und f : G — R stetig diff ‘bar mit einem
Fizpunkt © € G. Wenn |f'(2)| < 1 gilt, dann ezistiert ein abgeschlossenes
Intervall D C G mit & € D und f(D) C D, auf dem f eine Kontraktion ist.

Beweis. Da f' stetig auf der offenen Menge G ist, existiert eine offene Um-
gebung K; . = {z||r — 2| < €} in G, auf der die Betrége der Ableitung von
J immer noch kleiner als 1 sind. Setzt man D = [Z — §,2 + 5], so gilt fiir alle
x1,To € D aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

|f(z1) = f22)] < k|21 — 2o
mit k = maxeep | f/(§)| <1 O

Bemerkung 4.29. Ist die Voraussetzung |f'(z)| < 1 des Satzes .28 nicht
erfiillt, findet man keine Kontraktion. Ist |f’(z)| > 1 dann gilt in der N&he
von &

[f(z) = f(2)] > |z — 2
das rechtfertigt die

Definition 4.30. Ein Fizpunkt & heifst anziehender Fizpunkt, wenn |f'(z)| <
1 gilt, und = heifit abstofender Fizpunkt, wenn |f'(z)| > 1 ist.

4.7 Das Newton-Verfahren zur Lésung nicht-
linearer Gleichungen

Die Grundidee der Losung der nichtlinearen Gleichung besteht in der Ndherung
einer existierenden Nullstelle durch die sukzessive Losung linearer Aufga-
ben. Man approximiert die diff’bare Funktion f in der Néhe eines geeigneten
Startwertes xg durch die Tangentenfunktion

9(x) = f(xo) + f'(wo)(x — wo) = f(x)
und bestimmt die Nullstelle von ¢, also z; mit g(z;) = 0, d.h.

f(ﬂCo)
f'(x0)

Tr1 = Ty —
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und allgemein erhédlt man mit

J;k+1:xk—M k=0,1,2,... (4.69)

f(xx)’

eine Newton-Folge, die im Falle der Konvergenz gegen eine Nullstelle von
f geht. Die Folge (£.69) kann man auch anders erhalten. Man definiert die
Hilfsfunktion

f(z)

A= ey

wobei man f'(x) # 0 voraussetzt. Ist g eine Kontraktion mit ¢g(I) C I, dann
folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz, dass die Folge x;y1 = g(xy) fiir
einen beliebigen Startwert xy € I (abgeschlossenes Intervall) gegen den in
existierenden Fixpunkt # von g konvergiert. Und die Fixpunkt-Folge

[
[ (k)

ist eine Newton-Folge zur Berechnung einer Nullstelle von f. Es gilt der
folgende

(4.70)

Tir1 = g(xk) = T

Satz 4.31. Sei f : I — R eine auf einem Intervall I = [xg—r,xo+71],7 >0,
definierte, zweimal stetig diff 'bare Funktion mit f'(x) # 0 fir alle x € 1.
Weiterhin existiere eine reelle Zahl k, 0 < k < 1, mit

f(2) () ’
‘—f’(x)z 'gk Voel (4.71)
un f(zo)
o) <(1—k)r (4.72)

Dann hat f genau eine Nullstelle & € I und die Newton-Folge (A69]) konver-
giert quadratisch gegen &, d.h. es gilt

’$k+1 —ﬁ?‘ S O(l’k —ii’)Q Vk = 0,1,...
mit einer Konstanten C. Auflerdem gilt die Fehlerabschdtzung

. |f (k)] - g
—_ < - 7
|z, — 2| A mit 0 <M < min |f ()]

Beweis. Konvergenz folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz.
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o g(x)=x— % ist kontraktiv, denn mit

, S@)f (@) = fl@) f'(z) _ f2)f"(2)

f(x)? - fe)?
folgt aus dem Mittelwertsatz und der Voraussetzung (£.71))

g'(z) =

l9(x) — g(y)| < klz —y] .

e g(I) C I folgt fiir x € I unter Nutzung von (AL72]) aus der Unglei-

chungskette
9(x) — x| < |g(x) — g(@o)| + |g(x0) — 20|
< klx — x| + |J{,<(Im(;))\ <kr+(1—-FKkr=r.
Die quadratische Konvergenz folgt aus
Tay — & = zp — f () _;
f'(xk)
=0
o . fla) = f(2)
=T — T — f/(xk)
1 , ) .
= Flon) (@) (e — x)v— faw) + f(2)]

Fehler der Ordnung O(|z;—2|?)
= xk+1_i‘ SC(.Tk—QA?)Z

O

Bemerkung 4.32. Die Voraussetzungen des Satzes [L31] garantieren die
Kontraktivitat der Hilfsfunktion g(z) = x — J{,((Z)) in einer Umgebung von
Z. D.h. man ist mit dem Newton-Verfahren immer dann erfolgreich, wenn
man nur nah genug an der Nullstelle die Iteration beginnt (xg nah bei z)

In diesem Fall ist das Newton-Verfahren auch noch sehr schnell aufgrund der

quadratischen Konvergenz.

Satz 4.33. (Nullstelle einer konveren Funktion)

Sei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar und konvezr (f"(x) > 0 auf
[a,b]). Die Vorzeichen von f(a) und f(b) seien verschieden. Dann konvergiert
die Newton-Folge ({.69) von f fir xy = a, falls f(a) > 0 und fir xy = b,
falls f(b) > 0, gegen die einzige Nullstelle & von f.
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4.8 Newton-Verfahren fiir nichtlineare Glei-
chungssysteme F(z) =0

Satz 4.34. F' : D — R", D C R" sei zweimal stetig partiell diff bar und
besitze eine Nullstelle & € D. Weiterhin sei F'(x) fir jedes x € D reguldr.
Dann folgt:

Es gibt eine Umgebung U von x, sodass die Newton-Folge

Tpy1 = 2 — [F'(2p)] ' F(21), k=0,1,2,... (4.73)

von einem beliebigen Startpunkt xq € U ausgehend gegen die Nullstelle ©
konvergiert.
Die Konvergenz ist quadratisch, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0 mit

o — &) < Cllap—y — 2|7, k=1,2,...
und es qilt die Fehlerabschdtzung
[l — 2| < || F ()] Sup [1F" ()]~

wobei auf der rechten Seite die Matriznorm ||A| = />°",_, ai; fir eine

(n x n)-Matriz A = (a;;) verwendet wurde.

Beweis. Der Beweis verlduft dhnlich wie im eindimensionalen Fall (Satz[Z.3T]),
wobei hier stirkere Voraussetzungen gemacht wurden (z.B. wurde die Exis-
tenz einer NS vorausgesetzt).

Die Voraussetzungen lassen sich noch abschwéchen. O]

Es gibt Situationen, da schief3t man iiber das Ziel hinaus, d.h. man mach
zu grofie Schritte. In diesen Fillen (also wenn das Newton-Verfahren nicht
konvergiert) kann man versuchen, die Schritte zu dimpfen.

Man betrachtet

Tppr = o — [F'(z)] ' Fxg), k=0,1,...

mit « €]0,1[, und spricht hier von einem geddmpften Newton- Verfah-
ren.

Mit geddmpften Newton-Verfahren erreicht man mitunter Konvergenz der
Newton-Folge, wenn das Standard-Newton-Verfahren (o = 1) versagt.

Es gilt dann mit 21 = 211 — 2, das Gleichungssystem

F'(zg)z101 = —aF (zy)
zu losen, und wie iiblich erhélt man mit
Tkt1 = Zk+1 T Tk

die neue Iterierte.

74



4.9 Sekantenverfahren — Regula falsi

Beim eben dargelegten Newton-Verfahren war die Differenzierbarkeit der
Funktion f entscheidend fiir die Konstruktion des numerischen Losungsver-
fahrens. Allerdings ist die Differenzierbarkeit nicht notwendig fiir die Existenz
einer Nullstelle. Wenn fiir die auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion f die
Bedingung f(a)f(b) < 0 erfiillt ist, dann existiert nach dem Zwischenwert-
satz auf jeden Fall mindestens eine Nullstelle Z €]a, b[. Diese findet man auf
jeden Fall mit dem Bisektionsverfahren (auch Intervallhalbierungsverfahren
genannt). Wir setzen ag = a und by = b. Fiir den Mittelpunkt z; = 2} (s,
Abb. [.T]) gilt auf jeden Fall

by — ao
2

Geht man nun von einer Niaherung zj, als Mittelpunkt des Intervalls [ax_1, bx—1]
fiir die Nullstelle z aus, dann setzt man im Fall f(z;) # 0 (anderenfalls ist
man fertig und hat mit z;, eine Nullstelle gefunden)

A {ak_l falls f(xg)f(ag—1) <
g vy falls f(ag) f(bg—1) <0

1 — 7| <

; x  falls fag) fap_1) <
ko= bp—1 falls f(xy)f(br—1) <0 ~’
{ W falls f(xy)f (ak—1> <0
D=L falls f () f (br-1) < O

k—

= =

(4.74)

Lyl =

und erhélt fiir den Mittelpunkt xy,; des Intervalls [ay, by] die Abschétzung

b — Qg

1 i} 1 .
e P e =2 S gloe =2l < < ol — 3

|Ik+1 - I’ < — 2k+1

d.h., aufgrund von |zj11—Z| < §|zx—Z[P mit p = 1 ist die Konvergenzordnung
des Verfahrens gleich 1.

Der aufwendig aussehende Algorithmus (£.74]) 14sst sich recht einfach imple-
mentieren. Der Vorteil des Bisektionsverfahrens besteht darin, dass es immer
funktioniert, d.h., man findet immer eine Nullstelle. Allerdings findet man
mit dem beschriebenen Verfahren nur eine Nullstelle.

Satz 4.35. (Bisektionsverfahren)
Sei f eine auf [a, b] stetige Funktion mit f(a)f(b) < 0. Mit xo = a konvergiert
das Bisektionsverfahren ({{.7]]) gegen eine Nullstelle T der Funktion f. Die
Konvergenzordnung ist 1. Es gilt

1 _ _
|z, — | < ﬁpcg — 7| = e |y — 7
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Abbildung 4.1: Bisektions-Verfahren = Abbildung 4.2: Sekantenverfahren —
Regula falsi

mit dem Konvergenzexponenten v = In 2.

Eine weitere Moglichkeit der Nullstellenbestimmung ohne die Nutzung der
Ableitung der Funktion f ist das Sekanten-Verfahren, das auch Regula falsi
genannt wird. Man geht von 2 Naherungen xy, z;_; aus dem Intervall [a, b]
mit f(a)f(b) < 0 aus und fithrt statt des Newton-Schrittes x4 = x5 — J{C/((Z’;))
den Schritt

Tht1 = Tk — f($k{§fé€$)k—l) = Tk f(;:; : jlz;;_l)f(xk‘) (4.75)

aus. Den Schritt (£70]) kann man einmal als gendherten Newton-Schritt mit
fr)—f(TK-1)
Tp—Tk_1

interpretieren. Andererseits bedeutet (A.75]) geometrisch die Berechnung des
Schnittpunktes der Sekante durch die Punkte (zg_1, f(zg—1)) und (xg, f(zx))
mit der x-Achse (s. Abb. L2)). Beide Interpretationen erkldren die Namen
"Regula falsi” bzw. ”Sekantenverfahren”. Das Sekantenverfahren hat den
Nachteil, dass die neue Naherung xj; nicht unbedingt im Intervall [a, b] lie-
gen muss. Das ist nur der Fall, wenn f(z)f(zr—1) < 0 gilt. Die Modifikation
von (4.73) in der Form

der Approximation von f’(xj) durch den Differenzenquotienten

(@) Tk — T
Tpp1 =T — -~ =T — ————f(2 4.

k1 = Tk %ﬁﬁf%) £ Fzr) —f(mj)f( k) (4.76)
mit j < k—1 als groitem Index mit f(xy)f(z;) < 0 ergibt in jedem Fall eine
Néherung zx41 € [a,b], wenn die Startwerte xg,z1 € [a,b] die Eigenschaft
f(zo)f(z1) < 0 haben.
Die Modifikation (£76) bedeutet gegeniiber (A7H) nur den geringen Mehr-
aufwand der Ermittlung des Index j. Es gilt der
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Satz 4.36. (Sekantenverfahren)

Sei f eine auf [a,b] stetige Funktion mit f(a)f(b) < 0 und x¢,z1 € [a,D]
Startwerte mit der Eigenschaft f(xo)f(x1) < 0. Dann konvergiert das Sekan-
tenverfahren ({{.70) gegen eine Nullstelle = der Funktion f.

Das Sekantenverfahren (A.75]) konvergiert lokal in einer Umgebung um z mit
einer Konvergenzordnung p > 1 schneller als das Bisektionsverfahren. Fiir
eine um Z zweimal stetig differenzierbare Funktion f mit f'(Z) soll das gezeigt
werden. In der Néhe von z gilt

1 1
f@) = f(@)+ f(@)(x—2) + 5 " (@) (= 2)° = (@) (e =)+ 5 f"(2) (x —2)"
und mit Ay = x, — = folgt aus (L70)
Ay — Ay
F@) (A = D) + 5 f7(2) (A — AF)
Mit der realistischen Voraussetzung |Ag|, [Ax_1| < 1 gilt
@A+ 5 (@A
FI(@) + 5 17(2) (Ak + Ag—q)

3" (@) ApAg—y 3/ (@A A
F1(Z) + 317(2) (Ak + Agya) fl@y

B~ A (F'(2) At 3 P (D)AD)

Ay = Ay

d.h.

1! ,f
By| ~ |T((gj)| A0 [ A | = A A (4.77)
5

Mit der Zahl p > 0, die der Gleichung p — 1 = % geniigt, also p = IT R~
1,618, folgt aus [{@T7) fiir Ay = c|Ay]

Ry = AA, wma Dert By (478)
A? Ay,
Mit a = In AA’“;” erhdlt man durch Logarithmieren von (A78) mit a; =

k
—ag_1/p (k = 1,2,...) eine Folge, die fiir jeden Startwert ay wegen p > 1
gegen null konvergiert. Daraus folgt aufgrund der Definition von a;, und der
Stetigkeit der In-Funktion

A A A
lim a; = lim In Al _0=Inl <= lim — — 1 <= lim Bt =Pt
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SchlieBlich erhalten wir mit
|Ak+1| ~ Cp_llAk| <~ |ZEk+1 — :f| ~ Cp_1|ZL‘k — i’|p
die lokale Konvergenzordnung p ~ 1,618 des Sekantenverfahrens.

Beispiel 4.37. Zur Berechnung der Nullstelle der Funktion f(x) = cosz —x
erhilt man die Nullstelle Z ~ 0, 73909 mit einer Genauigkeit von 107° mit
30 Iterationen des Bisektionsverfahrens, 5 Iterationen des Sekantenverfahrens
und 4 Iterationen des Newton-Verfahrens bei der Wahl von z¢y = 2, 1 = 0.
Hinsichtlich der Funktionsauswertungen sind beim Bisektions- und Newton-
Verfahren pro Schritt je 2 Funktionswertberechnungen erforderlich, wéhrend
beim Sekantenverfahren nur eine notig ist.
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Kapitel 5

Orthogonale Matrizen —
QR-Zerlegung —
Ausgleichsprobleme

Im Folgenden soll fiir eine gegebene Matrix A € R™™ 1 < m < n, eine
Faktorisierung der Form

A=Qs (5.1)

bestimmt werden mit einer orthogonalen Matrix @), d.h.

Q c Rnxn7 Qfl — QT

und einer verallgemeinerten oberen Dreiecksmatrix

R X *
S=| - | eR" R= e R™™ (5.2)
0 0 *

Solche Zerlegungen ermdglichen z.B. die stabile Losung von schlecht kondi-
tionierten l6sbaren linearen Gleichungssystemen Az = b, (m = n) oder die
stabile Losung von Ausgleichsproblemen mit M € R™*™ 1 < m < n,

1
min = || M7 — b||3 . (5.3)

reRm 2

Hier gibt es 2 Moglichkeiten der Losung.
Wenn man das Funktional

1 1
F(r) = |[Mr - = o (M — b, Mr —b),
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betrachtet, findet man mit der Darstellung
1
F(r+h)=F(r)+ (M "Mr— M"b, h)y + §(MTMh, h)s
mit
VE(r)y=M"Mr —M" und F"(r)=M"M

Gradient und Hessematrix. Die Auswertung der notwendigen Extremalbe-
dingung
VE(r)=0<+<= M"Mr=M"b

liefert mit
r=[M"M]"'M"b
die Losung des Minimumproblems fiir den Fall, dass die Matrix M den vol-

len Rang hat, denn dann ist die Hessematrix M7* M symmetrisch und positiv
definit.

Eine zweite Moglichkeit der Losung des Minimumproblems (5.3)) ist mit ei-
ner Q) R-Zerlegung von M machbar. Dies soll nun im Folgenden besprochen
werden. Wir erinnern uns an die Figenschaften orthogonaler Matrizen:

(1)
1Qzl, = llzll, = | @"=],,» € R" (5.4)

(i)
cond(QA) = cond(A) (5.5)

(iii) fiir @1, Q2 € R™™ orthogonal, gilt Q1@ ist orthogonal

Faktorisierung A = @) R mittels Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Fiir qua-
dratische regulidre Matrizen A (m = n) hat (B.1]), (5.2]) die Form

A=QR (5.6)

mit () orthogonal und R oberer Dreiecksmatrix vom Typ (n x n). Schreiben
A, Q, R in der Form

rni - T
A =laq|as] ... |an], Q=lq| - |lg], R=
0 Tnn

Mit den Spaltenvektoren ay, g, € R, k =1,...,n. (B.6]) bedeutet dann

J
a; = Zruqz’ .] = 17 ey q1y -5 Gqn € R" (57)
=1
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5.1 Gram-Schmidt-Verfahren zur Orthogona-
lisierung
(a) Ausgangspunkt: man hat j — 1 orthonormale Vektoren ¢y, ...,¢;—1 € R"
mit span(ay,...,a;—1) = span(qi,...,q—1) = M;_4

b) man bestimmt im Schritt 7 > 1 das Lot von a; auf den linearen Unter-
J J
raum M,_; C R"

j—1
qj = a; — (aj, qi) ai (5.8)
i=1
Und nach der Normierung
g =
T gl
sind die Vektoren qi,...,q; € R" paarweise orhonormal und es gilt
span(as, ..., a;) = span(q, ..., a;)
Aus der Gleichung (58] folgt
Jj—1 J
a; = glly a5 + (CLJTQz‘) qi :Zﬁ'j% J=1...,n (5.9)
e i=1 " i=1

Tjj Tij

Nach Abschluss der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung hat man damit mit

E3)

1 Ti2 o Tin

oz - T2

lat|as .. . |an] = [@1] - - - |gn] "
/rnn

als QR-Zerlegung

Bemerkung 5.1. Der beschriebene Algorithmus kann im ungiinstigsten Fall
Probleme bereiten (nicht gutartig sein), wenn z.B. ||g;|| recht klein wird (ein
Ausweg folgt).

5.2 Householder-Matrizen/Transformationen

Definition 5.2. Fine Abbildung H : R" — R", x — Hx mit einer Matrix
H=F —2wuw’ weR" |w|;=ww=1 (5.10)

bezeichnet man als Householder-Transformation und H als Householder-Matriz
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Eigenschaften von H:
e H' = H Symmetrie
e H>=F H ist involutorisch

e H'H = E  Orthogonalitt
Nachweis als Ubung

Wirkung der Householder-Transformation:
Spiegelung von x € R™ an der Hyperebene {z € R" : zTw = 0}, da die
Identitét

Hr =2 2w 2)w =12 — (w'2)w — (v 2)w

gilt. Machen sie sich hierzu am besten mal eine Skizze.

Im folgenden Hilfssatz wird nun die Frage beantwortet, wie man den Vektor w
zu wihlen hat, so dass man mit H einen Vektor x auf einen Wunschvektor oe;
transformiert, also Hx = oe; (e; soll hier der erste kanonische Einheitsvektor
(100 ...)T € R") sein erreicht.

Lemma 5.3. Gegeben sei 0 # x € R mit « & span{e, }. Fir

T+ oe;

W= -—
Hx+061|\z

mit o = x|z, (5.11)

qilt

|w|| =1, Hz=(E - 2wwhz = —0e (5.12)
Beweis. ||w|]| = 1 weil  + oe; # 0 und damit (5.11) wohldefiniert ist. Fiir
den Nachweis von (B.12]) erhélt man

|z + oei]l; = ||z]3 + 20eTx + 0% = ||z]|* + 20eTx + ||z||* = 2(x + ge))

Und mit (5100, d.h. letoe)” o)1 folgt:

[z+oerlly
2(x +oep)x
|z + oeql

Die nochmalige Nutzung von (5.11]) ergibt

2uwle = = ||z + oeq]|, -

2wwls =z + oey
< —2uwwls = —oe
was zu zeigen war. O

Bemerkung. Um Stellenausloschungen zu vermeiden, wird in (511]) 0 =
sgn(z1) ||z]|, gewdhlt, d.h. z.B. fiir z = (—=3,1,5)7 ist 0 = —v/35
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5.3 Algorithmus zur Konstruktion der Fakto-
risierung mittels Householder-Transformationen

Ausgehend von A = AM € R™™ sollen sukzessive Matrizen der Form

.
A @) (7)
AW — @11 ) aﬂzjl)m , g=1,....m (5.13)
g = Gy
| W

berechnet werden, sodass am Ende mit A+ = § (falls m < n, ansonsten
ist man nach m—1 Schritten fertig) die verallgemeinerte obere Dreiecksmatrix
vorliegt.

Die Matrizen der Form (5.I3]) erhélt man fir j = 1,...,m durch Transfor-
mationen der Form

~ e
G+ — 7. A0) o j—1
A HAD, H, { T ]
mit H; = Ey,_(j-1) — 2ijjT, |lw;|| = 1, E; ist Einheitsmatrix aus R>! und
w; € R"=U=Y ist so zu withlen, dass gilt
o) 1
” 0 a a)||a .
H] =0 . , Wi = + Sgn( 1) H ||2 €1 .a, e € Rn—(ﬂ—l)
() ' [Ja+ sgn(a) [[all, exll,
) 0

Die Matrizen ﬁl, e f]m sind aufgrund der Eigenschaften der Matrizen Hq, ..., H,,
orthogonal und symmetrisch, sodass man mit

S=H,H, 1 H/A, Q=HHy----H,

die Faktorisierung A = @S konstruiert hat, da @) als Produkt von orthogo-
nalen Matrizen auch eine orthogonale Matrix ist.

Hat man mit Blick auf das Minimumproblem (5.3) nun eine @ R-Zerlegung
von M mit
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und orthogonalem @) gegeben, dann ergibt sich mit

cfb::{?}, by € R™, by e R""
2

durch Nutzung der Eigenschaften von @)
1 2 1 2
g IMr=bll; = 5 1Q@Sr —bll;

1
= Q" @sr -,

1
= Lsr—qni;

o 1 R?"—bl
2 —by 9

1
= §[||Rr — b1||§ + ||b2||§]

2

v

1 2
-l
und damit wird das Minimum von F(r) fiir r = R™'b; mit

1 2 1 2
min o [[Mr—blly = 5 [l2]],

angenommen, wobei wir hier vorausgesetzt haben, dass M den vollen Rang
hat und damit R invertierbar ist.
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5.4 Gauf-Newton-Verfahren

13.
Wir kommen auf die Thematik ” Ausgleichsprobleme” zuriick. Gegeben sind Vorle-
" Messwerte” sung
i1, Ti2,-..,Tin und vy, i=1,...k, am
26.11.2012

und gesucht ist ein funktionaler Zusammenhang

f(w1,20,... 2p;a1,00,...,0,) =y

wobei solche Parameter
a=(ar,a,...,a,)

gesucht sind, dass das Residuum bzw. die Lénge des Residuenvektors R

f(xin, 212, 00 a1, a2, .., a,) — U r1(a)
R(a) _ f(l'?,lal?,?a R 71’2,71,'; ay,ag, ... aa'p) — 1Y _. TQFCL)
f(l'k,laxk,Z:...,l'k,n;al,&z,...,ap)—yk Tk(a)

minimal wird. Wir setzen k£ > p voraus. R ist eine Abbildung von R? nach
R*. von der wir Differenzierbarkeit voraussetzen.
Wir betrachten den allgemeinen Fall, dass R nichtlinear von a abhéngt. Zu
l6sen ist das Minimum-Problem

m]iRn F(a) fiir F(a) = ||R(a)||3.

acRP

Man geht von einer Naherung a'? von a aus. Die lineare Approximation von
R an der Entwicklungsstelle a( ergibt

R(a) ~ R(a”) + R'(a")(a — a") ,

wobei R’ die Ableitung der Abbildung R, also die Matrix der partiellen
Ableitungen

Grj

R'= () = (52

Jt

), j=1,... . ki=1...p,

ist (deren Invertierbarkeit wir voraussetzen). Durch die Losung a* des Minimum-
Problems . A ‘
min ||R(a"”) + R'(a)(a — aV)[[3 , (5.14)
acRP
bestimmt man eine neue Naherung

"™ = aa* + (1 —a)a |
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wobei man mit « €]0, 1] die Moglichkeit einer Démpfung (Relaxation) hat.
In vielen Féllen hat man im ungeddmpften Fall mit o = 1 keine oder nur eine
sehr langsame Konvergenz, wahrend man bei geeigneter Wahl von 0 < o < 1
eine konvergente Folge erhilt.
Schreibt man

R(a) + R'(a")(a — a?) (5.15)

in der Form
Ma —vy
M = R’(a(’)) . y= R/<a(2))a(2) _ R(a(l))

auf, dann kann man die Losung a* von
min ||Ma — y||3
Yll2
a€RP

entweder mit einer Q) R-Zerlegung von M bestimmen, oder durch die Lésung
des Normalgleichungssystems

M*"Ma = M"y < a=[M"M|"'M"y

erhalten (s. auch vorangegangene Vorlesungen).
Aus Effizienzgriinden (jeweiliger Aufbau von y) schreibt man (5.15]) auch in
der Form
Ms —1
mit
s=a—a” und §=—R(a)

auf und lost das Minimum-Problem

. A2
min ||Ms —g[

und berechnet durch
a*=s+a¥ oY =aa" + (1 - a)a?

die neue Néaherung.
Fiir den Fall & = 1 (keine Dampfung) bedeutet das Gaufi-Newton-Verfahren
nichts Anderes als die Fixpunktiteration

a(i-i—l) _ a(z’) . [R/(a(i))TR/(a(i))]—1R/(a(i))TR(a(i)) ’

86



und bei Konvergenz gegen a* hat man (unter der Voraussetzung der Regu-
laritéit von [R'TR|7!) die Bedingung

R'(a*)"R(a*) =0 (5.16)

erfiillt. Wenn man den Gradienten von F'(a) ausrechnet stellt man fest, dass

die Bedingung (5.10) wegen
grad o« F = 2R/ (a*)" R(a")
dquivalent zur notwendigen Extremalbedingung
grad «F' =0

fiir das Funktional F ist.
Fiir die Abbruchbedingung gibt man eine Genauigkeit € vor und bricht die
Iteration dann ab, wenn

i+1)

||a( —a(i)||2 <€

erfillt ist.
Im Unterschied zum Gauf3-Newton-Verfahren kann man kritische Punkte als
Kandidaten fiir Extremalstellen des Funktionals ' : RP — R

F(a) = ||R(a)ll3
durch die direkte Auswertung der notwendigen Extremalbedingung
grad, F' =0 (5.17)

mit dem Newton-Verfahren bestimmen. Diese Methode ist allerdings ” teurer”
als das Gauf-Newton-Verfahren, da man pro Newton-Iteration jeweils die
Jacobi-Matrix von G : R? — RP

G(a) :=grad, I,

d.h. die Hesse-Matrix von F' berechnen muss.

Beispiel:
Gegegen ist eine Wertetabelle

E{1 2 3 4
|1 2 3 4
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und es gibt die Uberlegung nach einer Funktion
y = f(x;a,b) =sin(azx) + b

mit solchen Parametern a,b € R zu suchen, so dass die Lange des Residuen-
vektors

sin(a) + b — 2

sin(2a) +b—4

sin(3a) +b—7

sin(4a) +b—3

R(a,b) =

minimal wird, also
i R(a,b)||5 .
Join (1R (a, )]z
Ich habe die Aufgabe sowohl mit dem Newtonverfahren zur Bestimmung von
Nullstellen des Gradienten des Funktionals

F(a,b) = ||R(a,b)]]; .

als auch mit dem Gaufl-Newton-Verfahren bearbeitet. Beide Verfahren waren
erfolgreich (d.h. konvergent), allerdings zeigte sich, dass es mehrere Losungen
gibt. D.h. man findet evtl. mehrere lokale Minima und hat aber das Problem,
dass man nicht weifl, wieviel es insgesamt gibt.

Bei diesem Beispiel habe ich mit den Startwerten (a,b) = (1,5) die Extre-
malstelle (a,b) = (0.558,3.197) mit beiden Methoden gefunden. Die Hesse-
Matrix von H = F”(0.558,3.197) ist positiv definit, d.h. es handelt sich um
eine lokale Minimalstelle.

Mit dem Startwert (a,b) = (2,5) findet man mit dem Newton-Verfahren die
kritische Stelle (a,b) = (1.72,3.91), fiir die die Hessematrix H = F"(1.72,3.91)
einen positiven und einen negativen Eigenwert besitzt. Es handelt sich also
um einen Sattelpunkt.

Mit dem GauB-Newton-Verfahren ergibt sich fur den Startwert (a,b) = (2,5)
der Grenzwert (a,b) = (2.79,4.11) der Iterationsfolge, wobei mit dem Dampf-
ungsparameter a = 0.4 gearbeitet werden musste, da fiir gréflere a-Werte
keine Konvergenz erzielt werden konnte. Um den kritischen Punkt (a,b) =
(2.79,4.11) mit dem Newton-Verfahren zu erhalten, muss man einen néher
liegenden Startwert, z.B. (a,b) = (2.8,4) verwenden. Mit der positiven Defi-
nitheit der Hesse-Matrix H = F"(2.79,4.11) zeigt man, dass es sich bei der
Stelle (a,b) = (2.79,4.11) um eine lokale Minimalstelle handelt.

Im Unterschied zu linearen Ausgleichsproblemen sind bei nichtlinearen Auf-
gabenstellungen zusétzliche Betrachtungen zur evtl. Mehrdeutigkeit des Pro-
blems grad, F' = 0 und zur Bewertung der gefundenen kritischen Stellen (lok.
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Maximum/lok. Minimum) durch die Uberpriifung hinreichender Extremalbe-
dingungen (Definitheit der Hesse-Matrix) erforderlich.

Zu dem obigen Beispiel ist allerdings auch anzumerken, dass bei den wenigen
Werten (xy, yx) der Ansatz y = sin(ax) + b auch etwas gewagt ist. Dass kann
und wird sicherlich auch ein Grund fiir das etwas wilde Extremalverhalten
des Funktionals F'(a,b) = ||R(a,b)||3 sein.

"Fittet” man seine Messwerte mit der Funktion y = f(z) besser, sollte die
Bestimmung geeigneter Parameter a = (a4, ..., a,) auch einfacher werden.
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Kapitel 6

Interpolation

Oft gibt es die Aufgabe, durch gegebene Punktepaare eine glatte Kurve zu
legen, die analytisch leicht zu handhaben ist (Differenzieren, Integrieren),
also:

Gegeben: (zx,yx),k =0,..., N gegeben.

Gesucht: Glatte Funktion P = P(x) mit

P(Ik>:yk, kIO,,N
Mogliche Ansitze fiir P
(i) Polynome

P = P(x,ap,a1,...,a,) = ao+a1x + -+ azz”, n=N

(ii) Rationale Funktionen

ap + a T + -+ a,a”

n=N
Y
Qp41 + Qp42T + -+ an+m+1xm

P(x) =

(iii) Trigonometrische Polynome, y; € C

P('T) =ap + aleix + a262“ + -+ anem'x

:a0+a1€ix+a2(€ix)2_'__”_}_an(eiac)n

(iv) Splines (stiickweise Polynome)
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Ziel/Aufgabe der Interpolation

Bestimmung der Parameter aq, ..., a,, so dass fir P = P(x,ao,...,a,) aus
einer vorzugebenden Funktionenklasse die Beziehungen
P(zy,a0,...,a,) =yr, k=0,...,n (6.1)

zu den vorgegebenen Stiitzstellen (xy, yx) erfiillt sind. (G.]) heifit auch Inter-
polationseigenschaft und die Stiitzstellen werden auch Knoten genannt.
([@T)) sind n + 1 Gleichungen fiir die n 4+ 1 Parameter ay, . . ., ay.

Sehr einfach: Lineare Splines

6.1 Polynominterpolation

Definition 6.1. Unter Il,, versteht man die Menge aller reellen Polynome
P:R— R ovon Grad <n

Wir wissen:

e im Fall n = 1 braucht man 2 Stiitzpunkte um eine Gerade (Polynom
ersten Grades) durchzulegen

e im Fall n = 2 braucht man 3 Stiitzpunkte um eine Parabel (Polynom
zweiten Grades) durchzulegen, ...

Satz 6.2. Zu n + 1 gegebenen Stitzstellen (zx,yx),k = 0,...,n mit der
Eigenschaft x; # x;,1 # j, gibt es genau ein Polynom p € 11, mit P(xy) =
Y, k=0,1,....n

Beweis. Ansatz:

P(x)=ay+a1x+ -+ a,z"”

P(xp)=ye, k=0,1,....n (6.2)
bedeutet
ap+a1xo+ -+ apry = Yo
@0+a1$n+"'+an$2 = UYUn
1 zy T aop Yo
1 2, 2? x a y
= b ! = (6.3)
1 =z, xi xy a, Un

~
Vandermondesche Matrix V
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V' ist fiir paarweise verschiedene zj regular, d.h. ag, ..., a, und damit P sind

eindeutig bestimmt.

Definition 6.3. Das nach Satz[6.2 eindeutig bestimmte Polynom P mit der

FEigenschaft
P(xk):yk, k‘zo,l,...,n

]

fiir die vorgegebenen Stiitzstellen (xy, yx) heifft Interpolationspolynom.

6.1.1 Konstruktion des Interpolationspolynoms

Wir erinnern uns an die Generalvoraussetzung

$i7£l'j VZ,j:O,l,,n,Z#‘]

Definition 6.4. Die Polynome

hopimg Tk T L
heiffen Lagrange-Basispolynome.
Definition 6.5. Die Polynome
k—1
Ne(w) =] =), k=1,....n
=0

mit No(x) = 1 heiffen Newton-Basispolynome.

Satz 6.6. Die Monombasis
l,x,...,x

sowie die Lagrange-Basispolynome

sind Basen (linear unabhingige erzeugende Funktionensysteme) des Vektor-

raums der reellen Polynome 11, vom Grad <n

Beweis. Als Ubung empfohlen.
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6.2 Lagrange-Interpolation

Zuerst ist anzumerken, dass man das Interpolationspolynom nicht in der
Form (6.2) auf der Grundlage der Losung des Gleichungssystems (6.3]) mit
der Vandermondeschen Matrix bestimmt, weil das viel zu aufwéndig ist.
Besser geht es mit der Lagrange-Interpolation.

Fiir n = 3 haben wir zum Beispiel die Basispolynome

(x — 1) (x — 22)(x — x3)

Lo(z) = (2o — 1) (2 — 22) (20 — T3)
= zo)@ =) — )
La(z) = (21 — x0) (21 — 22) (71 — T3)
(= 20)(r — 71) (T — T3)
Lo(z) = (w3 — x0) (29 — 21) (29 — T3)
Lo(a) = (x —zo)(x — 1) (2 — 22)

(z3 — wo)(z3 — 1) (73 — T2)

und erkennen:
Lg(l’o) = 1,L0([L'1) = L()(I‘Q) = LQ(JT;J,) = 0
allgemein gilt:
Lk(xj) :(Skj, I{J:O,...,n (65)

Damit ergibt sich fiir das Interpolationspolynom:

p(x) = yeLp(x) (6.6)

da
p(rg) =04+0+ -+ yrLp(xg) + -+ 0=y

gilt. ([6.6]) heiffit Lagrangsches Interpolationspolynom.

6.3 Newton-Interpolation

Bei der Lagrange-Interpolation haben wir das Interpolationspolynom in der
Lagrange-Basis entwickelt. Bei der Newton-Interpolation wird das eindeutig
existierende Interpolationspolynom in der Newton-Basis entwickelt.

Ansatz:
n

p(r) =Y exNi()

k=0
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Durch sukzessives Vorgehen erhalten wir durch Beriicksichtigung der Stiitzstellen
(g, yr), k= 0,...,n die Koeffizienten der N (x)

pn(iﬁo) = Co = Yo ~ Co

Pn(x1) = co + c1(z1 — 20) =1y v C

pn(x2) = co + c1(z1 — o) + co(w2 — o) (9 — 1) = Yo ~ Co
k=0

Definition 6.7.

n

pu(x) == chNk(x) ell,

k=0
heifst Newtonsches Interpolationspolynom.

Bemerkung. ¢, ist der Koeffizient von z™ im Interpolationspolynom und
¢k ist eindeutig festgelegt durch xg, ..., xg, yo, ... yx d.h. durch die ersten k
Stiitzstellen.

Definition 6.8. Wir schreiben ¢ := flzoxy ... x| fir die Abbildung
{(z0,v0)s - (T yi) } = i
Betrachtet man Teilmengen der Stiitzstellen
Tigs -« s Tiys
dann bezeichnet man das Interpolationspolynom an diesen Stiitzstellen mit
pjoil...ik(x)

wobei i, . .., iy paarweise verschiedene Zahlen aus {0, ..., k} sind. Nach der
Definition eines Interpolationypolynoms muss

p;kollzk(xl;) Eyij7 ] :O, ].,...,lf

gelten. Damit gilt
Pi(®) = yi (6.7)
fiir das Polynom 0. Ordnung pj, (also pj(z) # pr(z))

Bemerkung. p; ist eine Konstante und py(x) Polynom k-ter Ordnung, des-
halb der Stern
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Lemma 6.9. Es gilt fir alle k € {1,2,...,n}

T — )P, i (2) — (= 23,)py, i, (@
g () = TP 7 S, ) g g
Ty, — Tgy

Beweis. Induktion Die beiden rechts stehenden Polynome in (6.8) haben
einen Grad < k — 1 (damit der gesamte Ausdruck einen Grad < n).

Anfang (k = 1) ist trivial wegen (6.7)).

Es ist zu zeigen, dass das rechts in (6.8) stehende Polynom das Interpola-
tionypolynom zu den Stiitzstellen x;,, ..., z;, ist (den Ausdruck rechts von
([E8) bezeichnen wir mit ¢(x)) degq(z) < k ist offensichtlich. Weiter ist

0 — (i — T30y iy, (Tiy)
q(xi0> = . — 1 = Yio
ik 10

und analog
q<xlk> = Yiy,
Schliefilich gilt fiir die restlichen Stiitzstellen 1 < j < k —1

(xi]' - sz)pZZk (1‘2]) - (xij - xik)p;{Omik71 (.’]JZJ)
Ty, — T4y
(xij B xio)?/ij - (xij - xlk)ylj

Ly, — Ly

Q(:EZ]) -

)
k

Damit erfiillt ¢ die Interpolationsbedingung q(x;,) = y;;,7 = 0,...,k also ge-
nau das, was p; ; () leistet. Aufgrund der Eindeutigkeit des Interpolations-
polynoms gilt also

q="Di. i

Satz 6.10. Es gilt

f[$i1 t ‘/Elk] - f[xio - “rikfl]

Ty, — X;

f[[L’Z‘O e ZE%] =

k 0

Beweis. Nach der Definition von f[...] ist dies gerade der Koeffizient von
der hochsten Potenz des Interpolationspolynoms. Wir betrachten (6.8). Das
Polynom auf der linken Seite von (6.8) hat f[z,, ... z;, | als Koeffizienten von
der hochsten Potenz x*. Fiir die rechts im Zihler von (6.8) stehenden Poly-
nome vom Grad k& — 1 ergeben sich als Koeffizienten der héchsten Potenzen
von x nach Definition

f[ﬂ?il R ‘rlk] bzw. f[xl-o . xl’k71] s
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so dass aus der Beziehung

PR LY T o 2y R

Ty, — T4y
nach Division durch z* die Behauptung folgt. O]
Als Folgerung des Satzes [6.10] findet man das folgende Schema

k=20 k=1 k=2
To | Yo = flo]
o1 |y = fln]  flwor) = dl=dlzd
Ty | yo = flwa] floims] = —f[sziﬁm flaow zy] = Lral=/inmd]

Es wird “Schema der dividierten Differenzen” genannt. Daraus liest man das
Newtonsche Interpolationspolynom ab:

pa(r) = flzo] + flwoz1](x — 20) + flromi22](T — 20) (T — 1)

6.4 Algorithmische Aspekte der Polynomin-
terpolation

6.4.1 Horner-Schema

Fiir die Berechnung eines Polynoms in der Form
p(z) = ag + a1z + axx® + - + a2

werden 14+2+---+n = @ Multiplikationen und n Additionen bendétigt.
Also O(n?) flops

p(x) =ag+xz(ar+z(az+---)) = (- (a4 an_1)r+a,o)x+---+a)r+ag

~» n Multiplikationen und Additionen, also 2n € O(n) flops.

Fiir die Newton Basis ergibt sich

p() =) xNi(z), ¢ gegeben
k=0
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Ny, rekursiv aufgebaut:

Nu(e) = (& — 20) -~ (2 — 741)
~s Ni(x) = (v — 2p—1) Ng—1 ()

p kann in der Form

p(x) =co+ (xr —xzo)(c1 + (x —z1)(ca+ -+ ez —xpq)) )

geschrieben werden. Daraus resultiert der Algorithmus:

Algorithmus 2 Wertet Newton-Polynom p(z) = >)_, cxNi(x) mittels

Horner-Schema aus

Un+1 = 0

for £k = n downto 0 do
ug = (& — Tp) Ukt + Ck

end for

p(r) = ug

Mit Laufzeit 3n flops.

6.4.2 Lagrange-Interpolation (nur zur Information)

Im Unterschied zur Newton-Interpolation ist der Aufwand bei der Lagrange-
Interpolation bei Hinzunahme einer Stiitzstelle recht grofl, denn sémtliche

Basispolynome &ndern sich (Grad wird um 1 erhoht)

Was kann man tun, um hier den Mehraufwand zur Berechnung von p(z) an

einer Stelle x # x; klein zu halten?
Man findet:

pa) =3 wekelr) = 3w [] =

k=0  k#j=0
:Zyk:v—l‘k [H :L“k—xj] H(:E—xj)
k=0 k#j=0 J=0

Die Koeffizienten in den eckigen Klammern

n

1 1
A = - C k=0.1,....m
kgl_o we—x;  [[(@k— ;)
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nennt man Stiitzkoeffizienten. Damit fiithrt man mit

Y

T — T

e = k=0,1,...,n

Groflen ein, die von der Stelle x, an der interpoliert werden soll, abhéngen.

Es ergibt sich
[Z ,ukyk] H r — ;) (6.11)
7=0

Betrachtet man dies fiir die speziellen Werte y, = 1,k = 0,1,...,n, dann
ist p(z) = 1 das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom fiir die n + 1
Stiitzpunkte (xg, 1), sodass

[t

H(:v—ask) = m (6.12)

Aus (6110 und (6.12) folgt mit

p(CL’) _ ZZ:O HiYk
ZZ:() Mk

die sogenannte baryzentrische Formel der Lagrange-Interpolation

(6.13)

Satz 6.11. Fir die n+ 1 Stitzkoeffizienten A,i") zu den paarweise verschied-
nen Stitzstellen xg, xq, ..., x, gilt:

S =0 (6.14)
k=0

Die Formel (6.13]) hat den Vorteil, dass man bei der Hinzunahme einer (n+2)-
ten Stiitzstelle z,,1 zu xg, x1, ..., x, die neuen \-Werte )\ ) aus den alten
/\,E:n) durch die Beziehungen

n )\(”)
AN = 2k k=0,1,.

k , .M
Tk — Tp41

ermitteln kann. Den fehlenden Wert AnTll) bestimmt man unter Nutzung von

([6.14) durch
M) _ Z)\(n—i-l)
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Insgesamt braucht man zur Bestimmung der p; 2n Multiplikationen /Divi-
sionen und n Additionen/Subtraktionen und damit zur Polynomwertberech-
nung mit der baryzentrischen Formel 3n Multiplikationen/Divisionen und 3n
Additionen/Subtraktionen, wobei der zusétzliche Aufwand bei Hinzunahme
einer (n + 2)-ten Stiitzstelle mit n Multiplikationen/Divisionen und n Addi-
tionen/Additionen moderat ist.

6.5 Verfahren von Neville und Aitken

Es ist vergleichbar mit der Herangehensweise bei der Newton-Interpolation
Aus Lemma folgt mit

die Rekursion

poq() = T — To
p;kz—l,n(x) _ (z — Jcn—l)PngEx)_—;Jil— TPy 1 ()
b o(@) = (z — @o)pi (@) — (z — 22)p5, (@)

To2 — X

Fiir den Algorithmus von Neville und Aitken folgt das Schema zur Berech-
nung von p an der Stelle

Zo | Yo = pé(w)
Ty |y =pi(w)  poa(w)
Ty |y =py(x)  piolr)  phia(x)

To | Yo = Dp(®) Dpoin(®) oo Do ()
Beispiel.
ye |13 2



Polynomwert soll an der Stelle x = 2 berechnet werden.

01
113 poa(2) = (2—0):13:(()2—1)1 _ 5
—1)2—(2— 2-0)5—(2-3)5
312 p1’2(2) = (21)5# — g p07172(2> — ( );7(() ) — %

6.6 Fehlerabschitzung der Polynominterpo-
lation

Handelt es sich bei den Stiitzpunkten (zy,yx) nicht um diskrete Messwerte,
sondern um die Wertetabelle einer gegebenen Funktion f(z), dann ist der
Fehler f(x) — pn(x), den man bei der Interpolation macht, von Interesse.
Nimmt man zu den Stiitzwerten xy, ..., x, den Wert x = x,,,1 hinzu, ergibt
die Interpolationsbedingung y = f(z) = pyi1(x)

n

?n-i-l(x) = f(.CE) = pn(.ilf) + f[$07$17 s ,an,ﬂf] H(ﬂ? - xk)

N k=0
Pn+1(Tn41)=Yn+1

bzw.

f(z) —pu(x) = flro, 1, ..., xp, x](x — 20)(x — 1) - - (T — ) (6.15)

Der folgende Satz liefert die Grundlage fiir die Abschitzung des Interpolati-

onsfehlers (6.159]).

Satz 6.12. Sei |a, b[ =] ming<j<, ¥;, maxo<,<, z;| und sei p,(x) das Interpo-
lationspolynom zur Wertetabelle (xy, f(xy)) der (n + 1)-mal stetig differen-
zierbaren Funktion f auf [a,b], wobei die Stiitstellen xy paarweise verschieden
sind.

Dann gibt es fir jedes & €|a,b| einen Zwischenwert & = &(xo, ..., x,) €la,b]
mat
(n+1)
@) = po(@) = S =) 6 - )

Beweis. Siehe Vorlesung oder Béarwolff O]

Aus dem Satz folgt direkt fiir eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion die Fehlerabschétzung

maxee(ay) | [T (E)] |1
£(@) = pu()] < f(;ln! |h§x_“) (6.16)
=w(x)
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Hat man bei den Stiitzstellen die freie Wahl und soll auf dem Intervall [a, b]
interpoliert werden, dann ist die Wahl der Nullstellen des Tschebyscheft-
Polynoms T,,;1(x) auf [a, b] transformiert, d.h

., a+b b—a (Q(n—i-l—k)—l
Ty, = Cos

T TCES) w), k=0,...,n  (6.17)

von Vorteil, denn fiir w*(z) = [[;_,(z — ) gilt:

Satz 6.13. Seien xy, dquidistante und x; gemdaf (GIT7) verteilte Stitzstellen
des Intervalls [a,b]. Dann gilt:

* <
max [w*(z)] < max w(z)]

und falls f beliebig oft differenzierbar ist, gilt

lim pi(a) = f(x) auf [a,8].
—00

wobei pj(v) das zu (v, f(23)),j = 0,...,k, gehorende Interpolationspolynom
15t.

6.7 Hermite-Interpolation

Hat man einen Stiitzpunkt (zg,yo) vorgegeben, so ist damit ein Polynom 0-
ten Grades festgelegt (Gerade parallel zur z-Achse). Hat man an der Stelle
noch eine Ableitungsinformation, d.h. (z¢,y;), dann ist damit eine Gerade
durch den Punkt (z¢,yo) mit dem Anstieg y; festgelegt, also ein Polynom
1-ten Grades.

Satz 6.14. Sei f eine (n+1)-mal stetig diff ‘bare Funktion in einem Intervall
um den Punkt x. Dann gilt

(n+1)
zoﬁiiﬁr.rxln%zf[:vo, Tlyenoy Ty, ] = JZHTS')
Beweis. vollstdndige Induktion, MWS O
Der Satz rechtfertigt
Definition 6.15. ()
fle,z,...,x :m (6.18)

101



Auf der Basis dieser Definition enstehen gemischte Differenzen wieder rekur-
siv, z.B.

flzo, 21 — flz1, 20
ZTo — T1
flxo, xo, 0] — [0, 0, 1]
To — T1

flzo, w1, m0] =

f[l‘[)) Zo, Lo, xl] -

Das Interpolationspolynom ist dann gegeben durch

k

p(z) = Zf[sco ozl | (& — )

|
—

<
I
o

Man {iberlegt sich, dass zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten eines
Hermiteschen Interpolationspolynoms (zur Erfiillung von Interpolationsbe-
dingungen bei Beriicksichtigung von Ableitungsinformationen) das folgende
Schema fiir die Bedingungen

Beispiel.
($07y0) = (07 1)
(z0,9) = (0,2)
(20, Yp) = (0,4)
($17y1) = (172)
(z1,91) = (1,3)
die Form
Co Cc1 Co Cs Cy
01
0|1 y,=2
0|1 y=2 %=2
1-2 2—-1 __ 2—(-1) _
12 OT/I =) Es_ = 05, - —3-3
1] 2 y1:3 ﬁ:2 0—1 =3 ﬁ:6
hat.

Daraus ergibt sich das Hermite-Interpolationspolynom:

p(x) = flzo] + flxo, xo](x — x0) + flxo, To, o] (z — Tp)?

+f [0, zo, To, 1) (z — 20)* + fz0, T0, T0, 21, 21} (x — T0)*(z — 1)
also fiir obige Werte

p(z) =1+ 21 + 22 — 3% + 62°(x — 1)

102



6.8 Spline-Interpolation

Problem bei der Polynom-Interpolation:

Eventuell grofle Oszillationen durch Polynome hoheren Grades bei Stiitz-
punktzahlen > 10

Deshalb:

Statt eines Interpolationspolynoms konstruiert man fir (zg, yx), £ =0,1,...,n
in jeden Teilintervall einzelne Polynome, die an den Randstellen glatt inein-
ander {ibergehen. Betrachten mit

A={a=xy<z;<...<xy=0}

eine fest gewihlte Zerlegung von [a, b], wobei die Stiitzstellen x, . .., xy auch
als Knoten bezeichnet werden.

Definition 6.16. Fine Splinefunktion der Ordnungl € N zur Zerlegung A
ist eine Funktion s € C'[a,b], die auf jedem Intervall [xy_1, )] mit einem
Polynom [-ten Grades tibereinstimmt. Der Raum der Splinefunktionen wird
mit Sa,; bezeichnet, es gilt also:

Sap={s¢€ C’l_l[a, bl : S|(ey_1.2n] = Phllee_1,00] Jlir ein py, € I}

Anstelle der Bezeichnung Splinefunktionen verwendet man auch einfach Spli-
ne.

Splines erster Ordnung nennt man auch lineare, die zweiter Ordnung auch
quadratische Splines. Besonders hervorzuheben sind kubische Splines, die in
der Praxis besonders hiufig verwendet werden.

Da wir vorgegebene Wertetabellen interpolieren wollen, geht es im Folgenden
um die Berechnung interpolierender Splinefunktionen, also Splines mit der
Eigenschaft

S(.Tk) :fk fir k:O,l,...,N (619)

fiir (ZL’k,fk),]{ZZO,l,...,N

6.8.1 Interpolierende lineare Splines s € Sa
Offensichtlich gilt:

s(x) = ap + bp(x — zx), x € [Tg, Tpy1]
aus sg(zy) = fi sowie sg(xpy1) = fry1 folgt

_ DSy

ap = fr, bk ; N—-1
L1 — Tk

cey
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Satz 6.17.

(a) Zur Zerlegung A = a =xg < ...<xzy =0bund fo,...,fn gibl es genau
einen Spline s € S 1 mit der Eigenschaft (6.19)

(b) Zu einer Funktion f € C*[a,b] sei s € Sa 1 der zugehirige interpolierende
lineare Spline. Dann gilt

1
Is = Flloo < 2 1" oo Frma
Mit Pmax = Max_o_ N—1(Tr1 — Tk)
Beweis. (a) nach Konstruktion

(b) Fiir jedes k € 1,..., N stimmt s auf [z4_;, zx] mit demjenigen p € II;
tiberein, fiir das p(zx—1) = f(ap_1) und p(xg) = f(xy) gilt. Der Fehler
bei der Polynominterpolation (Satz [6.12)) liefert

(x — zp_1)(x) — 2)

s(a) — fla)] < LT max|f(€)
E€[mp—_1,7k]
1
< ghfnax 1> 2 € [Tpo1, 28] O

6.8.2 Kubische Splines

Betrachte nun Sa 3, und verwenden

= ([ \u(sz:ﬂ%m)é

Lemma 6.18. Wenn eine Funktion f € C?%a,b] und eine kubische Spline-
funktion s € Sa 3 in den Knoten tbereinstimmen, d.h.

s(xg) = flxy) fir k=0,...,N

so gilt
r=b

1= "5 = 11 = "1 = 200" = 1)) (6:20)

Beweis.
b b
I =5 = [ 1) = @ P e = 11 -2 [ (s e+ 1)

b
=115 -2 [ 1 = 1w = 5
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Fiir den mittleren Term ergibt die partielle Integration

Aiﬂﬂ—fwwﬂm

=W =@ = [ -
— (=@ =@+ [ - sl

Die Summation iiber k£ =1,..., N ergibt

/ (If" = s"s") @)z = Yy {([f" = 15" (wx) = (If = 8']s") (2r1)}
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15.
Satz 6.19. Gegeben sei f € C?[a,b] und ein kubischer Spline s € Sas mit Vorle-

s(xg) = f(xg),k=0,...,N. Dann gilt die Identitdit sung
am
L5 = NIs"l5 = 1L/ — 815 (6.21) 3.12.2012

sofern eine der 3 folgenden Bedingungen erfillt ist
(a) s"(a) = s"(b) = 0 (natiirliche RB)

(b) §/(a) = f'(a), $'(b) = f'(b) (vollst. RB)

(¢) f'(a) = f'(b), s'(a) = $'(b), s"(a) = s"(b) (period. RB)

Beweis. Die Aussage des Satzes ergibt sich durch Beriicksichtigung von (a), (b)
bzw (c) in der Identitét (6.20) O

Korollar 6.1. Zu gegebenen Werten fo, ..., fn € R hat ein interpolierender
kubischer Spline s € Sas mit s"(a) = §"(b) = 0 unter allen hinreichend
glatten interpolierenden Funktionen die geringste Kriimmung, es gilt also

I5"ll5 < 111l
fiir jede Funktion f € C*[a,b] mit f(xy) = fi firk=0,...,N
Beweis. Folgt direkt aus (6.21]) O

6.8.3 Berechnung interpolierender kubischer Splines
Lokaler Ansatz

s(z) = ap + bp(x — 2p) + cp(r — 2)* + dip(z — 21)°,

6.22
T € |xp, tp],k=0,...,N —1 ( )

fir s : [a,b] — R, wobei s(x) =: pr(z) auf dem Intervall [xy, x441] verabredet
wird.

Aufgabe: Bestimmung von ay,...,dg, k = 0,..., N — 1 so, dass s auf [a, b
zweimal stetig differenzierbar ist und dariiberhinaus in den Knoten vorgege-
bene Werte fo,..., fy € R interpoliert

S('rk):fk? k:()aaN

Setzen hy ==z —xp, k=0,...,N
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Lemma 6.20. Falls N +1 reelle Zahlen si, ..., s% € R den folgenden N —1
gekoppelten Gleichungen (k=1,...,N —1)

fk—H - fk _6fk - fk—l

hi_1 8%_1 +2(hk,1 + hk) S;C +hy 3k+l (623)
N —~— - I hi—1
My My, M1 N

9k

gentigen, so liefert der lokale Ansatz ([6.22) mit den Setzungen

b o1 = Ju
6hy T hy

M, My — My,

Ck = —(» a’k:fka dk_

hi
5 5 (Mk+1+2Mk)

firk=0,...,N —1 eine kubische Splinefunktion s € Sas, die die Interpo-
lationsbedingung s(xy) = fr erfillt.

Beweis. Vorlesung oder Barwolff bzw. Plato m

Bemerkung. Die Momente M, ..., My stimmen mit den 2. Ableitungen
der Splinefunktion s in den Knoten z iiberein

sp=My=5"(xy), k=0,...,N

(6.23)) bedeutet: Es liegen N — 1 Bedingungen fiir N 4+ 1 Momente vor, d.h.
es gibt 2 Freiheitsgrade. Diese werden durch die folgenden Randbedingungen
festgelegt:

e Natiirliche RB s{j = 5%, =0
e Vollstindige RB s = f{, sy = fx fiir geg. f), fy € R
e Periodische RB s, = sy, sj = s

(diese Festlegungen korrelieren mit den Bedinungen (a), (b), (¢) des Satzes

G.19)

6.8.4 Gestalt der Gleichungssysteme
Natiirliche Randbedingunden

2(ho + hy) hy 0 M, g
hq 2(hy + ho) _
' hn—2
0 hy—o 2(hn—2+ hy-1) Mny_1 | g
(6.24

107



Vollstindige Randbedingungen

2h0 hg 0 MO
ho  2(ho + hy)

2(hn—2+ hn-1) hyn-
0 hiv—1 2hn—1 My

Dieses Gleichungssystem erhélt man durch die Beziehungen

(6.25)

(6.26)

/ / - h
s'(xg) = ph(wo) = by = —flh Jo EO(M1 + 2Mo)
0
— fvo1 hao
s(zy) = pPyylan) = hoNfN L ]\él(MN_1+2MN), (6.27)
-1

woraus sich mit s'(xg) = f} bzw. §'(xy) = fj die beiden Gleichungen

oMy + hoMy = —6s/(wo) + 670 = gy 6Ty,
0
By My 1+ 2hy My = 68'(zy) — 62NN g N TSN
h’N—l hN—l
und damit (6.25) ergeben.
periodische Randbedingungen
2(hN_1 + h()) h() hN—l MO o
ho 2(ho + hy)
hn_o
hN—l hN_Q 2(hN—2 + hN—l) MNfl I IN_1
(6.28)

Die erste Gleichung des Systems ergibt sich unter Nutzung der periodischen
Bedingungen My = My bzw. s; = s und der Beziehungen (6.26]), ([627]) zu

fi—Jfo ho N[N

hO 6 hN—l 6

bzw.

2(hn—1 4 ho) Mo + hoMy + hy 1My =6

hn_
— (M + 2M,) = + N My + 2M)

I R

ho hn_1

Die letzte Gleichung des Systems (6.28)) ergibt sich mit My = My unmittel-

bar.
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6.9 Existenz und Eindeutigkeit der betrach-
teten interpolierenden kubischen Splines

Alle Koeffizientenmatrizen der Gleichungssysteme zur Berechnung der Mo-
mente My = s} haben die Eigenschaft, strikt diagonal dominant zu sein, d.h.

es gilt fiir die Matrix A = (a;;) € RV
N
> aw] < lawel, k=1,...,N. (6.29)
k#j=1

Lemma 6.21. Jede strikt diagonal dominante Matriz A = (ax;) € RV*N st
requdr und es gilt

||x\|ooskrglaxN{<|akk|— > |akj|>-1}||Ax||oo, TER" (6.30)
""" k#j=1

Beweis. Fiir x € RY sei der Index z € {1,..., N} so gewiihlt, dass |z| =
||z]|, gilt. Dann findet man

N N
1Azl > [(Ax)| = D arjay| > lawe| [zl = > law| |
j=1 k=1
N N
> ] ol = D aw] el = (\akk\ - > \%’\) %]
k=1 k=1
N —1
&zl < (!GMJ - > |%‘!> Az
ktj=1

Dies liefert die Giiltigkeit von (6.30) woraus die Regularitdt von A direkt
folgt. (Aus Az = 0 folgt x = 0 als einzige Losung) O

Korollar 6.2. Zur Zerlegung A und den Werten fy, ..., fn € R gibt es je-
weils genau einen interpolierenden kubischen Spline mit den oben diskutierten
Randbedingunen.

Beweis. Die jeweiligen Koeffizientenmatrizen sind strikt diagonal dominant
~ s} eindeutig ~» Existenz und Eindeutigkeit der kubischen Splines. O]
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6.10 Fehlerabschitzungen fiir interpolieren-
de kubische Splines

Zuerst schreiben wir die Gleichungen (6.23) fiir die Momente durch die je-
weilige Division durch 3(hg—1 + hg) in der Form

hg—1 " 2 " hy, "
- - _ + —_ + -
By + ) T BT By + hy)
Jr1 — [ Jr — fem1 A

=2 -2 =
hi(hi—1 + hi) hi—1(hg—1 + hi) Ik

auf, was fiir natiirliche Randbedingungen auf das Gleichungssystem

[ 2 _h 0 T
3 3(h0+h1)
hy 2 ha
3(h1+ha2) 3 3(h1+ha)
B = ) .
hn_3 2 hn—2
3(hn_3+hN_2) 3 3(hn_3+hN_2)
0 hn—2 2
| 3(hn—2+hNn—1) 3 i
7 o~ T
51 91
B _ (6.31)
" A
| SN—1 | | IN-1 |

fithrt (hy = 2zgs1 — 2x). Die Eigenschaften der Matrix B, werden in den
Fehlerabschétzungen fiir interpolierende kubische Splines wesentlich benutzt.

Lemma 6.22. Zu einer gegebenen Funktion f € C4a,b] mit f"(a) = f"(b) =
0 bezeichne s € Sag den interpolierenden kubischen Spline mit natirlichen

Randbedingungen. Dann gilt

max
k=1,..,N—1

Beweis. (Beweisskizze)

3
|S”(xk’) - f//(xk)| S Z Hf(4)||oo hrgnax

(6.32)

Die Aussage des Lemmas wird unter Nutzung einer Beziehung, der Form

[ (1) — $(z1) ]

| f(@va1) = sy
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nachgewiesen, die man durch Taylorentwicklungen von f"” und f erhélt, wobei
d; und 0; jeweils von der Ordnung O(h2,,,), Mmaer = MaXk—o, N—1 Tkt1 — Tk,
sind.

Fiir die strikt diagonal dominante Matrix B kann man die Abschitzung

N—1
2]l < (bl = > loasD) ™" | Ball,
ktj=1
nachweisen (Ubung), und mit
hy, hk+1 1
b b =—,k=2...,N=-2
rad = Z gl = 3+ ) 3(haer +hy) 3

k#j=1

erhdlt man letztendlich die Beziehung (6.32)) (die erste und die letzte Glei-
chung des Systems ([6.33)) sind auf Grund der Randbedingungen trivial). [

Das Lemmal[6.22]ist die Grundlage fiir den folgenden Satz zur Fehlerabschatzung
der Spline-Interpolation

Satz 6.23. Sei f € C%[a,b] und sei s € Sa 3 ein interpolierender kubischer
Spline. Weiter bezeichne hy = xpy1 —xp firk=0,...,N —1 und

hmax = max  hg, hpm = min Ay
k=0,..,.N—1 k=0,...,.N—1
Falls
max_["(0) = /(@] < C O] i,

.....

erfillt ist mit einer Konstanten C' > 0, so gelten mit der Zahl c := Z“#(C—i—}l)
die folgenden Abschdtzungen fir jedes x € |a, b]

|s(x) = f(@)] < c|[fP] o (6.34)
|s'(x) — f( IFD L P (6.35)
8" (2) = f"(2)] < e[ fO . Mo (6.36)
5@ (@) = FO@)| < e||fO) hmax s TE @8 k=0,...,N. (637

8

I/\ ININ TN

Beweis. Zuerst wird (6.37)) nachgewiesen. s” ist als 2. Ableitung eines Poly-
noms 3. Grades affin linear auf [z, x| fir k=0,..., N — 1, d.h.

NE) (z) = 5/,($k+1)h— s" (x,)
k

=const, xp < < Tpi, (6.38)
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Taylorentwicklung von f” um x € [xy, x4, 1] liefert

(x — )2

3) (o [ (@) — " (k) _ (Ths1 — @)° (4)
19 () = f i

(4)
I o F(Br)
(6.39)
fiir gewisse Zwischenstellen ay, B € [a, b]. Subtraktion von (6.38)) und (6.39)

ergibt

(Oék) +

O ) — fay = S @) = Fan) ) = ()

hk hk
(o = 22O ) — (@ = 2V (B)
2hy
~ ‘5(3)(:6) — f(3)(x)|
1 h2
(4) 2 2 ﬂ
SHf Hoo min{ho,.. hN 1}<Chmax+0hmax 2 )
h
hm ||f4)H max:20||f(4)Hoohmax

wobel

(@h1 — )" + (& — 21)? = (231 — 23)? = 2801 — 2) (2 — 22)
< (xk—i-l — I’k) < h? Vr € [[Ek,fbk+1]

max

beriicksichtigt wurde.

Die restlichen Fehlerabschiatzungen (6.36]), (6.35), (6.34) erhélt man durch
sukzessive Integration von (6.37)) unter Nutzung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung. O

Bemerkung. Die wesentliche Voraussetzung des eben bewiesenen Satzes
iiber den Fehler der 2. Ableitungen in den Knoten ist typischerweise erfiillt
(siehe auch Hilfssatz [6.22] fiir den Fall natiirlicher Randbedingungen).
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Kapitel 7

Numerische Integration

Ziel ist die Berechnung des bestimmten Integrals i/i.rle—
b sung
/ f(x)dz am
@ 05.12.2012

wobei man aus unterschiedlichen Griinden nicht die Berechnung mittels einer
Stammfunktion F'(x) durch

b
| #a)ae=F6) - Pl

nutzen kann oder will. Entweder findet man kein auswertbares F'(z) wie im
Fall von f(z) = < oder f(z) = e~ oder die Berechnung von F(b), F(a) ist
zu miihselig.

7.1 Numerische Integration mit Newton-Cotes-
Formeln

e Aquidistante Unterteilung von [a, b]

b—a

n

rr=a+kh, k=0,...nh=

e Verwendung des Interpolationspolynoms p,, € II,, fiir die Stiitzpunkte
(g, f(xg)), d.h. es ist

pn(xk) = f(l'k), k=0,...n
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e Niherung des Integrals fab f(x)dz durch

bpn(x)dx ~ bf(:v)dx
[ et |

Mit dem Lagrangschen Interpolationspolynom

pu(@) = fuli(x),  fi = f(zs)

erhalt man

k=0
n b n
r—x
“Son [ I =
k=0 YA ppj—o Tk T

also , .
/ pa(z)dz = (b—a) Y _ frow (7.1)
a k=0
mit den Gewichten
/M s—17J
op = — -ds, k=0,...,n (7.2)
n Jo L k-7
k#j=0
Fiir n = 1 erhalt man
ls—1 1 L 1
= ds= —=(s —1)%| == = —
00/00—15 Q6 =3 1=3
woraus mit
b b b —a
[ s [ pia)de =250 @) + £0) (73)



die Trapezregel folgt.
Fiir n = 2 ergibt sich

1 [Ps—1 s—2 1 [,
- : == — 354 2)d
70 2/00—1 02 1), (¢ s
1[s? 52 118 1[(8—-6 1
4{3 2+}4[ 6+]4[3}6
1 4
09 ==, 01= =
2 67 1 6

woraus mit

/ ) ~ / el = 1= (r@+ar (“50) +50) @

Die Simpson-Regel, auch Keplersche Fassregel genannt, folgt.
Fiir n = 3 findet man auf analoge Weise mit

/abf(x)dx ~ /abpg(x)d:c
_ bg“ <f(a) +3f (Qa;b) +3f <a+32b) +f(b)> (7.5)

die Newtonsche %—Regel.

Definition 7.1. Die Ndiherungsformel

n

Qulf) = / pu(@)dz = (b— )3 flaw)oy (7.6)

k=0

zu den Stiitzstellen x, ..., z, fir das Integral fabf(x)dm nennt man inter-
polatorische Quadraturformel.

Gilt fiir die Stiitzstellen x, = a + kh,h = b’T“, k =0,...,n spricht man bei
der Quadraturformel von einer abgeschlossenen Newton-Cotes-Quadratur-
formel.

Definition 7.2. Mit

b
E.lf] = / fla)de — Qu=1-Q, (7.7)

bezeichnet man den Fehler der Quadraturformel (),,. Eine Quadraturformel
hat den Genauigkeitsgrad m € N, wenn sie alle Polynome p(x) bis zum Grad
m exakt integriert, d.h. E,[p] = 0 ist, und m die grofitmogliche Zahl mit
dieser Eigenschaft ist.

Es gilt offensichtlich der folgende
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Satz 7.3. Zu den n+1 beliebig vorgegebenen paarweise verschiedenen Stiitzstellen
a < xg < --- < x, <b existiert eine eindeutig bestimmte interpolatorische
Quadraturformel deren Genauigkeitsgrad mindestens gleich n ist.

Fiir die Simpsonregel findet man

b _ 3
Eg[xg]:/ x?’dx—bTa[ag—l—él(a;b) + b

b— 1
= —(b* —a') - = ¢ {a?’ + §(a3 + 3a%b + 3ab® + b*) + 63]

und
Ey[z*] #0

Aufgrund der Additivitdt und Homogenitédt des Quadraturfehlers, d.h.

ist die Simpsonregel fiir alle Polynome 3. Grades exakt, allerdings nicht mehr
fiir Polynome 4. Grades. Damit hat sie den Genauigkeitsgrad 3 obwohl ihr
nur ein Interpolationspolynom vom Grad 2 zugrunde liegt.

Generell findet man, dass die abgeschlossenen Newton-Cotes Quadraturfor-
meln @, fiir gerades n den Genauigkeitsgrad n + 1 haben.

Setzt man bei der zu integrierenden Funktion f die (n+1)- bzw. (n+2)-malige
stetige Differenzierbarkeit voraus, dann gilt fiir Fehler der ersten Newton-
Cotes-Quadraturformeln

E\lf] = —h*f"(), h=b—a

Blf] = b f ), h="7"
Blf] = b Om), h="2"

b—
Bilf] = — e h fO(), h=""

wobei 1 € [a, b] jeweils ein geeigneter Zwischenwert ist.

7.2 Summierte abgeschlossene Newton-Cotes-
Quadraturformeln

Trapezregel (Q1) und Simpsonregel (()2) bedeutet also die Integration von p;
bzw. py zur naherungsweisen Berechnung von I = fab f(z)dz. Bei der Inter-
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polation haben wir die Erfahrung gemacht, dass Polynome hoheren Grades
zu Oszillationen an den Intervallrdndern neigen. Man stellt auch fest, dass
ab n = 8 negative Gewichte o, auftreten.

Um die Genauigkeit zu erhohen, verzichtet man auf die Vergroferung von n
und wendet stattdessen z.B. die Trapez- oder Simpsonregel auf N Teilinter-
vallen an.

Zur ndherungsweisen Berechnung von ff f(x)dz unterteilt man das Intervall
[a, B] durch

a=210<...<T1p =200 < ... <IN_1n=2IN0 < ...<ZTnp,=2[

in N gleichgroie Teilintervalle [xjo,2;,], j = 1,..., N mit jeweils n + 1
Stiitzstellen. Auf den Teilintervallen [a, b] = [0, 2] ndhert man das Integral

/Jnf(x)dx mit @

zu den Stiitzstellen xjo, ..., z;, an. Die Summation iiber j ergibt mit

N
Sn,N = Z Qn,j
j=1

die sogenannten summierten abgeschlossenen Newton-Cotes- Formeln.
Mit y;x = f(xjx) erhélt man fiir n = 1 die summierte Trapez- Regel (h =
B—a

=)

1 1
Sin=~h 5910 + Yoo+ -+ Yno + §?JN1

=h [1@10 +yni) + Y ko (7.8)

2
k=2

und fiir n = 2 die aufsummierte Simpson-Regel (h = ’Bz;NO‘)

San =73

N-1 N
(10 + ynz2) + 2 Z Yj2 +4 Z yﬂ] (7.9)

j=1 j=1

Fiir die Quadraturfehler summierter abgeschlossener Newton-Cotes- Formeln
gilt der
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Satz 7.4. Wenn f(x) in [, 8] fir gerades n eine stetige (n+2)-te Ableitung
und fiir ungerades n eine stetige (n + 1)-te Ableitung besitzt, dann existiert
ein Zwischenwert £ €la, B[, sodass die Beziehungen

(n+2)(€>
E =K, pr2d &) 7.10
fiir gerades n und
E Lnnh REARE( 7.1
=L, yh"T V—= A1
fiir ungerades n mit gelten, wobei K, n und L, ny von o, 3 abhingige Kon-
stanten sind, und h = % gilt.

Beweis. Fir N = 1, also z.B. fiir die einfache Simpsonregel soll der Beweis
der Beziehung ([Z.I0) skizziert werden. Wir betrachten dazu die Darstellung
der Funktion f

fx) = fleo] + flrox](x — xo) + -+ + flrory ... xn](x — x0) ... (. — 2p_1)
+ f[xoxlmnf]n(a:—xl) + “)C(T(i()')) x—E)H(:p—xZ) (7.12)
n (n+2) (¢ (1
=: pu(2) +f[x0x1...a:nf]H(x—xi) +‘JC(T(£2()!))(x—JE) wn (),

i=0
also die Approximation durch ein Polynom (n + 1)-ten Grades mit dem ent-
sprechenden Rest- bzw. Fehlerglied, wobei T # xy, k = 0,...,n, gelten soll.
Der entscheidende Grund fiir die Giiltigkeit von (I0) ist der Fakt, dass der
vorletzte Summand f[zg...2,Z| [[[_o(z — 2;) = flzo ... z,Z]w,(x) eine un-
gerade Funktion beziiglich des Mittelpunktes x,,/, des Integrationsintervalls

[a, b] ist. Damit verschwindet das Integral fab wn () dz, so dass sich

B 1 B _ -
[ @ =mande = g [ @) @ = 2) (o) do

ergibt. Da das Integral stetig von z abhéingt, ergibt der Grenziibergang £ — 0
und die Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung schlieflich die
Beziehung

(n+2) B (n+2)
f (5) / an(l') dCL’ — Knlhn+2f (6)
(n+2)! J, ' (n+2)!
mit einem von «, 3 abhéngigen Faktor [, 1, fiir den man im Fall n = 2 durch
die Ausfithrung der Integration

ESn,1 [f] -

2

K2,1 = —1—5(5 - 04)
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erhélt. Die Beziehung ([Z.I1]) erhélt man direkt aus dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung. ]

Im Folgenden werden wir nach Quadraturformeln suchen, die genauer als die
Newton-Cotes-Formeln sind.
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7.3 Gaul-Quadraturen

Bei den Newton-Cotes-Quadraturformeln ist man von einer vorgegebenen
Zahl von &quidistanten Stiitzstellen xo,...,z, ausgegangen und hat eine
Naherung des Integrals f;}” f(z)dz durch das Integral des Interpolations-
polynoms p,(x) fir (xy, f(zx)), kK = 0,...,n angendhert. Dabei waren als
Freiheitsgrade die Integrationsgewichte o zu bestimmen.

Bei den Gaul-Quadraturformeln verzichtet man auf die Vorgabe der Stiitzstel-
len und versucht diese so zu bestimmen, dass die Naherung des Integrals
besser als bei den Newton-Cotes-Formeln wird.

Bei den Gau3-Quadraturen verwendet man als Bezeichnung fiir die Stiitzstel-
len oft A\q,...,\,, da sie sich letztendlich als Nullstellen eines Polynoms n-
ten Grades ergeben werden. Wir wollen sie im Folgenden aber weiter mit
x1,...,T, bezeichnen und beginnen aber im Unterschied zu den Newton-
Cotes-Formeln bei k = 1 zu zéhlen.

Ziel ist die Berechnung des Integrals ff g(x)dz wobei man die zu integrierende
Funktion in der Form g(x) = f(x)p(z) mit einer Funktion p(z), die mit der
evtl. Ausnahme von endlich vielen Punkten auf [a, b] positiv sein soll, vorgibt.
p(x) heifit Gewichtsfunktion. Es ist also das Integral

1= [ s@pwar = [

numerisch zu berechnen. Im Folgenden geht es darum, Stiitzstellen . € [a, b
und Integrationsgewichte o, so zu bestimmen, dass

I = Zajf(xj) (7.13)

eine moglichst gute Ndherung des Integrals I ergibt. Fordert man, dass
die Formel (ZI3) fir alle Polynome f(z) bis zum Grad 2n — 1, d.h. fiir

20, 2t ... 2?1 exakt ist und somit I,, = I gilt, dann miissen die Stiitzstellen
x1,...,T, und die Gewichte oy, ...,0, Losungen des Gleichungssystems
n b
Zajxf = / 2 p(x)dx (k=0,1,...,2n—1) (7.14)
j=1 a

sein. Wir werden im Folgenden zeigen, dass das Gleichungssystem ([T.I14]) ein-
deutig losbar ist, dass fiir die Stiitzstellen z;, €]a, b| gilt und dass die Gewichte
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o positiv sind.

Zuerst ein

Beispiel. fiir die Berechnung von f_ll f(z)p(xz)dz mit der Gewichtsfunktion
p(x) = 1 und der Vorgabe von n = 2 bedeutet (.14]) mit

1 1 1 9 1
/ de =2, / xdx =0, / 22dr = =, / =0
~1 -1 -1 3 1

das Gleichungssystem

o1+ 09 = 2
O1T1 + 02%9 = 0 (715)
5 2

le% + o915 = 3
017 + o9 = 0
tir (CI5) findet man mit
1 1
AT

eine Losung und damit ist die Quadraturformel

() ()

fiir alle Polynome f(x) bis zum Grad 3 exakt, d.h. es gilt

[ swie=1(~35) +1 (55)

Wir sind also besser als mit der Trapezregel.

1 = — 0'120'2:]_

7.3.1 Orthogonale Polynome

Die beiden Stiitzstellen aus dem eben diskutierten Beispiel sind mit —\/ig

und Ls gerade die Nullstellen des Legendre-Polynoms po(x) = 2% — % zweiten
Grades. Das ist kein Zufall, sondern darin steckt eine Systematik. Deshalb
sollen im Foglenden orthogonale Polynome besprochen werden.

Mit einer Gewichtsfunktion p(x) statten wir den Vektorraum II aller Poly-

nome iiber dem Korper der reellen Zahlen mit dem Skalarprodukt
b
.= | paalaip(o)is (7.16)
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fiir p, ¢ € 11 aus. Folglich ist durch

bl = 0.0, = [ Palp(o)is (r.17

eine Norm definiert. Der Nachweis, dass (I6), (ZIT7) Skalarprodukt bzw.
Norm sind, sollte als Ubung betrachtet werden.

Definition 7.5. Die Polynome p,q € 11 heifflen orthogonal beziglich (-, ~>p,
wenn

(p.q),=0

qilt.
Ist V' ein Unterraum von 11, dann wird durch

VE={fell(f,p),=0 VpeV}

das orthogonale Komplement von V bezeichnet.
Die lineare Hiille der Funktionen py,...,p, € Il wird durch

Span{pb s 7pn} = {Clpl + -+ cnpn|cla ., Cp € K}

definiert, wobei K der Zahlkérper ist, iiber dem der Vektorraum der Polynome
IT betrachtet wird (und wenn nichts anderes gesagt wird, betrachten wir K =

R)

7.3.2 Konstruktion von Folgen orthogonaler Polynome

Wir wissen, dass die Monome 1,z,...,2",... eine Basis zur Konstruktion

von Polynomen bilden. Mit py(z) = 1 wird durch

n—1 <

xnvpj>p
po(z) = 2" — —Fpi(x) (7.18)
]Z; {prpi),"”

also mit dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt eine Folge

paarweise orthogonaler Polynome definiert (beziiglich des Skalarproduktes

{)0)

Beispiel. Mit [a,b] = [-1,1] und p(x) = 1 erhélt man ausgehend von
1 3 4

pi(x) =z, po(x) =2a® - 3’ ps(z) = 2° — 5% pa(z) =zt — 5172 + 105

(7.19)
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paarweise orthogonaler Polynome beziiglich des Skalarproduktes

(p.q), = / p(z)q(r)dz

1

Die eben konstruierten orthogonalen Polynome heiflen Legendre-Polynome.

Bemerkung 7.6. Bezeichnet man durch Il = span{py,...,pr} den Vek-
torraum der Polynome bis zum Grad k, dann gilt allgemein fiir die Folge
paarweise orthogonaler Polynome py, ..., p, mit aufsteigendem Grad

Dn € Hﬂz_—l

Beispiel. Mit [a, ] = [~1,1] und der Gewichtsfunktion p(z) = (1 —22)"2 =
\/11_? erhdlt man mit dem Gram-Schmidt-Verfahren (7T.I8) ausgehend von
po = 1 mit

po(z) =1, p(z) =2, pofx)=2"— %, p3(z) = 2% — Zl’ (7.20)

die orthogonalen Tschebyscheff-Polynome.

Sowohl bei den Legendre- als auch bei den Tschebyscheff-Polynomen findet
man jeweils einfache reelle Nullstellen, die im Intervall ]a, b] liegen. Generell
gilt der

Satz 7.7. Die Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms beziiglich eines In-
tervalls [a,b] und einer Gewichtsfunktion p sind einfach, reell und liegen im
Intervall ]a, b]

Beweis. Es seien a < Ay < --- < \; < b (0 < j < n) die Nullstellen von p,
in |a, b, an denen p,, sein Vorzeichen wechselt (diese Nullstellen haben eine
ungerade algebraische Vielfachheit). Es wird nun j = n nachgewiesen.

Fir 7 <n — 1 hitte das Polynom

g(x) == TI_, (z = \)
den Grad 0 < 57 <n —1, so dass

(Pn:q), =0 (7.21)

folgt, weil p, nach Konstruktion orthogonal zu sdmtlichen Polynomen mit
Grad kleiner oder gleich n — 1 ist. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
ist p, als Produkt



darstellbar, wobei v(x) auf [a, b] keine Stellen enthélt, wo p,, sein Vorzeichen
wechselt (A1, ..., \; waren ja alle Stellen mit dieser Eigenschaft). Damit wére
aber

b b
(Pnsq), =/ pa(®)q(x)p(x)dx :/ v(z)q* (@) p(x)dx # 0

was der Annahme (T2I)) (bzw. j < n — 1) widerspricht. Also gilt tatsdchlich
Jj = n und damit ist der Satz bewiesen. O]

Nun kommen wir zur Definition der Gaufl-Quadratur

Definition 7.8. Mit xy,...,x, seien die Nullstellen des n-ten Orthogonal-
polynoms p,(x) gegeben. Die numerische Integrationsformel

=Y oif(ey) mit o5=(L;,1), = / Li@p(e)de  (7.22)

heifit Gaufische Quadraturformel der n-ten Ordnung oder kurz Gauf$- Quadratur
zur Gewichtsfunktion p

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Stiitzstellen z; und Gewichte oy als
Losung des Gleichungssystems ((7.14]) gerade die Nullstellen des n-ten Ortho-
gonalpolynoms p,(z) bzw. die Gewichte geméfl (7.22]) sind und damit die
Gleichwertigkeit der Formeln (7.13) und (7.22]) nachgewiesen.

Satz 7.9. Mit x1,...,x, seien die Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms
pn(x) gegeben.

FEs existiert eine eindeutig bestimmte Gauf-Quadratur ((22)). Bei der Gauf-
Quadratur sind alle Gewichte gemafs ([.22) positiv und die Quadratur ist fir
jedes Polynom vom Grad m < 2n — 1 exakt, d.h. es gilt

/ p(x)p(z)dz = (p,1 Zajp z;), Vp €y, (7.23)

Auflerdem ist die Quadratur interpolatorisch, d.h. es qilt fiir das Interpolati-
onspolynom g,—1 zu den Stitzpunkten (z;, f(x;)),j=1,...,n

b
/ Gn— 1 dx_ZUJQn 1 x] Zajf IJ
a

Beweis.
Wir betrachten ein Polynom p € Ily,_; mit Grad m < 2n — 1. Durch Po-
lynomdivision findet man fiir das n-te Orthogonalpolynom Polynome ¢,r €
anl mit

P r
=g+ —Sp=qpt+r

pn n
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Mit den Nullstellen xq,...,x, von p, gilt p(z;) = r(z;) fir j = 1,...,n.
Unter Nutzung des Lagrangeschen Interpolationspolynoms erhélt man fiir
r(z) die Darstellung

r(x) =Y r(w)Lix) = ZP(%’)LJ@) :

j=1

Wegen (q,pn)p =0 gilt
b
| p@p(e)is = o1, = (0.0, + .1, = (1),

b b "
— [ r@p)de = [ bl Lywple) da

= pla;) (L 1), =Y ospl))
=1 =1
Fiir p(x) = sz(x) € Il,,_» ergibt die eben nachgewiesene Formel
0 < ILills = (L3,1), = Y onLi(zi) = o
k=1

Wegen L3 (xy) = 67, folgt die Positivitit der Gewichte.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit der GauB-Quadratur nimmt man an, dass
eine weitere Formel

I = i ot f(x2) (7.24)
j=1

existiert mit xy # x} fiir k # j, deren Genauigkeitsgrad gleich 2n —1 ist. Die
Positivitét der o} wird analog der Positivitdt der o; gezeigt.
Fiir das Hilfspolynom vom Grad 2n — 1

L
W) = Liepale), Lie) = [ ——%
kAj=1"F

ergibt (C.24) den exakten Wert des Integrals fiir h(z), also
b b
[ hwpla)de = [ L@@z

= S Li@)pa(?) = oipala})
j=1
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fir alle k = 1,...,n. Da das 2. Integral fab Li(@)pa(2)p(z)dz = (L, pn),
wegen der Orthogonalitdt von p, zu allen Polynomen bis zum Grad n — 1
gleich Null ist, folgt o}p,(z}) = 0 fiir alle k = 1,...,n. Wegen der Positivitét
der Gewichte miissen die z} Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms p,,(z)
sein, die eindeutig bestimmt sind. Damit ist die Eindeutigkeit der Gauf3-
Quadratur bewiesen. O

Auf der Grundlage des Fehlers der Polynominterpolation von f(x) durch ein
Polynom n-ten Grades kann man den Fehler der Gauf}-Quadratur bestimmen,
es gilt der

Satz 7.10. Mit den Stiitzstellen und Gewichten aus Satz[7.9 gilt fiir auf dem
Intervall [a,b] 2n-mal stetig diffbare Funktionen f(x)

2
" Al

| 1@n@ar =30, = e (129)

j=1
mit einem Zwischenwert & €]a, b].

Die folgende Tabelle zeigt Intervalle, Gewichtsfunktionen, die zugehérigen
Orthogonalpolynome und deren Name (a, 8 > —1)

’ Intervall \ p(x) \ Doy P1s - - - \ Bezeichnung ‘
[—1,1] 1 1,z,2% — %, Legendre
[—1,1] ll_xg Lo —3,. .. Tschebyscheff
—1,1] | Q1—2)*1+2)’ | 1,3l — B+ (a+ B+ 2)z] Jacobi

] — 00, 00] e’ Lz,a?— 1233z, .. Hermite
[0, 00 e T lLLe—a—1,... Laguerre

Mit den in der Tabelle angegebenen Polynomen und deren Nullstellen las-
sen sich Quadraturformeln fiir endliche Intervalle und unendliche Intervall
konstruieren.

Die Tschebyscheff-Polynome sind trotz der Gewichtsfunktion gegeniiber den
Legendre-Polynomen attraktiv, weil man die Nullstellen des n-ten Tschebys-
cheffschen Orthogonalpolynoms explizit angeben kann (durch eine Berech-
nungsformel, s.dazu (6.I7) ) ohne die Polynome auszurechnen. Das ist bei
den anderen Polynomen aus der Tabelle nicht direkt moglich.
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7.4 Numerische Integration durch Extrapo-
lation

Die summierte Trapezregel zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals
f: f(z) dx kann man bei der Verwendung von N Teilintervallen in der Form

T(H) = Six = ALg(F(a) + FO) + 3 Fla-+ i)

mit A = b_T“ aufschreiben.

Die Grundidee der numerischen Integration durch Extrapolation besteht in
der Nutzung der Werte der Trapezsumme T'(h) fiir unterschiedliche Schritt-
weiten hg, h1, um durch Extrapolation auf A = 0 zu schlielen.

Die entscheidende mathematische Grundlage hierfiir ist der

Satz 7.11. Fir eine Funktion f € C*""2[a,b] besitzt T(h) die Entwicklung

T(h) =19+ 1h* + (R + - + 7 (h®)™ + Rppy1 (h) (7.26)
mit
b
TN = / f(z)dx,
no= Sl - pu)

(Bax(0) sind die Bernoullischen Zahlen, die unten definiert werden, und die
unabhingig von h sind, und damit sind auch die T, unabhdngig von h) und
dem Restglied R, 1

Rpi1(h) = O(h*™+2)

Bevor der Beweis dieses Satzes diskutiert wird, sollen hier Bernoulli-Polynome
bzw. die Bernoulli-Zahlen eingefiihrt werden. Bei dem Namensgeber und ” Er-
finder” der Polynome und Zahlen handelt es sich um Jakob Bernoulli (im
Unterschied zu Johann Bernoulli, der mit den Bernoulli-I’Hospitalschen Re-
geln).

Definition 7.12. Die Bernoulli-Polynome sind wie folgt rekursiv erkldrt:
Mit By(x) = 1 wird firk =1,2,...

Bk(ZL‘) = Ak + k/ox Bk_l(t) dt , T E [0, 1], (727)

mit Ay — —k /0 K /0 “BeaWd)ds . (7.28)
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Die ersten Bernoulli-Polynome ergeben sich damit zu

1 1
Bi(z) = x—a, Bg(x):x2—x+6,
B( _ 3_§2 1 B _ 4_23 2_i
s(x) = « 5% T 5% W(z) =2 x4+ 30"

Wichtige Eigenschaften von Bernoulli-Polynomen:

(a) Es gilt By € I}, fiir k=0,1,..., und

1
Bl(x) = kB 1 (), / Buw)dr =0 fix k=1,2,. . .
0

(b) Es gilt B(0) = —%, Bi(1) =

55 , und

(c¢) Die Funktion By ist gerade beziiglich x = % und Bgyy ist ungerade
beziiglich = = %, d.h., es gilt

1 1 1
BQk(——HU):sz(E—x) fiir 0§x<57

5 =
1 1 ) 1
Bogi1(= +2) = =Bopyi(z —x) fir 0<ax< =
2 2 2
(d) B2k+1(0) = ng+1(1) =0 fur k= ]., 2, e
Definition 7.13. Die Zahlen
Bo(0), k=0,1,2,...
heiffen Bernoullische Zahlen.
Mit
1 1 1 1
Bo(0) =1, By(0)=— 4(0) = — Bs(0) = s(0) = —o=

findet man die ersten Bernoullischen Zahlen.

Beweis. Nun soll der Beweis von Satz [[.11] skizziert werden. Zuerst setzt
man die Bernoulli-Polynome By von dem Intervall [0, 1] ausgehend mit der
Periode 1 periodisch fort, und zwar durch

Sp(x) = Br(x —j) fir j<xz<j+1, j=0,1,....
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S ist eine Ségezahnfunktion, S, ist stiickweise stetig diff’bar und fiir £ > 3
ist Sy stetig diff’bar und es gilt

Si(z) =kSy_1(z) fir j<x<j+1, jeNy (k=1,2,...).

Weiter zeigt man, dass die Darstellung (7.26]) mit den dort angegebenen g, 7
richtig ist, und dass

r—a

m/a [Som+2(0) = Sam-+2( 5 N+ (1) da) R 2

Ripya(h) = (

gilt. Fiir R,,;1(h) ergibt sich dann offensichtlich
Rpyi1(h) = O(h*™+3)

Man weist letztendlich die Giiltigkeit der Entwicklung fiir 7'(h) durch den
Nachweis der dquivalenten Aussage (Euler-Maclaurinsche Summenformel)

@+g(1)+---+g(1\7—1)+@—/ONg(t)dt

m

= 3 Bl ) - g0 + Co
k=1 ’

mit dem Fehlerterm

1 N
Cng1 = )! / (S2m+2(0) — S2m+2(t))9(2m+2) (t) dt
"Jo

(2m + 2
fiir die Intervall-transformierte Funktion (g : [0, N] — R)
g(t) = fla+th)

nach.
Interessierte konnen den Beweis im Buch von R. Plato nachlesen. O

Es ist offensichtlich, dass nach dem Satz [[.11]

/ab flz)dx =1 = }lli{‘r(le(h)

gilt.
Schreibt man nun die asymptotische Entwicklung ((7.20) z.B. fir 3 Schritt-
weiten auf, dann erhélt man
T(ho) ~ T9+ Tlh(z) + Tghé
T(h) = 7o+ mhi+ nhi (7.29)
T(hg) = 70 + Tlhg -+ Tghé
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T(h)
T(hy
P,(h?)
T(hy |
T(ho 4
TO T
ng?  hi? n,? h?

Abbildung 7.1: Polynom py und Stiitzwerte (hi, T'(h)), k= 0,1,2

und kann bei Kenntnis der Trapezsummen T'(hy), T (hs) und T'(hs) daraus 7
niaherungsweise ermitteln. Bei den Beziehungen (7.29) macht man aufgrund
von Satz [ 11 nur Fehler der Ordnung O(h®).
Eine andere Interpretation dieser Extrapolationsidee besteht in der Nutzung
der Wertepaare

(hgv T(hO))7 (hfv T(h1>)7 <h37 T(h2>>

zur Bestimmung des Interpolationspolynoms zweiten Grades in h= h?, also

pa(h) = pa(h?) = 7o + F1h* + Fo(h?)?
mit der Eigenschaft
pa(h) = T(hi) , k=10,1,2.

Die Auswertung dieses Polynoms an der Stelle h? = 0 (Extrapolation, s. auch
Abb. [T]) liefert dann die Néherung

b
/ f(z)de =19 = p2(0) =75 .
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7.5 Anwendung des Schemas von Neville Ait- iung2 -
ken - Romberg-Verfahren s

In Anlehnung an die Entwicklung ((Z.26) sucht man also ein Interpolati-
onspolynoms p,, an den Stiitzstellen h7 mit den Funktionswerten T'(hy)
(k=0,...,m) und moéchte dann den Wert des Interpolationspolynoms p,, an
der Stelle h = h? = 0 ausrechnen, dann bietet sich das Schema von Neville-
Aitken zur Polynomwertberechnung fiir das Interpolationspolynom fiir die
Wertepaare (z, f(zg)), K =0,1,...,m, an, also

Z; Ti,o = f(»’l?z) Tz’,l Ti,Q e E,mfl Ti,m
Zo To,o = f(ﬂfo)
w1 || Tio= f(z1) | Tia
T2 T2,0 = f(xz) T2,1 T2,2
T Tm,O = f(xm) Tm,l Tm,? ce Tm,m—l Tm,m
mit m >1¢ >k > 0 und
Tz‘,o = f(Iz)
T(e) = (@ — @) Tip—1(z) — (. — 2)Tic1p-1(2) k>,
Ti — Ti—k
woraus
T (x —x) g1+ (vi — i) Tipo1 — (@ — ) T g1
ok Ti— Ti—g
= Ty A

r—x;

folgt (das feste Argument 2 wurde hier der Ubersichtlichkeit halber weg ge-
lassen).

Beim Romberg-Verfahren geht man von der Entwicklung (7.26) von T'(h) in
h* aus, und d.h., man muss z; = h? setzen. Fiir die Berechnung des Wertes
von p,, an der Stelle i = h? = 0 ergibt das obige Neville-Aitken-Schema

Tio = T(h)

Tipy = Tip—1+
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mit 7}, ,, den Niherungswert fiir 7o = fab f(z)dzx.
Fiir m = 1 erhélt man mit hg =b—a, h; = (b—a)/2

Ty = Tip+ % = % 1,0 — %To,o

b— b b—

= @) + 20 () + 1) - (@) + £(0)
b— b

= @) 47 () + )]

also die Simpsonregel. Fiir h; = bg—ﬂ, t = 0,1 erhdlt man mit
b— b b
7o = 22 1@ + 350 437 (CER) 4 50

die Newtonsche 3/8-Regel.
Als géngige Folgen h;, i = 0,... werden die Romberg-Folge

h h h
ho=b—a, h=2" hy=—7, h=°".
oder die Bulirsch-Folge
— _ ho . hO . hq . ho
ho—b—a, h1—2, h2—3, h3—27 h4—27"‘

verwendet. Zur Romberg-Folge ist noch anzumerken, dass man 7'(h;;1) re-
kursiv aus T'(h;) durch die Formel

T(his1) = T(lhi) = %T(hz')”lm[f(a+hi+1)+f(a+3hi+1)+' ot f(b—hit)]

bestimmen kann.
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7.6 Numerische Integration im Mehrdimen-
sionalen

An dieser Stelle soll nur kurz auf die numerische Berechnung von Mehrfach-
integralen am Beispiel von

I, = / f(z,y)dxdy , B C R? kompakter Bereich, (7.30)
B

eingegangen werden. Im Unterschied zu den Quadraturformeln bezeichnet
man die Naherungsformeln fiir I als Kubaturformeln und diese haben wie
im Eindimensionalen die Form

Z Yig(s, i) (7.31)

zur Ndherung von
/ 9(z,y)w(z,y) drdy
B

wobei w(zx,y) hier eine Gewichtsfunktion (sieche Gaufi-Quadraturen) ist. Von
den Gewichten v;, ¢ = 1,...,n, fordert man Positivitdt und fiir die Kno-
ten soll (z;,y;) € B,i = 1,...,n, gelten. Ebenso wie im Eindimensionalen
definiert man einen Genauigkeitsgrad der Formel (Z.31).

Definition 7.14. Fine Kubaturformel ([{31]) hat den Genauigkeitsgrad m,
wenn sie fir alle Polynome p(x,y) vom Grad < m, d.h. fir alle

pelld:={ Z a;i;x'y | a;; € R}

i+j<m

den exakten Integralwert liefert, d.h.

/ p(x, y)w(w, y) dedy =Y vipl(w:, yi)
8 =1

gilt.
[12 sind z.B. sémtliche Polynome der Form

p(x,y) = apo + a0 + ap 1y + CL2,0$C2 + a1y + a0,2y2 .
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Ich m&chte mich hierbei auf den folgenden Spezialfall, der bei der numeri-
schen Losung von Randwertproblemen mit partiellen Differentialgleichungen
eine grofle Rolle spielt, beschranken. Der Bereich B wird trianguliert, d.h.,

durch
N
Bx) K;,
j=1

approximiert, wobei K; Dreiecke sind, die bis auf mogliche gemeinsame Rand-
punkte/kanten paarweise disjunkt sind. Die ndherungsweise Berechnung von
I> kann dann reduziert werden auf die Berechnung von Integralen der Art

/K f(z,y)dxdy , (7.32)

wobei K C R? ein Dreieck mit den Eckpunkten P, = (z1,y1), P> = (22, 2)
und P; = (x3,ys3) ist. Mit der affinen Transformation

o) Cen) -G Gn o) () o

=:A

wird das gleichschenklig rechtwinklige Referenzdreieck K auf ein beliebiges
Dreieck K C R? mit den angegebenen Eckpunkten abgebildet (s. Abb. [7.2))
und mit der Tranformationsformel fiir Doppelintegrale gilt

/K f(x,y) dady = /K F(p(€m)|det (€, m)] dedly |

so dass es letztendlich reicht, Integrale der Art

/ 9(&,m) d&dn

K

zu approximieren (im Fall der affinen Abbildung ist ¢’ = A, also konstant).
Fiir die Gewichtsfunktion w(z,y) = 1 werden nun Beispiele von Kubaturfor-
meln

| atendsan 3" vig(&m)
=1

betrachtet.

e Die Schwerpunktregel

K

1 11

dédn ~ —g(=, =

/g(f,n) gdn = 59(3.3)
hat den Genauigkeitsgrad 1.
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P2

>

Abbildung 7.2: Affine Transformation ¢ von K auf K

e Die Formel

/Kg(f,n) dédn =~ %[9(0, %) + g(%, %) + g(%, 0)]

hat den Genauigkeitsgrad 2 (s. Abb. [[3] links).

16§ 16

16

Abbildung 7.3: Position der Stiitzpunkte
e Die Formel

7
/R g€ m) dedn ~ 3" g€ )
=1

mit den Stiitzpunkten und Gewichten gemé&fl der Tabelle
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S M Vi
0 0 | 1/40
10 | 1/40

0 1 | 1/40
12 0 | 1/15
1/2 1/2| 1/15

0 1/2| 1/15
1/3 1/3 | 27/120

N O U W N .

hat den Genauigkeitsgrad 3 (s. Abb. [[3 rechts).

Speziell bei der Anwendung der Finiten-Element-Methode zur Losung von
Randwertproblemen geht es bei der Berechnung von Steifigkeits- oder Masse-
matrizen letztendlich darum, Polynome auf Dreiecken (oder auch Vierecken,
was auch nicht so kompliziert ist) zu integrieren, was mit den angegebenen
Kubaturformeln leicht machbar ist.

Frohe Weihnachten und alles Gute fiir 2012
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Kapitel 8

Numerische L6sung von
Anfangswertaufgaben

Anwendungen wie Flugbahnberechnungen, Schwingungsberechnungen oder
die Dynamik von Rauber-Beute-Modellen fithren auf Anfangswertprobleme
fiir Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen:

Definition 8.1. Fin Anfangswertproblem fiir ein System von n gewéhn-
lichen Differentialgleichungen 1. Ordnung ist von der Form

y/ = f(ta y)? te [CL, b] (81>
y(a) = yo (82)

mit einem gegebenen endlichen Intervall [a,b], einem Vektor yo € R™ und
einer Abbildung
f:fa,b] x R" — R" (8.3)

wobei eine differenzierbare Abbildung y : [a,b] — R™ mit den Figenschaften
®I) - B3) als Losung des Anfangswertproblems gesucht ist.

Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung liefert
Satz 8.2. Erfillt f aus [83]) die Bedingung
1f(tu) = fE < Lilu—vl, t€lab], u,v€R (8.4)

mit einer Konstanten L > 0 in einer beliebigen Vektornorm ||-|| des R™, dann
gelten die Aussagen

(a) Das AWP [B1)),[B2) besitzt genau eine stetig diff ‘bare Losungy : [a, b] —
R™ (Picard-Lindeldf)
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(b) Fiir differenzierbare Funktionen y, 3 : [a,b] — R™ mit

v =1rty), telodl yla) =y

g =ft9), telab; ila)=1d
gilt die Abschdtzung

ly(@®) — 9| < " |lyo — Goll . t € [a,b] (8.5)

Beweis. Vorlesung DGL oder Analysis m
Bemerkung.

(1) Mit den Aussagen des Satzes hat man die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung und die stetige Abhéngigkeit der Losung von den
Anfangsdaten unter der Voraussetzung der Lipschitzstetigkeit von f(¢,-)
vorzuliegen.

(2) Im Folgenden sollen numerische Losungsverfahren entwickelt werden, wo-
bei wir ohne die Allgemeinheit einzuschrinken den Fall n = 1 betrachten.
Die besprochenen Verfahren gelten allerdings auch im allgemeinen Fall
n>1

Definition 8.3. Unter dem Richtungsfeld der Differentialgleichung

v =f(ty)
versteht man das Vektorfeld
1

vV 1+12(ty)
r(t,y) = F(tw) Y

V12 (ty)
d.h. das Vektorfeld der normierten Steigungen

Betrachtet man um einen beliebigen Punkt (o, vo) der (¢,y)- Ebene, kann
man Losungskurven y(t) durch diesen Punkt annéhren:

Beispiel.
1

2 2)2
=g+ oty = V"
1+(y2+t2)2
(I) y/(to) = y2 + 2, (to = a entspricht Start in Anfangspunkt (a, o))

t-Achse wird durch t; = tg + hk dquidistant unterteilt
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(IT) mit dem Schritt von Punkt
(to,y0) zu (to+ h,yo + hy'(to)) = (t1,y1)
bzw. allgemein vom Punkt

(tk,ye) zu (b + hoyr + hf(te, ye)) =2 (o1, Ykt1)

erhalt man mit h = b_T“ nach N Schritten mit

Yo, Y1,---,YN

unter “giinstigen” Umsténden eine Approximation der Losung y(t) an
den Stellen
a:to,tl,...,t]\[:b

(ITT) D.h. man fahrt das Richtungsfeld geeignet ab, um eine numerische
Losung yi, k= 0,1,..., N zu erhalten

8.1 Theorie der Einschrittverfahren

Definition 8.4. FEin FEinschrittverfahren zur ndherungsweisen Bestimmung
einer Losung des AWP (81)),[82) hat die Form

Y1 = Yk + @ (e, Yrs Yk, b)), k=0,1,...,N —1 (8.6)
mit einer Verfahrensfunktion
O:ja, b)) x RxRxR, - R
und einem (noch nicht niher spezifizierten) Gitter bzw. Schrittweiten

A:{(Z:t0<t1<...<t]\/§b}, hklzthrl—tk, kZO,l,...,N—l
(8.7)

Bemerkung. Héngt die Verfahrensfunktion nicht von gy, ab, ist die Be-
rechnungsvorschrift (86) eine explizite Formel zur Berechnung von y,; und
man spricht von einem expliziten Einschrittverfahren.

Zur Klassifizierung und Bewertung von numerischen Losungsverfahren fiir
AWP bendtigen wir im Folgenden einige Begriffe (y(t) bezeichnet hier die
exakte Losung).
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Definition 8.5. Unter dem lokalen Diskretisierungsfehler an der Stelle
tiy1 des Verfahrens (8.6) versteht man den Wert

A1 = Y(trg1) — y(te) — M@ (e, y(tn), y(tirr), hi) (8.8)

Definition 8.6. Unter dem globalen Diskretisierungsfehler g, an der Stelle
ti. versteht man den Wert

ar = y(te) — Yk

Definition 8.7. Ein Einschrittverfahren (80 besitzt die Fehlerordnung p,
falls fiir seinen lokalen Diskretisierungsfehler dy die Abschdtzungen

dp| < const.h?™, k=1,...,N
k

max |d| < D = const.h2tl = O(RPH) (8.9)

1§k§N max max

Mit Rmax = MaXy—o, . N—1tkt1 — i gilt. (Statt Fehlerordnung verwendet man
auch den Begriff Konsistenzordnung.) Ist p > 1, dann heifit das Verfahren
konsistent.

Die Bedingungen

|q)(t7ul7u27 h) - (P(tyvlyu% h>| S Ll |U1 - U1|

|®(t, ur, ug, h) — ®(t, uy, v, h)| < Lo |ug — vy (8.10)

fir t € [a,b,0 < h < b—t,uj,v; € R, mit positiven konstanten Li, L,
sind fiir die folgenden Konvergenzuntersuchungen von Einschrittverfahren
von Bedeutung

Satz 8.8. Ein Einschrittverfahren [80) zur Losung des AWP (&), (B2l

besitze die Konsistenzordnung p > 1 und die Verfahrensfunktion erfiille die

Bedingung (810). Dann liegt die Konvergenzordnung p vor, d.h. es gilt
max lyr — y(tr)| < Kh?

max
N

.....

Mit einer Konstanten K, die vom Intervall [a,b], Konstanten C aus der

Abschitzung (89) und Ly, Ly aus (8I0Q) herrihrt.

Bewiesen werden soll der Satz [B.8 fiir ein explizites Einschrittverfahren (Be-
weise von allgemeinen Einschrittverfahren in Béarwolff oder Schwarz).
Benétigt wird das
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Lemma 8.9. Fiir Zahlen L > 0,a;, > 0,h;, > 0 und b > 0 sei
ak+1§(1+hkL)ak—|—hkb, ]{3:0,1,...,]\[—1

erfiullt. Dann gelten die Abschdtzungen

eLtk 1 k—1
ap < 7 b+eltrag mit t ::Zhj (k=0,...,N)
§=0

Beweis. (vollsténdige Induktion)
Induktionsanfang ist fiir £ = 0 offensichtlich gewé&hrleistet. Der Schritt £ —
k 4+ 1 ergibt sich wie folgt:

eltr — 1

k11 S (1 + hkL) ( b+ €Ltka0> + hkb

Lty+hy) _ 1 _
< <e 7 L~ il + hk) b+ el tthe) gy

Lty
e —1
= T ph+eltrig,

L
Beweis von Satz[8.8 Mit den Festlegungen
ek:yk—y(tk), kIO,l,...7N

gilt fir k=0,1,...,N —1

Y(tes1) = y(te) + he®(tr, y(te), hi) + diga
Yk+1 = Yk + hi®(tr, ye, hi)

und damit

ept1 = ex + (P, i, hi) — D (te, y(ti), h) — dia

bzw.

lext1] < lew| + hi | P(tk, Yi, ) — P(tr, y(tr), hw)| + |diga]

max

Die Abschitzung des Lemmas B9 liefert wegen eq = 0 die Behauptung des
Satzes B8 [
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8.2 Spezielle Einschrittverfahren

8.2.1 FEuler-Verfahren
Mit der Verfahrensfunktion

(b(t7y7 hk) = f(ta y)

erhalt man mit

Yk+1 :yk+hkf(tk7yk)7 k:(]v?N_l (811)

das Euler-Verfahren.
Fiir eine stetig partiell diff’bare Funktion f : [a,b] xR — R besitzt das Euler-
Verfahren die Konsistenzordnung p = 1, denn mit der Taylorentwicklung

B = y(0) + Y (Oh + L ©), € o

erhalt man
2

diy1r = Y(tesr) — y(tr) — haf (e, y(te)) = %y”(ﬁ)

bzw.

1
|dpya]| < ChZ mit C = = max |y (€)]
2 t€fayb]

8.2.2 Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p = 2

Um ein explizites Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p = 2 zu erhal-
ten, machen wir den Ansatz

O(t,y,h) = a1 f(t,y)+aaf(t+bih, y+bohf(t,y)), t € [a,b], h € [0,0—t], y € R
(8.12)

mit noch festzulegenden Konstanten a;,b; € R. Es gilt nun der

Satz 8.10. Ein Einschrittverfahren (8.0) mit einer Verfahrensfunktion der
Form (8I2) ist konsistent mit der Ordnung p = 2, falls f : [a,b] x R — R
zweirmal stetig partiell diff bar ist und fir die Koeffizienten

1 1
a; + as = 1, agbl = 5, ngg = 5 (813)

gilt.
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Beweis. Taylorentwicklung von ®(¢,y(t),-) im Punkt h = 0 und von der
Losung y in t ergeben

B(t,y(1). ) = B{t,y(1),0) + S ((2),0) + O(R?)

= (a1 +a2) f(t,y(1))

1 (e 00,0 + aataf a0 G 00 ) + O
= F(ty(0) + 5 o (6 y(0) + ST (0) 5t y(e) + O0)
i+ 1) = () + /(1) + (1) + O(n)
= y(t)+ b |00 + 5910)| + O0)
=0+ b [0 + 5 { S eu(e) + SO e ple) ] + Ok

= y(t) + h®(t,y(t),h) + O(h?)

(hier wurde die Differentialgleichung und deren Ableitung benutzt) und da-
mit folgt

i1 = yY(terr) = y(tr) — h®(tr, y(te), i) = O(RY)
alsop =2 [l

Mit der konkreten Wahl a1 = 0,a, = 1,b; = by = % erhélt man mit

hy,

h
yk+l:yk‘|‘hkf(tk+7>yk+7kf<tkayk))a k=0,...,N—1 (814)

das modifizierte Euler-Verfahren (verbesserte Polygonzugmethode) mit
der Konsistenzordnung p = 2
Mit der Wahl a; = a, = %, b1 = by = 1 erhilt man mit

h
Yr+1 = Yr + 7]6 [f (s ur) + [tk + Py yp + P f (B k)], B=0,...,N =1
(8.15)
das Verfahren von Heun mit der Konsistenzordnung p = 2
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8.3 Verfahren hoherer Ordnung

Die bisher besprochenen Methoden (Euler, Heun) haben wir weitestgehend
intuitiv ermittelt. Um systematisch Einschrittverfahren hoherer Ordnung zu
konstruieren, betrachten wir die zum AWP 3/ = f(¢,v),y(a) = yo dquivalente
Gleichung (nach Integration)

v =u+ [ (s, y(s))ds (8.16)

bzw. fiir eine Diskretisierung des Intervalls [a, b]

th+1
) =yt + [ Flsy(s)ds (5.17)
tr
Das letzte Integral aus (817) approximieren wir durch eine Quadraturformel
tr41
[ stsutenas (5.18)

tg

wobei die s; zu einer Zerlegung von [ty, tx.1] gehoren. (8.I7) und (BI8]) erge-
ben

y(tien) = y(te) + b > nf (s1,y(s1)) (8.19)

wobei wir die Werte y(s;) nicht kennen. Sie miissen néherungsweise aus y(tx)
bestimmt werden, damit (8I9) als Integrationsverfahren benutzt werden
kann.

Wihlt man z.B. m = 2 und 1 = 75 = 2 sowie s; = t, und sy = tk+1, dann

2
bedeutet (8.19)

h
y(tin) = y(te) + 5 [ (b y(t) + f (b, y ()]
und mit der Approximation

Y(terr) = y(te) + haf (e, y(te))

ergibt sich mit

i) 2 y(ts) + 2 Lt y(te)) + (b, () + Bt y(60)

die Grundlage fiir das Verfahren von Heun.
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Im Weiteren wollen wir mit y; die Verfahrenswerte zur Naherung der exakten
Werte y(t1) bezeichnen und als Naherungen von f(s;, y(s;))

f(si,y(s0) = ki(ts, y;)
verwenden. Mit

-1
s =ty +oghy, o = Zﬁzr
r=1
werden die k; rekursiv definiert:

ky(te, yi) = f(tr, yr)
ko(te, yx) = f(ti + cohy, yr + hufBorkr (e, Yi))
ks(ti, yx) = [(t + ashy, yx + hi(Bs1ki + Bs2k2)) (8.20)

km(tka yk) = f(tk + amhka Yk + hk(ﬁmlkl +---+ 5mm—1km—1))

Ausgehend von (81I9) und (820) wird durch

Ykt1 = Uk + P (k1 (B, yi) + -+ + Yk (tes Uie)) (8.21)

ein explizites numerisches Verfahren zu Losung des AWP ¢/ = f(¢,v),y(a) =
Yo definiert.

Definition 8.11. Das Verfahren (821]) heiffit m-stufiges Runge-Kutta-
Verfahren mit k; aus (820) und die k; heiffen Stufenwerte.

Bemerkung. Wir haben oben schon festgestellt, dass im Fall m = 2 mit
V1 ="Y2 = %, ag =1, B9 = 1 (B21]) gerade das Heun-Verfahren ergibt, also ein
Verfahren mit der Konsistenzordnung p = 2. Wir werden nun Bedingungen
fir die freien Parameter im Verfahren (821]) formulieren, sodass einmal ein
konsistentes Verfahren (p > 1) entsteht und andererseits eine moglichst grofie
Konsistenzordnung erhalten wird.

Aus der Verwendung der Quadraturformel

>l s = [ F(s(s)ds
=1 te

folgt die sinnvolle Forderung

l=y+y+ - +7m (8.22)
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also haben die v; die Funktion von Gewichten.
Fordert man vom Verfahren (821]), dass die Dgl ' = 1 (y linear) exakt
integriert wird, ergibt sich die Bedingung

=P+ -+ Bua (8.23)
Es ist ndmlich f(¢,y) = 1 und damit k;, = 1 fiir alle [. Ausgangspunkt war

Fi(tr, ye) = f(s1,y(s1))

und
ki~ f(ty + aghi, y(te) + he(Baks + - - - + Bu—1ki—1)) -

Also steht das y-Argument fur y(s;) = y(tx + ayhy). Wir fordern, dass dies
bei f =1 exakt ist, also

y(s1) = y(t) + Pa(Bu + - + Bu-1) (8.24)
da alle k., = 1 sind. Andererseits ist y als exakte Losung linear, d.h.
y(s1) = y(te) + cuhy (8.25)
und aus dem Vergleich von (8.24)),(8.25]) folgt
o =P+ + Bua

Definition 8.12. Die Tabelle mit den Koeffizienten g, By, v in der Form

0
Q9 521
as 531 532 (8 26)
(07%% ﬁml ﬁm? D ﬁmmfl
4! Y2 -0 Tm—1  Tm

heifit Butcher-Tabelle und beschreibt das Verfahren (R2I)). «y ist hier

gleich 0, weil explizite Verfahren betrachtet werden.

Satz 8.13. Ein explizites Runge-Kutta- Verfahren (821), dessen Koeffizien-
ten die Bedingungen [822) und [823)) erfiillen, ist konsistent.
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Bewers. Es ist zu zeigen, dass der lokale Diskretisierungsfehler die Ordnung
O(hP*') mit p > 1 hat. Wir setzen hy, =: h, da k jetzt fixiert ist.

|dia] = |y(trsr) — y(te) — A2 (e, y (), h)l
= |y(tren) —y(te) — h D k(b y(te))
By (tra) — y(ta) — hf (b y(ta)) — WY el (t y(tk)) = £ (e, y(t))

|y(tre1) — y(te) — hy' ()| +h Z/Vr\(kr(tmy(tk)) — (e, y(te)))

v r=1

€O(h?) E&h)

IN

also
disa| < CR2

O

Bemerkung. Butcher hat bewiesen, wie grof§ die maximale Ordnung ist,
welche mit einem m-stufigen Runge-Kutta-Verfahren erreichbar ist, was in
der folgenden Tabelle notiert ist:

m |
p |

1 2 3 4 6
1 2 3 4 3

5

4

8.4 Einige konkrete Runge-Kutta-Verfahren
und deren Butcher-Tabellen

0
—‘T m=171=1

Ykt1 = Uk + M f (e u), p=1

(i) Euler-Verfahren

(ii) Modifiziertes Euler-Verfahren

= O

1
m = 2,7 20;7221704225, 91 =

[en) NI
—_
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kv = f(te, ur)
1 1
ko = f(tx + §hk7yk + §hkk1)
Ykt1l = Yp + hika, p=2

(iii) Verfahren von Runge von 3. Ordnung

—o= O

| Ol

1
0 1
1 1
m=3,711=7%=03=1a = 5 ¥ = L, B = 5;531 =0,83 =1
kv = f(tr, yr)

1 1
ko = f(ty + §hk7yk + §hkk1)

ks = f(tx + hi, yx + hikz)
Y1 = Y + ks, p=3

(iv) Klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

0
171
112 4
3|0 2
110 0 1
11 1 1
6 3 3 6
kv = f(tr, yr)
1 1
ky = f(ty + §hk,yk + §hkk1>
1 1
ks = f(t, + Ehk,yk + §hkk2>

ky = f(tx + hi, Yy + hiks)

1 1 1 1
— — — — — :4
Yk+1 Yk +hk (6k1 + 3]€2 + 3]€3 + 6]€4) , P
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Bemerkung. Die Ordnung eines konkreten Runge-Kutta-Verfahrens kann
mit Hilfe von Taylor-Entwicklungen ermittelt werden, wobei man dabei von
einer geeigneten Glattheit von f(¢,y) ausgeht.

Im Folgenden soll die Ordnung eines 3-stufigen expliziten Runge-Kutta- Ver-
fahrens bestimmt werden.

Satz 8.14. Sei f dreimal stetig partiell diff ‘bar und gelte fir die Parameter

042:521
as = P31 + P32
Mt+rty=1

sowie
Q72 + Qi3 =
QY3332 =

ozgvg + 04373 =

Wl RN~

Dann hat das Runge-Kutta-Verfahren (explizit, 3-stufig) die Fehlerordnung
p=3

Beweis. Grundlage fiir den Beweis ist die Taylor-Approximation
9 (t,y) At
t+ Aty + Ay) = f(t, +(§t’ )( )
f( Y y) = f(t,y) 85 (t,y) Ay

2°f
+§<Amy>< ) gy (y) ) < o ) +0o(a?)

yot (t, y) (t, y)

(8.27)

der Funktion f, wobei é?taj; = gygt aufgrund der Glattheit von f gilt. Mit

ki = f(te,y(te))
ky = f(ty + agh,y(ty) + Barhky) = f(tx + ash, y(ty) + aohk;)
ks = f(te + ash,y(ty) + h(Bsikr + Baok2))

gilt es, den lokalen Diskretisierungsfehler

dir1 = Y(tes1) — y(te) — h(iks + Y2ks + 73ks)
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abzuschétzen, wobei schon ay = 91 verwendet wurde (h = hy). Mit At =

azh und Ay = aohf(t, y(ty)) ergibt (B27) fiir ky
ko = f(ty + At,y(ty) + Ay)
= f+ahfi+ahff,+ az 2 fu + a5R* f fo, + O‘gthzfyy +O(h%)
:f+amF+%£MG+Ow% (8.28)

Iy Jts- -5 Jyy sind dabei die Funktions- bzw. Ableitunswerte an der Stelle
(tr,y(tx)). Fiir k3 erhélt man unter Nutzung von (828]) und (827)

ks = f(ty + ash,y(ty) + h(Bsiki + 632152))
—f+%wﬁwmeH%@mA-%Wm
ﬂm&@+&%m%ﬁ5mmﬁﬂ%ﬁﬁm+OW)
= f + hlasfi+ B+ Bul £,) + h* (@xBoaF f,
+ 508+ 03l + Bl fos + 3 (B + 6P o) + O()
= f 4+ azhF + h*(cafF f, + %®+Ow% (8.29)

Mit (828) und (8:29) folgt fiir den lokalen Diskretisierungsfehler

1
dis1 = h(1 =y — v — ) f + 1 (— — aoYs — 04373> F
] ] ] 1 (8.30)
+h? ({6 — 04273532} Ff,+ {6 - 504372 - 504373] G) + O(h)

Aufgrund der Voraussetzungen werden die Klammerausdriicke gleich Null
und es gilt

dpi1 = O(hY)
also hat das Verfahren die Fehlerordnung p = 3 n

Korollar. Mit Losungen des Gleichungssystems
Nnt+r+y=1

Q72 + Q373 =

o332 = (8.31)

a3ye + a3y =

Wl =N =
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hat das dazugehirrige 3-stufige Runge-Kutta-Verfahren die Fehlerordnung
p =3, wobei ag = By ist. (B3] hat z.B. mit den Einschrinkungen as # o
und o # % die Lésungen

3az — 2 2 — 3ae
_ = “° 8.32
& 6012(043 — 062)’ s 6053(043 — 062) ( )
6asas + 2 — 3(ag + az) az(ag — ao)
M= ) 532 = 5 4 _

Gaars a2(2 — 3a)

fiir as, a3 € R, also die zweiparametrige Losungsmenge

M = {(711,72, 73, @2, @3, B32) |71, V2, V3, 32 gemaf (832),
2
Q2,03 € R,OéQ 7é ag, Q2 7£ g}

Die restlichen Parameter des Verfahrens ergeben sich aus

521 = o, 531 = 3 — 532
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8.5 Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Explizite Verfahren neigen zur Instabilitdt und damit besteht die Gefahr der
Verstéarkung von Rundungsfehlern.

Implizite Verfahren erweisen sich als stabil, speziell, wenn es sich um die
Losung von AWPs mit sogenannten steifen DGL handelt.

Im Unterschied zum Gleichungssystem (820) wird beim impliziten Runge-
Kutta-Verfahren das Gleichungssystem

kr(tkyyk) = f(tk—FOérhk,yk—i-hk(ﬁrlkl—i—' . +ﬁrmkm)), T = 1, N 11 (833)

zur Bestimmung der k, zugrunde gelegt.
Mit ([833) wird (82I) zu einem impliziten Runge-Kutta- Verfahren. Aus
(B33) ergibt sich die Butcher-Tabelle

ar | B oo Bim
ay | B ... Pom
: : : (8.34)
Om | Bmi -+ Bmm
Mo Um

Die Uberlegungen, die bei den expliziten Verfahren die Bedingung (823) fiir
die Koeffizienten «,., 5,; gerechtfertigt haben, ergeben analog bei den impli-
ziten Runge-Kutta- Verfahren die Bedingung

ar:ﬁr1+5r2+"'+ﬁrm7 T:17“'7m (835)
Zur Losbarkeit des Gleichungssystems (8.33) gilt der

Satz 8.15. f geniige auf [a,b] X R der Lipschitz-Bedingung

’f(tayl) - f<t7y2)| S L ’yl - y2|

und die Schrittweite h = hy, geniige der Bedingung

q=hL max (Z; \@ﬁl) <1

Dann hat (833)) zur Bestimmung von kq, ..., ky, genau eine Lisung

Beweis. Aussage folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz (wird am Ende
des Semesters behandelt). O
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8.6 Rundungsfehleranalyse von expliziten Ein-
schrittverfahren

Zur numerischen Losung eines AWP betrachten wir das Verfahren
Yerr = Yo + e @(te, yr, b)), k=0,1,2...,N —1 (8.36)

mit der Verfahrensfunktion ®. Durch Rundungsfehler arbeitet man statt
(B30]) mit einem Verfahren der Form

Yk+1 :yk+hkq)(tkaykvhk)+pk7 k:()?]-)"'aN_ 1 (837)

Yo = Yo + €o, |Pk|§57 kzoalv"'aN_la |60|§€

mit gewissen Zahlen ey, pr. € R
Fiir die Rundungsfehler infolge des Verfahrens (837]) gilt der folgende

Satz 8.16. Zur Lisung des AWP y = f(t,y),y(a) = yo, sei durch (836
ein Einschrittverfahren mit der Konsistenzordnung p > 1 gegeben, wobei die
Verfahrensfunktion beziiglich der 2. Variablen Lipschitz-stetig mit der Kon-
stanten L > 0 ust.

Dann gelten fiir die durch die fehlerbehaftete Verfahrensvorschrift (831) ge-

wonnenen Approximationen die Abschdtzungen

)
_ < p _ L(b—a) .
W12 e = y(t)| < K (P + 5 —) 4 e e (8.38)
mat der Konstanten K = w [eL(b_“) — 1} . C ist dabei die Konstante aus
der Abschitzung |di| < C’hfrl fiir den lokalen Diskretisierungsfehler.

8.7 Ein Anwendungsgebiet fiir Loser von AWPs

Eine wichtige Anwendung der numerischen Losungsverfahren fiir Anfangs-
wertprobleme ist die Losung von Zweipunkt-Randwertproblemen mit Schief3-
verfahren.

Schieflverfahren zur Losung von Zweipunkt-Randwertproblemen basieren auf
Methoden zur Lésung von Anfangswertproblemen. Beim sogenannten ersten
Randwertproblem

y'=flzy), yla)=n., yb)=mn (8.39)
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nutzt man dabei z.B. die Randbedingung y(a) = 7, als Anfangsbedingung
und versucht durch eine geeignete Wahl von (, = ¢/(a) als Anfangsbedingung
fiir die Ableitung mit einer Losung des Anfangswertproblems

y' = f(r,y), yla)=n., ¥y(a)=¢ (8.40)

die Randbedingung y(b) = n, zu treffen. Fiir vorgegebenes ( sei y(z, () die
Losung von (840). y(z, ) ist dann Losung des Zweipunkt-Randwertproblems
([839), wenn ¢ Nullstelle der Funktion

9(¢) = y(b,¢) —m (8.41)

ist. Fiir eine Funktionswertberechnung von ¢ ist ein Anfangswertproblem
(839) zu l6sen. Eine Moglichkeit zur Bestimmung der Nullstelle von g ist mit
dem Bisektionsverfahren gegeben. Allerdings ist es durchaus moglich, dass
durch Fehler bei der Losung des Anfangswertproblems das Vorzeichen von g
nicht immer korrekt berechnet werden kann, so dass das Bisektionsverfahren
unbrauchbar wird.

Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung der Nullstelle von ¢ bietet das
Newton-Verfahren. Die Differentiation von g nach ( ergibt

9(Q) =yc(b.¢) (8.42)

wobel y. (b, ¢) die partielle Ableitung von y(z, () nach ¢ ausgewertet an der
Stelle = b ist. Die Differentiation der Gleichung y"(x,() = f(z,y(z,())
nach ( ergibt

a%[y"(x, O] = £,y Oy, €) - (8.43)

f, bedeutet dabei die partielle Ableitung von f(z,y) nach y. Mit der Vor-
aussetzung der Vertauschbarkeit der Ableitungen nach ¢ und x erhélt man
aus (843]) die Differentialgleichung 2. Ordnung

fiir y¢(x, ¢). Durch Differentiation der Anfangsbedingungen der Aufgabe (8.40)

nach ( erhélt man die Anfangsbedingungen

ye(a, Q) =0, yela, Q) =1. (8.45)

Mit (8.44)), (8.45) liegt ein Anfangswertproblem zur Berechnung von y.(z, (),
also auch zur Berechnung der Ableitung von g vor (gemifl (8.42))). Da-
mit kann man durch Losung der Anfangswertprobleme (840) und (844),
(845) Funktionswert und Ableitung von ¢({) berechnen und kann somit ein
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Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung von g durchfiihren. Hierzu ist
anzumerken, dass man zur Losung von (8.44]), (8.47]) die Funktion y(z, () als
Losung des Anfangswertproblems (8:40) benotigt, um die Funktionswerte von
fy(z,y(x,()) berechnen zu konnen. Da man die exakte Losung y(x, () nicht
zur Verfiigung hat, verwendet man die Naherungswerte y;, an den Stiitzstellen
zy, des Intervalls [a, b] zur Berechnung von f, an den Stiitzstellen x). Beim
Schiefiverfahren ist es in jedem Fall sinnvoll, ein recht genaues Verfahren zur
erforderlichen Losung der Anfangswertprobleme (840) und (8.44), (845) zu
verwenden, da speziell bei wachsenden Losungen die Sensibilitéit der Losung
y(x, ) von ¢ sehr groB sein kann und somit kleine Anderungen von ¢ grofie
Auswirkungen auf y(b, ¢) haben kénnen. Schiefiverfahren kann man bei nicht-
linearen Problemen anwenden, da bei den benétigten Integrationsverfahren
fiir gewohnliche Differentialgleichungen die Linearitdt der Gleichungen nicht
notwendig ist.

155



8.8 Stabilitatsbegriffe

Es geht wie schon ldnger diskutiert um Anfangswertprobleme der Form ¢y’ =
f(t,y), y(a) = yo. Allein von der rechten Seite f hingt nun ab, welche
Auswirkungen geringfiigige Anderungen des Anfangswerts g, = v, + € auf
die Losung gy im Vergleich zu y als der Losung mit dem AW g, haben. Sind
diese Auswirkungen gering, dann spricht man hier von inhdrenter Stabiltét
und im anderen Fall von inhérenter Instabilitét.

7.B. betrachten wir das Problem

Y = Aly(t) - F(t)] + F'(t), yla)=yo A€ER, (8.46)

mit einer gegebenen stetig diff’baren Funktion F'(t). (840) hat die exakte
Losung y(t) = F(t), falls yo = F(a) als Anfangswert vorgegeben wird, wie
leicht zu iiberpriifen ist.
Stort man den AW durch

?)0 = F(a) + €,

dann erhélt man als Losung
g(t) = X 4 F(t)

und erkennt, dass das Problem (840]) fiir positive Parameter X inhérent insta-
bil ist. In diesem Fall kann man auch mit den besten numerischen Verfahren
das Auseinanderdriften von exakter Losung y(t) und gestorter Losung ¢(t)
nicht verhindern.

Im Folgenden sollen allerdings die Stabilitdtseigenschaften von numerischen
Losungsverfahren fiir AWP diskutiert werden, d.h. die Féahigkeit von nu-
merischen Losungsverfahren, qualitative Losungseigenschaften auch bei der
numerischen Losung zu erhalten. Dazu betrachten wir die Testaufgabe

y =My, y(0)=1, AeR, (8.47)

mit der exakten Losung
y(t) = e . (8.48)

Von unseren Losungsverfahren erwarten wir nun mindestens, dass die nume-
rische Losung das qualitative Verhalten von (848]) widerspiegelt.
Fiir das explizite Eulerverfahren ergibt sich mit f(¢,y) = Ay

Yer1 = Yr T Ay = (1 4+ hA\)yp =: F(hA)yi
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und im Fall von A > 0 wéachst die numerische Losung ebenso wie die ex-
akte Losung (84S). Ist allerdings A < 0, dann wird die numerische Losung
nur dann wie die exakte Losung, die monoton abfillt, gedampft , wenn die
Bedingung

|F(hA)] <1+— —2<hA <0, (8.49)

erfiillt ist, d.h. mit (849) liegt eine notwendige Stabilitdtsbedingung fiir die
Wahl der Schrittweiten vor.

Betrachten wir aber das implizite Eulerverfahren, dann ergibt sich zur nu-
merischen Losung der Testaufgabe (8.46]) die Vorschrift

1
Ykt1 = Yk T hAYg1 < Y1 = T = F(RN)y

und hier ist im Falle von A < 0 die Bedingung
|F(hA)] < 1
fiir beliebige Schrittweiten A erfiillt. Mit
B = {peC||F(n)| <1}

bezeichnet man das Gebiet der absoluten Stabilitit. Im Falle des expliziten
Eulerverfahrens ist B das Innere eines Kreises mit dem Radius 1 und dem
Mittelpunkt (—1,0) in der komplexen Zahlenebene von p = hA. Im Falle des
impliziten Eulerverfahrens ist B die gesamte Halbebene H = {u|Re(u) <
0}. In diesem Sinn sind implizite Verfahren i.d.R. "stabiler” als explizite
Verfahren, was man auch bei anderen impliziten Verfahren (Trapez, Crank-
Nicholson) feststellen kann.

Diese Stabilitdtsbetrachtungen werden in den néchsten Abschnitten fort-
gefiihrt.

8.9 Mehrschrittverfahren

Die Klasse der Mehrschrittverfahren zur Losung von AWP ist dadurch ge-
kennzeichnet, dass man zur Berechnung des N&dherungswertes yx1 nicht nur
den Wert y, verwendet, sondern auch weiter zuriickliegende Werte, z.B.
Ye—1, Yk—2-

Als Ausgangspunkt zur Konstruktion von Mehrschrittverfahren betrachten
wir die zum AWP &quivalente Integralbeziehung

it =yl + [ JGsptas (8.50)

ty
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Kennt man die Werte fx, = f(tx,yx), .-, fx—3 = f(tx—3, Yr—3), dann kann man
das Integral auf der rechten Seite von (850) i.d.R. besser approximieren als
bei den Einschrittverfahren unter ausschliellicher Nutzung des Wertes fx.
Fiir das Interpolationspolynom durch die Stiitzpunkte (¢;, f;)j=k—3
sich

.....

3

ps(t) = Z Je—jLi—;

J=0

mit den Lagrangschen Basispolynomen

Die Idee der Mehrschrittverfahren besteht nun in der Nutzung von p3(t) als
Approximation von f(¢,y(t)) im Integral von (8350), sodass man auf der
Grundlage von (8.50) das Mehrschrittverfahren (4-Schritt-Verfahren)

3

tet1
Yer1 = Yk T / Z Sr—jLy—j(t)dt
B 520

3 tet+1
=+ > for / Ly (t)dt
j=0 b

erhélt. Im Fall dquidistanter Stiitzstellen h = t;.; — t; erhélt man fiir das
Integral des 2. Summanden (j = 1)

n- [ L = / B (=t (= o)t~ )

th e (te—1 — te—s) (thm1 — th2) (tp—1 — t)

und nach der Substitution & = =

h
1 1
(€+3)(E+2)¢ h/ 5 59
Ii=h dé = —— dé = ——nh
1 /0 2 1- (1) § 5 0(5 + 5&* + 6£)d¢ 51
Fiir die restlichen Integrale erhélt man
55 37 9
Iy = ﬁh’ I, = ﬂh’ I3 = —ﬂh
sodass sich mit
h
Ye+1 = Y + ﬁ[55fk — 59 %1+ 37fr—2 — 9fr_3) (8.51)
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ein explizites Verfahren ergibt, bei dem 4 Schritte Verwendung finden, das als
Methode von Adams-Bashforths (kurz AB-Verfahren) bezeichnet wird.
Durch Taylor-Reihenentwicklung erhélt man bei entsprechender Glattheit
von f bzw. y(t) den lokalen Diskretisierungsfehler

251

d.h. das Verfahren (8.51]) ist von 4. Ordnung.

Definition 8.17. Bei Verwendung von m Stitzwerten

(ks fr)s - - s (Bkg1=mo frt1-m)

zur Berechnung eines Interpolationspolynoms p,,_1 zur Approzimation von f
zwecks naherungsweiser Berechnung des Integrals in (850) spricht man von
einem linearen m-Schrittverfahren.

FEin m-Schrittverfahren hat die Fehlerordngung p, falls fiir seinen lokalen
Diskretisierungsfehler dy, die Abschdtzung

max_|dy| < K = O(h**1)

m<k<N
qilt.
Allgemein kann man fiir AB-Verfahren (m-Schritt)
m—1 tert
Yert = Yk + > fres /tk Ly—j(t)dt
=0

bei ausreichender Glattheit der Losung y(t) zeigen, dass sie die Fehlerordnung
m besitzen. Durch Auswertung der entsprechenden Integrale erhélt man fiir
m = 2, 3,4 die folgenden 3-,4- und 5- Schritt AB-Verfahren.

h

Ykt1 = Yk + 5[23fk — 16 fr—1 + 5 fr—2] (8.53)
h

Y1 = Y + ﬂ[55fk —59fk_1+37fr_2 — 9fr_3]
h

Ykt1 = Yk + %[1901fk — 2774 fr—1 + 2616 fr_o — 1274 f_3 + 251 fi_4]

Die Formeln der Mehrschrittverfahren “funktionieren” erst ab dem Index
k = m, d.h. bei einem 3-Schrittverfahren braucht man die Werte yq, y1, yo
um y3 mit der Formel (853]) berechnen zu koénnen.

159



Die Startwerte y1, yo werden meist mit einem Runge-Kutta-Verfahren berech-
net.

Es ist offensichtlich moglich die Qualitiat der Losungsverfahren fiir das AWP
zu erhohen, indem man das Integral

/ o)

ty

aus der Beziehung (850) genauer berechnet. Das kann man durch hinzu-
nahme weiterer Stiitzpunkte zur Polynominterpolation tun. Nimmt man den
(noch unbekannten) Wert fiy1 = f(try1,yksr1) zu den Werten fi, ..., fr_s
hinzu, dann erh&lt man mit

pa(t) = D feiLij(t)

j=1

in Analogie zur Herleitung der AB-Verfahren mit

tea 3 3 te+1
Yk+1 = Yk + / D fesbis (DAt =g+ Y fiey / Ly—j(t)dt
t 12

koooj=—1 j=—1
bzw. nach Auswertung der Integrale
h
Yk+1 = Yk + %[251fk+1 + 646fk — 264fk_1 + 106fk_2 — 19fk_3] (854)

Das Verfahren (8.54)) ist eine implizite 4-Schritt-Methode und heifit Methode
von Adams-Moulton (kurz AM-Verfahren). Das 3-Schritt AM-Verfahren hat
die Form

h
Yk+1 = Yi + ﬂ[gf(tk+la Yk+1) + 19fk — Bfr—1 + fr—2] (8.55)

Zur Bestimmung der Losung von (8.55]) kann man z.B. eine Fixpunktiteration
der Art

. h ,
y;(f:ll) =Yt 5 9f (ths1, y;(ﬁll) +19fk = 5fp—1 + fk—Q]

durchfiithren (Startwert z.B. y,(ﬁzl = Yk).

Bestimmt man den Startwert y,Eng als Resultat eines 3-Schritt AB-Verfahrens
und fithrt nur eine Fixpunktiteration durch, dann erhélt man das sogenannte
Pradiktor-Korrektor-Verfahren

h

yi(c% =Y+ E[Q3fk — 16 fp—1 + 5fi—2] (8.56)
h

Yrt1 = Y + ﬁ[9f(fk+1, 3/;(21) +19fk — 5fr-1 + fr2] (8.57)
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Diese Kombination von AB- und AM-Verfahren bezeichnet man als Adams-
Bashforth-Moulton-Verfahren (kurz ABM-Verfahren). Das ABM-Verfahren
(8356 hat ebenso wie das AM-Verfahren (855]) den Diskretisierungsfehler
dry1 € O(h®) und damit die Fehlerordnung 4.

Generell kann man zeigen, dass m-Schritt-Verfahren von AM- oder ABM-
Typ jeweils die Fehlerordnung p = m + 1 besitzen.
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8.10 Allgemeine lineare Mehrschrittverfahren

25.
Definition 8.18. Unter einem linearen m-Schrittverfahren (m > 1) versteht iorle-
man eine Vorschrift mit s=k+1—m sung

21.01.2013

Z AiYsy+j = h Z bjf(ts+ja strj) (858)
=0 =0

wobei a,, # 0 st und a;,b; geeignet zu wihlende reelle Zahlen sind. Die kon-
krete Wahl dieser Koeffizienten entscheidet tiber die Ordnung des Verfahrens.

Bemerkung. In den bisher behandelten Verfahren war jeweils a,, = 1 und
(1 = —1 sowie a,,_o = -+ = ag = 0. Bei expliziten Verfahren ist b,, = 0
und bei impliziten Verfahren ist b, # 0

OBdA setzen wir a,, = 1. Die anderen freien Parameter a;,b; sind so zu
wéhlen, dass die linke und die rechte Seite von (858) Approximationen von

alylties) ~ (i) b a [ by

sind (a # 0)
Mit der Einfithrung der Parameter aq, ..., a,, hat man die Moglichkeit durch
die Nutzung der Werte yr11-m, - - -, Yx+1 nicht nur die Approximation von f,

sondern auch die Approximation von 3’ mit einer hoheren Ordnung durch-
zufiihren.

Beispiel. Das 3-Schritt-AB-Verfahren

h
Ye+1 = Y + 5[23]% — 16 fx—1 + 5fr—2]

ist gleichbedeutend mit
— 1
%Lhyk = E[23fk — 16fk71 + 5fk,2]

wobei die rechte Seite eine Approximation von f (¢, y(tx)) der Ordnung O(h?)
darstellt, wihrend die linke Seite ¢’ an der Stelle ¢, nur mit der Ordnung O(h)
approximiert. Das Verfahren ist in der vorliegenden Form 3. Ordnung.
Nutzt man neben yi.; und y, auch noch yi_1,yx_2, dann kann man unter
Nutzung der Taylor-Approximationen

3
y(tk_g) = y(tk) — th/ + 2h2y" — §h3y'" + O<h4)

1 1
y(tk—l) — y(tk) . hy' + _h2y// o _h3y/// + O(h4)

2 6
1 1
y(te1) = y(te) + hy' + §h2y" — ghgy”’ +O(h")
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mit

1
E[E)yk—&-l + 6y — 13yk—1 + 2yk—_2]

die linke Seite 3’ ebenfalls mit der Ordnung O(h?) approximieren.
Allerdings ist das daraus resultierende Mehrschrittverfahren

6 13 2 161
Yet1 + =Yr — —Yr—1 + zYr—2=h

56 7
5 5 5 [%fk - Efkq + gfk72]

wie sie spater nachrechnen kénnen nur von erster Ordnung.

Die betriebene Mehraufwand ist allerdings in manchen Féllen mit Blick auf
einen evtln. Stabilitdtszuwachs trotz Ordnungsverlust sinnvoll. In diesem Fall
bringt der Mehraufwand nichts, weil man zwar noch ein konsistentes Verfah-
ren hat, das allerdings nicht nullstabil ist (eine Nullstelle des ersten charak-
teristischen Polynoms ist betragsméfig grofier als Null!).

Definition 8.19. Das lineare Mehrschrittverfahren (858) hat die Fehlerord-
nung p, falls in der Entwicklung des lokalen Diskretisierungsfehlers dy.1 in
eine Potenzreihe von h fiir eine beliebige Stelle t € [tjq1—m, trt1]

m

A1 = Z[ajy(tsﬂ‘) — hbif (o, y(tsss))] (8.59)

= coy(f) + c,hy/ () + ... + c,hPy P () + . ..

co=...=¢,=0undcys1 # 0 gilt (s =k+1—m). Ein Mehrschrittverfahren
heifst konsistent, wenn es mindestens die Ordnung p = 1 besitzt.

Durch eine giinstige Wahl von ¢ kann man die Entwicklungskoeffizienten c;
oft in einfacher Form als Linearkombination von a;, b; darstellen und erhalt
mit der Bedingung ¢y = ... = ¢, = 0 Bestimmungsgleichungen fiir die Koef-
fizienten des Mehrschrittverfahrens.

Mit der Wahl von ¢ = ¢, ergeben sich fiir vy, 13/ die Taylor-Reihen

Wtas) = o+ i) = 3" L0 + Ry,

URY ooy R, (8.60)

rl

ol
=]

Y (tsss) =y (E+ jh) =
r=0

Die Substitution der Reihen (8.60) in (8.59) ergibt fiir die Koeffizienten c;
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durch Koeffizientenvergleich

co=ayp+ay+...+any
g =a;+2as+ ... +may, — (b +b1+ ...+ bp)

1 1
02:§(a1+22a2—|—...+m2am)—i(b1+2b2+...+mbm)

(8.61)

1
cp = F(al +2"ay+ ...+ m"a,,) — by +2"" o + ...+ m )

1
(r— 1)!(
firr=2,3,...,q
Beispiel. Es soll ein explizites 2-Schritt-Verfahren (d.h. by = 0)

aoYk—1 + a1yi + a2yp41 = hlbo fr—1 + b1 fi] (8.62)

der Ordnung 2 bestimmt werden. Mit der Fixierung von ay = 1 ergibt sich
mit

00:a0+a1—|—1:0

01:a1+2—<bo—|—b1) =0

1
CQZE(CL1+4)—I)1:O

ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen fiir 4 Unbekannte zur Verfiifgung,
d.h. es gibt noch einen Freiheitsgrad.

Wahlt man a; = 0, dann folgt fiir die restlichen Parameter ag = —1,byp = 0
und b; = 2, sodass das Verfahren die Form

Ykt1 = Yr—1 + 2 fy (8.63)
hat.

Definition 8.20. Mit den Koeffizienten a;, b; werden durch

p(z) = Z a;z?, o(z) = Z b,z (8.64)

=0

das erste und zweite charakteristische Polynom eines m-Schritt-Verfahrens
erkldrt.

Aus dem Gleichungssystem (8.61]) kann man mit Hilfe der charakteristischen
Polynome die folgende notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Kon-
sistenz eines Mehrschrittverfahrens formulieren.
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Satz 8.21. Notwendig und hinreichend fiir die Konsistenz des Mehrschritt-
verfahrens (8.58) ist die Erfillung der Bedingungen

co=p(1)=0, c1=p(1)—0c(1)=0 (8.65)

Macht man aufler der Wahl von a; = 1 keine weiteren Einschrénkungen
an die Koeffizienten des expliziten 2-Schritt-Verfahrens (8.62), dann erreicht
man die maximale Ordnung p = 3 durch die Losung des Gleichungssystem

B6T) fiir g = 3, also g = ¢; = ¢3 = ¢3 = 0.
Man findet die eindeutige Losung

a0:—5, a1:4, b0:2, b1:4
woraus das Verfahren
Ykt1 = OYrp—1 — 4y + R[4 fi + 2 fi_1] (8.66)

folgt.

8.11 Stabilitdt von Mehrschrittverfahren

Obwohl das Verfahren (8.60) die maximale Fehlerordnung p = 3 hat, ist es
im Vergleich zum Verfahren (8.63]) unbrauchbar, weil es nicht stabil ist. Was
das konkret bedeutet, soll im Folgenden erklédrt und untersucht werden.
Dazu wird die Testdifferentialgleichung (AWP)

v =Xy, y(0)=1, NeR, A <0 (8.67)

mit der eindeutig bestimmten Losung y(t) = e betrachtet.
Von einem brauchbaren numerischen Verfahren erwartet man mindestens die
Widerspiegelung des qualitativen Losungsverhaltens.

Mit f = Ay folgt aus (8.66)

Ykr1 = OYp—1 — 4yr + h[4\y, + 2Ayk_1]
= (—5 - 2)\h)yk,1 + (4 - 4>\h)yk + Y11 =0 (868)

Mit dem Losungsansatz y, = 2%, 2z # 0 ergibt (8.68) nach Division mit z*~!
(=5 —2M\h) + (4—4\h)z + 2> =0
bzw. mit dem charakteristischen Polynomen

p(z2) = =b+4z+2% o=2+42, &(2)=p(z) — Mho(2) =0.
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Als Nullstellen von ¢ findet man
219 = =242 \h £ /(2 — 2\h)2 + 5+ 2)\h
und damit fiir die Losung y;, von (8.68)

Yp = C12¥ + co2h (8.69)

wobei die Konstanten ¢y, cy aus Anfangsbedingungen der Form ¢y 4+ ¢o =
Yo, 21C1 + 22c2 = Yy zu ermitteln sind.

Notwendig fiir das Abklingen der Losung y, in der Formel (8.69)) fiir wach-
sendes k ist die Bedingung |z12| < 1. Da fiir h — 0 die Nullstellen von
¢(z) in die Nullstellen von p(z) iibergehen, diirfen diese dem Betrage nach
nicht grofler als 1 sein. Im Fall einer doppelten Nullstelle z von ¢(z) eines
2-Schritt-Verfahrens hat die Losung der entsprechenden DGL statt (8.69) die
Form

Y = 12" + ok 2”

sodass fiir das Abklingen von yj fiir wachsendes k die Bedingung |z| < 1
erfiillt sein muss. Die durchgefiihrten Uberlegungen rechtfertigen die folgende
Definition.

Definition 8.22. Das Mehrschrittverfahren (858) heifst nullstabil, falls die
Nullstellen z; des ersten charakteristischen Polynoms p(z)

(a) betragsmdfig nicht grifer als 1 sind

(b) mehrfache Nullstellen betragsmdjig echt kleiner als 1 sind

Fiir das oben konstruierte 2-Schritt-Verfahren mit der maximalen Fehlerord-
nung p = 3 hat das charakteristische Polynom p(z) die Nullstellen 2z, =
—2 4+ 3 und damit ist das Verfahren nicht nullstabil.

Im Unterschied dazu ist das Verfahren (863]) mit der Ordnung 2 und dem
charakteristischen Polynom p(z) = —1 + z? und den Nullstellen z;5 = +1
nullstabil.

Bemerkung. Einschrittverfahren sind mit dem charakteristischen Polynom
p(z) = —1 + z generell nullstabil.

Aufgrund der ersten charakteristischen Polynome der Adams-Bashforth- und
Adams-Moulton-Verfahren erkennt man, dass diese auch generell nullstabil
sind.

Bemerkung. Konsistente und nullstabile Mehrschrittverfahren sind konver-
gent, falls die Funktion f(¢,y) beziiglich y lipschitzstetig ist.

Der Beweis verlauft im Fall expliziter Mehrschrittverfahren analog zum Kon-
vergenzbeweis fiir konsistente Einschrittverfahren und sollte als Ubung er-
bracht werden.
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8.12 Begriff der absoluten Stabilitéit

Bei den Betrachtungen zur Nullstabilitdt wurde eine Testaufgabe zugrunde
gelegt. Um den Begriff der absoluten Stabilitit zu erldutern, wird die
Testaufgabe leicht modifiziert, und zwar zu

v =Xy, y(0)=1, XeRoder e C (8.70)

d.h. wir lassen auch Parameter A\ aus C zu. Damit sind auch Losungen der
Form e cos(5t) moglich. Numerische Losungsverfahren sollen auch in die-
sem Fall fiir « = R(A) < 0 den dann stattfindenden Abklingprozess korrekt
wiedergeben. Fiir das Eulerverfahren zur Losung von (8.70) erhilt man mit

ft,y) =Ny
Yk+1 = Yk + Ay, € Y1 = (1 + 2N )y = F(hA)ys

Falls A > 0 und reell ist, wird die Losung, fiir die

Y(trsr) = y(te + h) = e y(tr)

gilt, in jedem Fall qualitativ richtig wiedergegeben, denn der Faktor F'(h\) =
1 + Ah besteht gerade aus den beiden ersten Summanden der e-Reihe, und
es wird ein Fehler der Ordnung 2 gemacht.

Im Fall A < 0 wird nur unter der Bedingung |F'(h))| = |1 + Ah| < 1 das
Abklingverhalten der Losung beschrieben. Des Fall des reellen Parameters
A < 0 ist deshalb von Interesse.

Beim RK-Verfahren 4. Ordnung

k1 = Ayg
1 1
ks = My — hky + 2hks) = (A + hA? + R2A)y,
h h* 5, h?
Yk+1 = Yr + g[/ﬁ + 4ky + k‘3] = (1 + hX\ + ?)\ + E)\ )yk (872)
also yr11 als Produkt von y;, mit dem Faktor
h? h3
F(hA\) =1+ hA + 7/\2 + E/\S (8.73)

Der Faktor (873) enthélt gerade die ersten 4 Summanden der e-Reihe und
es wird ein Fehler der Ordnung 4 gemacht, sodass y(t) = e durch das
Verfahren (RB71]) qualitativ beschrieben wird.
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Fir A < 0 reell, muss die Losung abklingen, was durch die Bedingung
|F'(hA\)| < 1 erreicht wird.

Wegen limy—, o F'(hA) = —oco wird das Abklingen nicht fiir beliebige nega-
tive Parameter A\ gesichert (nur fiir A mit [F(h))| < 1).

Auch im Fall eines komplexen Parameters A reicht die Bedingung oo = R(\) <
0 nicht aus, um das Abklingen der Losung der Testaufgabe zu sichern, son-
dern fiir F' muss |F'(h))| < 1 gelten.

Die durchgefiihrten Uberlegungen rechtfertigen die

Definition 8.23. Fiir ein Einschrittverfahren, das fir die Testaufgabe 3y’ =
Ay, y(0) = 1, € C auf die Vorschrift ypr1 = F(h\)yg fihrt, nennt man die
Menge

B:={neC:[F(u)| <1}

Gebiet der absoluten Stabilitdit.

Das Gebiet der absoluten Stabilitét liefert eine Information zur Wahl der
Schrittweite. Da man aber in den meisten “Ernstfillen” eventuelle Abkling-
konstanten nicht kennt, hat man mit der Kenntnis von B keine quantitative
Bedingung zur Berechnung der Schrittweite zur Verfiigung.

Beispiel.
e Buler explizit: yri1 = yx + hAyx
F(p)=1+p
e Buler implizit: yr11 = yr + A AYk11
F(p) =%

e Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung

h h
kv = f(tesyr), ko= f(tx + 5 Uk + Ekl)a Y41 = Yr + hko

Plp)=1+p+ "

Bemerkung. Die Randkurve von B erhélt man wegen ‘ei9| = 1 iiber die
Parametrisierung

1 )
F(p) =1+ p+5p ="
& P4 2u+2-2"Y=0

s p(0) =—1+v1-2+2e% 6€0,27]
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In der folgenden Tabelle sind die reellen Stabilitédtsintervalle, d.h. die Schnitt-
menge der Gebiete der absoluten Stabilitdt mit der R (u)-Achse, fiir explizite
r-stufige Runge-Kutta-Verfahren angegeben.

]'2’0[
]'270[
]-2.51,0]
[-2.78,0]
]-3.21,0]

OTHBO\D[\DH"-%

Definition 8.24. Hat ein Einschrittverfahren als Gebiet der absoluten Stabi-
litit mindestens die gesamte linke Halbebene, also B D {u € C: R(u) < 0},
dann nennt man das Verfahren absolut stabil.

Neben dem impliziten Eulerverfahren (einstufiges RK-Verfahren) sind auch
andere implizite RK-Verfahren absolut stabil, z.b. das Verfahren

h h
ki=f <tk + §7yk+ §/€1> s Yk = Yp + Dk

Mit f = Ay erhélt man
A

/ﬁ:—h)\yk
T2

14 22
Ypt1 = Yp + hky = 1_—;3_)\:% =: F'(h\)yg
2

und da fiir negatives a gilt |1 +a + bi| < |1 —a — bi] ist |F(p)| < 1.

8.13 BDF-Verfahren

Lineare Mehrschritt-Verfahren, bei denen bis auf den Koeffizienten b, alle
anderen b-Koeffizienten gleich null sind, also Verfahren der Form

m

D GYk-mrits = A f (b, Y (8.74)

j=0

werden Riickwirtsdifferentiationsmethoden oder kurz BDF-Verfahren (back-
ward differentiation formula) genannt.
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Die Koeffizienten a; fiir ein m-Schritt-BDF-Verfahren bestimmt man, indem
man das Interpolationspolynom P, mit den m + 1 Daten

(tests Y1) (brs Un)s - - s (k1= Ykg1—m)
bestimmt, und y’ an der Stelle t;,; durch P/ (tx11) approximiert. Damit
ergibt sich

m m

Pal) = 3 Ly it L= ]

=0 5=0,5%]

t—s
J—s

als den Lagrange’schen Basispolynomen. Fiir P/ (tx11) erhdlt man nun

m

Ph(tsin) = 3 () 5O

J=0

so dass sich das m-Schritt-BDF-Verfahren mit
Z L;(O)yk’-i-l—j = hfes
§=0

oder in der Standardform

Ykt1 + Z L5(0)/Lo(0)yrr1—; = 1/ (—L5(0)) fira

ergibt. Diese Verfahren werden auch Gear-Verfahren genannt und haben die
Konsistenzordnung m.

Die einfachsten 2- und 3-Schritt-BDF-Verfahren 2. und 3. Ordnung haben
die Form

4 1 2

Y1 = 3k + Y1 = hgf(tk+17yk+1) ; (8.75)
18 9 2 6

Yk+1 — ﬁyk + ﬁyk—l - ﬁyk—z = hﬁf(tkﬂ, yk+1) . (8-76)

Das einfachste BDF-Verfahren ist das so genannte Euler-riickwérts-Verfahren

Yer1 — Yk = hf (Cs1s Yrrr) - (8.77)

Fiir das Euler-riickwérts-Verfahren findet man fiir das Testproblem 3’ = Ay
schnell mit der Beziehung

1

Ykt = T3 Uk = E(hA)ys
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heraus, dass |F(h\)| < 1 fir Re(A\) < 0 ist. D.h., das Euler-riickwérts-
Verfahren ist absolut stabil. Das BDF-Verfahren (R.75]) hat die charakte-
ristische Gleichung

4 1 2 322 —4z+1
_ 2 2 _ _

P(z) =z —g¢t g Hze =0 <= ,LL(Z)-T.

Fiir die Punkte z = ¢, § € [0,27] erhélt man die in der Abb. Bl skizzierte
Randkurve p(z(0)) des Gebiets der absoluten Stabilitét. Da man z.B. fiir g =

—% die Losung 2,5 = % mit |21 2] < 1 findet, kann man schlussfolgern, dass

der Bereich der absoluten Stabilitdt im Auflenbereich der Randkurve liegt.
Damit ist das Verfahren (8.75]) absolut stabil. Das Verfahren (8.76]) ist nicht

BDF-Verfahren
— 2.0rdnung i
----3.0rdnung \44 _---.
“““““ 4.0rdnung \

Abbildung 8.1: Gebiete der absoluten Stabilitédt der BDF-Verfahren (8.73]),
(B76) und (BTR)

absolut stabil, weil das Gebiet der absoluten Stabilitéit nicht die gesamte linke
komplexe Halbebene enthélt. In der Abb. B.list der Rand des Gebietes der
absoluten Stabilitdt des Verfahrens skizziert. Das Gebiet liegt wiederum im
Auflenbereich der Randkurve. In solchen Situationen kann man den Winkel
a zwischen der reellen Achse und einer Tangente an die Randkurve durch
den Ursprung legen. Bei dem BDF-Verfahren (8.76]) ist der Winkel ov = 882,
so dass das Verfahren A(88%)-stabil ist. A(90°)-Stabilitat bedeutet absolute
Stabilitat. Liegt der Winkel v nahe bei 90°, dann liegt zwar kein absolut
stabiles, jedoch ein ”sehr” stabiles Verfahren vor. Bei BDF-Verfahren hoherer
Ordnung wird der Winkel « kleiner, so dass die Stabilitdt der BDF-Verfahren
nachlésst, jedoch zumindest noch A(«)-stabil sind. Zur Illustration ist das
Gebiet der absoluten Stabilitéat des 4-Schritt-BDF-Verfahrens

48 36 16 3

12
Yk+1 — 2_5yk + 2_5yk71 - 2—5%72 + 2—5%73 = h%f(tkﬂ, yk+1) ) (8-78)
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also die Kurve

252" —482% 4+ 3627 — 162+ 3 25¢™? — 48¢™? 4 36¢™ — 16¢” + 3
N 1224 N 12¢i40 ’

p(2(0))

0 € [0,2x], in der Abbildung Bl im Vergleich zu den Verfahren (873 und
(B70)) skizziert. Das Verfahren (878) ist A(72°)-stabil.
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8.14 Eine Anwendung des bisher Gehoérten

8.14.1 Ein elliptisches Randwert-Problem

Wir betrachten ein Randwertproblem der Form

—Au = f inQCR? (8.79)
u = g aufly, (8.80)

Ju
o = auf I'y, (8.81)

wobei 00 =T, UTy, I' NI = 0, gelten soll.
Zur besseren Illustration des numerischen Losungsverfahrens fiir das Problem

(B.79)-(B.81)) betrachten wir die einfache Geometrie

Q =a, b[x]c,d], a < b, ¢ < d,
I'={(z,d)]a<z<blU{(z,y)|c<y<d, v =a, x=>},
Py ={(z,y)la<z<b y=d}.

Zur Diskretisierung des Randwertproblems (8.79)-(8.81)) bendtigen wir einige
Begriffe, die wie folgt definiert werden. Zuerst iiberziehen wir den R™ unter

Nutzung der positiven Diskretisierungsparamter hq, ..., h, mit einem Gitter
RZ = {(%1,1‘2, e 7.%',1)’ xr = ilhl, To = ’ighg,. L,y = ’thn, 7/-1,. .. ,’in - Z }
(8.82)

Definition 8.25. Sei x € R} und ¢/ = (0,...,0,1,0,...,0) € R™ der j-te
kanonische Einheitsvektor und h; > 0 seien Diskretisierungsparameter. u sei
eine Funktion, die auf dem R} oder einer Teilmenge D C R} definiert ist.
Solche Funktionen werden Gitterfunktionen genannt.

u(z+h;el)—u(z)

o Vorwdirtsdifferenzenquotient: D} u(x) := -

u(z)—u(z—h;e’)

e Riickwdirtsdifferenzen-Quotient: D; u(z) = "

e Zentraler Differenzen-Quotient: Du(x) = 5(Dfu(zx) + Dy u(x)) .

Zur numerischen Losung unseres obigen Randwertproblems betrachten wir
mit den Diskretisierungsparametern

_b—a d—c

h k=——, NN,MeN
N’ M’ Y e

27.
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das Gitter
R = {(z,y;)| ©; = a +ih, y; = c+ jk, i,j € Z} .
und definieren
Q=0NR}, I'y, =1 NRZ, Ty, =Ty NR7 .
Als numerische Losung von (8.79)-(8.81]) suchen wir eine Gitterfunktion
up QU - R .

Im Folgenden wollen wir davon ausgehen, dass das Randwertproblem ein-
deutig losbar ist und die Losung v in €2 viermal stetig differenzierbar ist.
Als Diskretisierung von (8.79)-(8.81l) betrachten wir nun das diskrete Pro-
blem

- Ahuh = fh in Qh7 (883)
up, = gp auf Iy, (8.84)
D;Uh = (@ auf th, (885)

wobei fy, gn, qn Projektionen von f, g, q auf Q,, 'y, 'y, sind, und

2
Ahuh = Z D;LD]_uh(x)

j=1

eine Approximation des Laplace-Operators mit dem zentralen Differenzen-
quotienten 2. Ordnung ist. Aus gewissen Symmetriegriinden arbeiten wir
statt mit der Bedingung (885 mit der dquivalenten Bedingung

1 1

” Ausgeschrieben” ergibt sich mit u;; = up(2;, y;)

Uir1j — 2Uij + Uim1j | Uijpr — 2U5 + Ui

h? k2

Ahuh =

und .
T
RO T

Projiziert man die exakte Losung v durch

wp, = u(x;, yj)
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auf das Gitter, dann erhélt man iiber Taylorentwicklungen fiir die Diskreti-
sierungsfehler

dij = Au(zg,y;) — Apwy, = O(h* +k*) bzw. (8.87)
cij = D u(wi,y;) — Djwy, = O(k) (8.88)
also Fehlerordnungen von 2 bzw. 1 fiir die Gleichung bzw. die Randbedin-

gung.
Nun soll das lineare Gleichungssystem, das sich mit (883))- (885 ergibt,
etwas genauer diskutiert werden. Dazu schreiben wir die Werte von wu; in

den Gitterpunkten als Vektor
U — (Ul, UQ, . -,UM—la UM)T

mit
T
U = (u,u21, ... ,un-—11)",
T
Uy, = (U12,U22, ,UN—12) )
T
Uv—1 = (Wim—1,%m-1, - . ;UN—1M-1) ,
T
UM = <u1M7u2M7 7uN71M)

auf. Weiter definieren wir die Matrizen D, B € RW-1x\N=1) it g = %,
7:,%2 und o = 8 + v durch

a —p 0 0O ... 0
-8 a - 0 ... 0
B = )
0 0 -8 a -—p
0 0 0 -8 «
sowie
-y 0 0 0
0 —y O 0
D= und C'=—-D
0o ... 0O — O
0 ... 0 0 —v
Blockmatrizen, mit denen wir die Block-tridiagonale Systemmatrix
B D 0 0 ... 0
D B D 0 ... 0
A= Lo ,
0O ... 0 D B D
0 0 0 D C
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erhalten. Wenn wir mit f;;, r;; und ¢;; die Werte von fj,, 7, und g5, bezeich-
nen, erhalten wir fiir die rechte Seite des letztendlich zu l6senden linearen
Gleichungssystems den Vektor

R=(Ri,Ry,...,Ry1,Un)"

mit
1R = (ru+pB+yra+7, ... 7TN721+'777"N711+B+7)T7
Ry, = (7”12-1-5,7"22, ,7"N—22,7”N—12+5)T7
Ry = (mim—1+B,mam-1, --- ,TN—QM—1,7”N—1M—1+5)T,
1
Ry = E(Q1M7Q2M7 cean—am)”

Zur Berechnung der numerischen Losung uy, ist das lineare Gleichungssystem

AU =R

zu 16sen. A € RW-DMx(N=DM ot aine

e symmetrische,
e irreduzibel diagonal dominante,
e positiv definite

Matrix, wobei wir die Symmetrie durch die Verwendung von (8.80) statt

(B.87) erreichen.
Da N und M in der Regel recht gross sind, und damit auch das Gleichungs-

system AU = R sehr grof3 wird, bietet sich zur Losung eine vorkonditioniertes
CG-Verfahren an.

8.14.2 Ein Konvektions-Diffusionsproblem

Hat man es bei dem mathematischen Modell nicht mit einer elliptischen
Differentialgleichung der Form —Awu = f, sondern mit Differentialgleichung

U-Vu—nAu=f (8.89)

zu tun, wobei U als zweidimensionales Vektorfeld gegeben ist und 7 ein kon-
stanter Diffusionskoeffizient ist, dann bezeichnet man (8.89) als Konvektions-
Diffusions-Gleichung. Mit der Hinzunahme von Randbedingungen der Art
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(B.80), (B.8T) liegt ein im Unterschied zu (8.79)-(8.81]) wesentlich komplizier-

teres Problem vor.
Kompliziert wird es durch die erforderliche Diskretisierung des Konvektions-
terms

0 0
27-Vu:vl—u+v2—u

Ox oy
Man hat z.B. die Moglichkeiten der Diskretisierung

a)

Wit1j — Uij T Uij+1 — Uij

+ to
v1 Dy up + va Dy up = 10y ; 9 ?
b)
_ - Uij — Ui—1j Uij — Uij—1
lel Up -+ ’U2D2 Up = UlT -+ UQT

Uit1j — Ui—14

2h

Wijy1 — Uij—1

2k

le?uh + ngSuh = + vy
Durch Taylorentwicklungen stellt man fest, dass die Diskretisierungsfehler in
den Féllen a) und b) die Ordnung 1 haben. Die Diskretisierung mit Zentral-
differenzen c) ist von zweiter Ordnung. In allen 3 Féllen fithrt die Diskreti-
sierung letzendlich auf eine unsymmetrische Matrix A, die auch nicht mehr
irreduzibel diagonal dominant ist.

Der Verlust der Symmetrie ist Problem-immanent mit der Konvektions-
Diffusionsgleichung verbunden. Allerdings gibt es eine Diskretisierung, die
zumindest die wichtige Eigenschaft der irreduziblen Diagonaldominanz er-
gibt, und zwar die sogenannte upwind-Approximation. vl% wird dabei
durch

R falls v; < 0
w B 8.90
{ R falls v; > 0 ( )
diskretisiert, und zur Diskretisierung von Ugg—z erhédlt man analog
Ui j+1—Uij
{ Uzuij—léij,l falls v9 < 0 (8.91)
vy~ falls v > 0

Mit den Upwind-Diskretisierungen (8.90), (891 und den oben angegebenen
Diskretisierungen des Laplace-Operators erhélt man am Ende eine lineares
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Gleichungssystem mit einer Block-tridiagonalen Matrix Ay der Form

B, E; 0 0 0
Dy By Es 0 0
Apa = el T, ,
0 ... 0 Dy_1 By Eu
0 0 0 Dy By

wobei die Matrizen B;, j = 1,..., M, tridiagonale Matrizen sind, und die
Matrizen D;, E; Diagonalmatrizen sind. Das Gleichungssystem

AkaUra = Ria

zur Berechnung der Naherungslosung des Konvektions-Diffusionsproblems
kann man iterativ mit dem SOR-Verfahren, bzw. in der Form

AgdAkdde = Angkd

mit dem CG-Verfahren 16sen. Oder auch direkt mit speziellen Losern fiir Glei-
chungssysteme mit schwach besetzten Koeffizienten-Matrizen, was im Falle
von Apg zutrifft.

8.14.3 Zur Konvergenz der numerischen Lésungen

Im Fall des elliptischen Randwertproblems (879)-(881]) kann man zeigen,
dass die Inverse von A beziigl. einer Matrixnorm, die durch eine Vektornorm
|| ||» induziert wurde, beschrankt ist, so dass man fiir wy, = u(z;,y;), also der
Gitterfunktion w;, mit den Werten der exakten Losung an den Gitterpunkten,
mit
||wh _uh”v < O<h+ k) s C>0

die Konvergenz der Naherungslosung u, fiir h, k — 0 zeigen kann, wobei die
verwendete Norm z.B. die Maximumnorm

_ o 3
|n ] gl |uij|

sein kann.
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Anhang: Numerische Losung
von
Matrix-Eigenwertproblemen

In vielen natur- und ingenieurwissenschaftlichen Disziplinen sind Eigenwert-
wertprobleme zu losen. Zur Bestimmung von Eigenschwingungen von Bau-
werken oder zur Ermittlung von stabilen statischen Konstruktionen sind Ei-
genwerte zu berechnen. Aber auch bei der Berechnung des Spektralradius
bzw. der Norm einer Matrix sind Eigenwerte erforderlich.

Sowohl bei der Losung von Differentialgleichungssystemen als auch bei Ex-
tremwertproblemen sind Eigenwerte von Matrizen Grundlage fiir die Kon-
struktion von Losungen von Differentialgleichungen oder entscheiden iiber
die Eigenschaften von stationdren Punkten.

Bei der Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren werden wir Ergeb-
nisse aus dem vergangenen Semester, speziell z.B. die () R-Zerlegung einer
Matrix oder Householder-Transformationen als wichtige Hilfsmittel nutzen
konnen.

8.15 Problembeschreibung und algebraische
Grundlagen

Gegeben ist eine reelle Matrix A vom Typ n X n, zum Beispiel die Koeffizi-
entenmatrix eines linearen Differentialgleichungssystems

¥ o= 2z 4y —=z 2 1 -1
y = x 42y +3z <= T =AF A= 1 2 3
7 = —xr 43y +2z -1 3 2

(8.92)
Wir werden sehen, dass man mit den Eigenwerten und Eigenvektoren der
Matrix A die Losung des Differentialgleichungssystems (892) sehr schnell
ermitteln kann.
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Das Matrix-Eigenwertproblem ist wie folgt definiert.

Definition 8.26. (Matriz-FEigenwertproblem)
Sei A eine Matriz vom Typ n X n. Der Vektor ¥ # 0 und die Zahl \ heiffen
Eigenvektor bzw. Eigenwert der Matriz A, falls

AT = M7 (8.93)

gilt. T bezeichnet man als Figenvektor zum Figenwert X. Die Menge aller
Figenwerte eine Matriz A heifit Spektrum von A und wird durch o(A)
bezeichnet. Die Gleichung (8:93) heifst Eigengleichung.

Zur Definition ist anzumerken, dass auch im Fall einer reellen Matrix
A die Eigenwerte und Eigenvektoren durchaus komplex sein konnen. Wir
werden das spéter bei der Behandlung von Beispielen noch sehen.

Aus der Eigengleichung (893)) folgt mit der Einheitsmatrix £

AT —NF= AT - AEZ = (A—\E)Z=0 (8.94)

ein homogenes lineares Gleichungssystem, das nur dann eine Losung & # 0
hat, wenn die Matrix A — AE singuldr ist. Damit gilt zur Bestimmung der
Eigenwerte einer Matrix der

Satz 8.27. (Figenwertkriterium)
Fiir die Eigenwerte X einer Matriz A gilt

Xa(A) :=det(A—AE)=0. (8.95)

x4 heifit charakteristisches Polynom der Matriz A. Die Nullstellen von
x4 sind die Eigenwerte der Matriz A.

Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten A ergeben sich dann als Losung des
homogenen linearen Gleichungssystems (A — A\E)Z = 0.

Beispiel 8.28. Fiir Matrix A aus (892]) erhdlt man das charakteristische
Polynom

2\ 1 -1
det(A — AE) = 1 2-) 3
~1 32—

= 2-M2-M2-XN)=-3-3-92-N)—-2-XN)-(2-))
= M 4+6X2-)1—20

und mit etwas Gliick durch Probieren die Nullstelle \; = 5 sowie nach Po-

lynomdivision die weiteren Nullstellen Ay 3 = % + @ In der Regel hat man

nicht immer solches Gliick bei der Eigenwertbestimmung, sondern man muss
die Nullstellen numerisch berechnen.
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Dabei stellt man bei dem Weg iiber die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms sehr schnell fest, dass die Berechnung nicht stabil ist, sondern dass
kleine Fehler in den Polynomkoeffizienten mitunter zu gestérten Nullstellen,
die sich wesentlich von den exakten unterscheiden, fithren kénnen. Im Fol-
genden werden iterative Methoden zur Bestimmung von Eigenwerten und
Eigenvektoren behandelt, ohne das Kriterium zu verwenden.

Bevor wir zu den konkreten Berechnungsmethoden von Eigenwerten und Ei-
genvektoren kommen, fassen wir an dieser Stelle einige wichtige und niitzliche
Grundlagen der linearen Algebra zum Spektralverhalten von Matrizen zu-
sammen. Eine wichtige Rolle spielen die im Folgenden definierten Begriffe.

Definition 8.29. (dhnliche Matrizen)
Die (n x n)-Matriz A ist der Matriz A &hnlich, wenn eine regulire (n X n)-
Matrixz C existiert, so dass 3
A=CTAC
gilt. Man sagt dann, dass A aus A durch eine requlire Transformation mit C
hervorgegangen ist. Ist die Matriz C" eine orthogonale Matriz, dann bezeichnet
man A auch als Orthogonaltransformation von A und mit C—' = CT qilt
dann 3
A=CTAC.
Gibt es eine requlire Matriz C, so dass die Transformation von A
D=C"AC

mit D eine Diagonalmatrixz ergibt, dann heifst A diagonalisierbar.

Fiir das Spektrum bzw. die Eigenwerte spezieller Matrizen kann man aus der
Definition [8.26] folgende Eigenschaften zeigen.

Satz 8.30. (Eigenwerte spezieller Matrizen)
Sei A eine (n x n)-Matriz iber C. Dann gilt:

a) Ist A eine Dreiecksmatriz, dann sind die Diagonalelemente gerade die
Eigenwerte.

b) Ist A eine regulire Transformation der Matriz A mit der reguldren
Matriz C', dann haben A und A die gleichen Eigenwerte.

c) Sind My, ..., \. die Eigenwerte von A, so besitzt die Matriz A, = A+€eE
die Eigenwerte ji; = X\j+¢€ (j=1,...,r).

d) Ist A requldr mit den Figenwerten Ay, ..., A, dann sind die Figenwerte

verschieden von null und die Inverse A=1 hat die Figenwerte /\ll, cee Al
'
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e) Die transponierte Matriz AT hat die gleichen Eigenwerte wie die Matrix

A.

Die Aussagen des Satzes sind einfach zu zeigen und der Nachweis wird
zur Ubung empfohlen. Oben wurde schon darauf hingewiesen, dass auch bei
Matrizen mit ausschlieflich reellen Elementen komplexe Eigenwerte auftreten
konnen. Als Beispiel betrachten wir die Matrix

= (a5)

und finden als Nullstellen des charakteristischen Polynoms y 4(\) = A2 —4\+
8 die Eigenwerte A o = 2+ 2¢. An dieser Stelle sei daran erinnert, dass Poly-
nome mit ausschliefllich reellen Koeffizienten, was bei den charakteristischen
Polynomen reeller Matrizen der Fall ist, immer eine gerade Zahl (0,2,4,...)
von komplexen Nullstellen haben. Denn wenn iiberhaupt komplexe Nullstel-
len auftreten, dann immer als Paar der komplexen Zahl A mit der konjugiert
komplexen Zahl .

Allerdings gibt es eine grofie Klasse von reellen Matrizen, die ausschliefllich
reelle Eigenwerte besitzen. Es gilt der

Satz 8.31. (Figenschaften symmetrischer reeller Matrizen)
Fiir jede reelle symmetrische (n x n)-Matriz S gilt:

a) Alle Figenwerte von S sind reell.

b) Eigenvektoren gy, q;, die zu verschiedenen Eigenwerten A\, # \; von S
gehdren, stehen senkrecht aufeinander, d.h., @ @ = (G, q;) = 0.

c) Es gibt n Figenvektoren q,...,q, von S, die eine Orthonormalbasis
des R™ bilden.

d) Die Matriz S ist diagonalisierbar.

e) Die spezielle symmetrische Matriz S = AT A, wobei A eine beliebige
reelle (n X n)-Matriz ist, hat nur nichtnegative Eigenwerte.

Zum Nachweis von a). Wir bezeichnen mit x* den Vektor X’, wobei X der
konjugiert komplexe Vektor zu x ist. Sei nun A ein Eigenwert von S und x
ein zugehoriger Eigenvektor. Damit ist x*x = |x|?> =: r > 0 reell und es folgt

XSx =x Ax = Ax'x = \r .

Fiir jede komplexe Zahl z, aufgefasst als (1 x 1)-Matrix gilt z = 27. Damit
und aus der Symmetrie von S folgt fiir die komplexe Zahl x*Sx

x*9x = (x"Sx) = xT'SxT =x*SX =x*Sx = M = \r
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Es ergibt sich schlieBlich Ar = Ar, d.h., \ ist reell.
Wegen der Voraussetzung A, # A; fiir die Aussage b) muss einer dieser
Eigenwerte von null verschieden sein, z.B. Ay # 0. Aus Sq. = A\xqi folgt

. 1 . 1 1
Gk = )\—kqu sowie ¢ = )\—k(fkTST = )\—kq{S .
Daraus folgt
.1 1 A

T o — T — 7 S -
dr 95 " qr 24 M 4 A\idj A dx 95
und aus dieser Gleichung folgt

Zu c) sei nur angemerkt, dass man im Fall eines Eigenwerts A, der ins-
gesamt op-mal auftritt (algebraische Vielfachheit gleich oy), als Losung des
homogenen linearen Gleichungssystems (S—A\.F)q = 0 immer o}, orthogonale
Eigenvektoren g1, . . ., ¢ko, finden kann, so dass man auch im Fall mehrfacher
Eigenwerte der symmetrischen (n x n)-Matrix S immer n orthogonale bzw.
nach Normierung orthonormierte Eigenvektoren ¢i, ..., ¢, finden kann.
Die mit den orthonormierten Eigenvektoren gebildete Matrix

—

Q=@ & - @&

. |
ist wegen (i, ¢j) = Ox; orthogonal und es gilt fir k =1,...,n
SG =M (k=1,...,n) <= SQ=0QD <= D=0Q"5Q,

wobei die Diagonalmatrix D = diag(Ay,...,A,) genau die Eigenwerte
A1, ..., A, als Hauptdiagonalelemente hat, also ist S diagonalisierbar.

e) ergibt sich durch die einfache Rechnung mit dem Eigenvektor ¢ von S zum
Eigenwert A

Ml = (A, @) = (S7.4) = (A"Aq, ) = (Aq, AQ) = ||AqI]> > 0.

8.16 Abschitzungen und Lokalisierung von
Eigenwerten

Zur Lokalisierung der Eigenwerte einer (n x n)-Matrix A = (a;;) dient der
folgende
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Satz 8.32. (Lokalisierung von Eigenwerten in Gerschgorin-Kreisen)
Sei A = (a;5) eine (n x n)-Matriz mit den Gerschgorin-Kreisen

n
Kj={z€Cl|z—aj;l <) laul}.
=

a) Dann gilt fir das Spektrum o(A) von A
a(A) c | JK;,
j=1

d.h., samtliche Eigenwerte von A liegen in der Vereinigung der Gerschgorin-
Kreise.

b) Es sei {iy,...,ix} U{igs1,...,0n} = L1 UL = {1,2,...,n}. Sind die
Gerschgorin-Kreise K, = Uer, K; und Ky = Ui, K; disjunkt, dann liegen in
K, genau k und in K, genau n — k Figenwerte von A.

Beweis. Zum Nachweis von a) betrachten wir einen zum Eigenwert A
gehérenden Eigenvektor . u; sei eine Koordinate von @ mit

5] = [[llloc = max Jug].

ey

Die j-te Gleichung der Eigengleichung Au = A\ ist

n
E Uy = AU;j
k=1

und es ergibt sich

n n n
laj; — Al fugl = 1 gl < fidllse Y lagel = Jug] Y lagl -
k=1 k=1 k=1
k+#3j k#j k#j
Daraus folgt |a;; — A < > oy |azk], d.h., A liegt in K.
k#j

Zum Nachweis von b) betrachten wir mit D die Diagonale von A und N =
A — D. Sei A(e) = D + eN mit den Eigenwerten A(e). Fiir ¢ = 0 bestehen
die Kreise K;(€) aus den durch die Diagonalelemente gegebenen Punkten,
die beim steigen Vergroflern von € = 0 zu € = 1 zu den Gerschgorin-Kreisen
K; = K;(1) von A anwachsen (die Radien sind proportional zu e und es
gilt K;(e1) C Ki(e) fiir €1 < €;). Die Eigenwerte héngen stetig von den
Matrixelementen und damit von e ab und kénnen aufgrund der Aussage a)
wegen der Disjunktheit nicht zwischen K, und K, wechseln. O]
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Beispiel 8.33. 1) Die Matrix A = (_11 E?’)) hat die Gerschgorin-Kreise
Ki={z€C||]z—1| <5} und Ky={z€Cl||z—-3|<1}.

Die oben berechneten Eigenwerte \; o = 2 & 27 liegen in K; U Ky = K, wie
in der Abb. 8.2l zu erkennen ist.

4 1 0
2) Die Matrix B=| 1 2 1 | hat die Gerschgorin-Kreise
1 0,5 7

Ki={ze€C||z—4| <1}, Kb ={z€C||2—2| <2}, K3={z€ C||2—T7] < 1,5},

die in der Abb. dargestellt sind (Eigenwerte A\; = 4,26, Ao = 7,1681, \3 =
1,5791).

Ky

Abbildung 8.2: Gerschgorin-Kreise Abbildung 8.3: Gerschgorin-Kreise
und Eigenwerte von A von B

Definition 8.34. Der Rayleigh-Quotient von & # 0 beziigl. der Matrix A ist
durch
(z, AT)

(7, )

ra(@) =
definiert.

Der Rayleigh-Quotient ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Eigenwert-
abschitzung. Es gilt der

Satz 8.35. Sei A reell und symmetrisch, £ € R™\ {0} beliebig.
a) Mit dem kleinsten bzw. grofiten Eigenwert Ay bzw. Apaz von A gilt

)\min S 7ﬁA(i‘j S )\max .

Die Extremwerte werden fiir die entsprechenden Eigenvektoren ¥ angenom-
men.
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b) Eigenwertabschitzung durch den Rayleigh-Quotienten eines Testvektors:
es ewistiert ein Figenwert A von A mit

[1(A = ra(®) E)Z[3
(7, 7) '

numerisch stabil

A=ra(@f < rax(@) = [ra(@)] =
Ausloschi‘/jngsgefahr

Beweis.
a) Sei &1, ..., T, eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren (AZ; = \;7;). Mit

(a)4,<§:¢x#@;§:¢Aﬂ%fD AT < A
b) Sei u nicht Eigenwert von A, dann gilt
_ -1 _
|1Z][3 H 73
und damit
(A —pE)E L
|13 — A =pE) Y5 p((A—pE)71)?

1
max; [\ — p|72  i=l.on

AuBlerdem folgt fiir beliebiges p auch
(A—pE)T)  |[(A—pE)T

< 7f> N ||.T||2 T i=1,..,n ‘

<f, f> (@) (Z,7) (7, %)
—_— =
7 42(Z) r4(Z)
wird die Abschétzung optimal fiir g = 74(Z) und b) gilt. ]

Bemerkung 8.36. Wenn 7 ein Eigenvektor ist, dann ergibt der Rayleigh-
Quotient r4(Z) den entsprechenden Eigenwert. Rayleigh-Quotienten werden
als Hilfsmittel benutzt, um aus einer Approximation eines Eigenvektors eine
Approximation eines Eigenwerts abzuleiten.
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Bemerkung 8.37. Es stellt sich die Frage, wann 7 € R™ (bzw. C") Approxi-
mation eines Eigenvektors ist. Es sei E der Eigenraum zum Eigenwert A und
F' der von der restlichen Eigen- bzw. Hauptvektoren aufgespannte Raum, so
dass R* = E® F (bzw. C" = E @ F) gilt. Mit der Zerlegung ¥ = Zp + Zp
mit Ir € E, ¥r € F vereinbart man:

Z ist approximativer Eigenvektor zum Eigenwert A

= IR Iy <= ||7p|| << ||ZE]] -

Fiir symmetrische Matrizen ist F' das orthogonale Komplement von FE
((Zg, Zr) = 0). Der Winkel ¢ zwischen & und seiner orthogonalen Projektion
Zg auf den Eigenraum F, definiert durch

<fE7 fE)
(Z,7)

ist ein Maf fiir den Abstand von & zum Eigenraum F.

fF7:fF>

c082¢: bzw. sin2¢: < -
(7, 7)

Satz 8.38. Fiir eine symmetrische Matrix A mit den Figenwerten X\; gilt

. Y ) < _ A < N . '
(g{l;&l\)\ Ail)sin® ¢ < A —ra(7)] < (IAI:Q)A(M Ai|) sin? ¢

Beweis.

Aera@ = A-

(7, 7)
_ e ATp) (@ ATE)  (Tr, ATr)
(7, 7) (Z,T) (7, 7)
- A= <fEaA_)E> o <_)F,A_‘F>
(7, ) (%,
= \N1-— (Zp, ﬁE>) B (Tp, Zp) (¥p, ATp)
(Z,2 (Z,7) (Tr Tr)
— Sln2¢()\ <fF,AfF>
<fF7'fF>

Der auf F' eingeschrinkte Rayleigh-Quotient nimmt in Analogie zu Satz [8.35]
a) als Extremwerte einen der von \ verschiedenen Eigenwerte von A an, d.h.

min \; < —<fF’AfF>
y— —

= < max\; ,
NiFAN (Tp,Tp) — N#X

und damit folgt die Aussage des Satzes. O]
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Bemerkung 8.39. Der Satz zeigt aufgrund des Faktors sin? ¢, dass im
Falle von symmetrischen Matrizen verhéltnisméaflig schlechte Eigenwertap-
proximationen durch den Rayleigh-Quotienten trotzdem gute Eigenwertap-
proximationen geliefert werden.

Satz 8.40. Sei A = TAT™' mit A = diag(\y, ..., \,) eine diagonalisierbare
Matriz mit den Figenwerten A1, ..., \,. Fir einen beliebigen Figenwert A
einer gestorten Matrizc A = A+ AA qilt

min |\, — A| < cond,(T)||AA]|, -

i=1,...
Beweis. \ sei nicht Eigenwert von A (ansonsten wird es trivial). Es folgt
1A= AE) |, = [IT(A = AB) T ], < cond,(T)[|(A = AE) ], -

Da die p-Norm einer Diagonalmatrix gleich dem maximalen Betrag der Dia-
gonalelemente ist, gilt

cond,(T)
A—AB) 1],

min |, — )< H (8.96)

Mit einem Eigenvektor ¢ von A zum Eigenwert X ergibt sich
Aj=X3j = (A-A)j=(A-Nj = (A-AE) (A= A)j=7
und weiter
1< [[(A=AE) (A = A)l, < (A= AB) [}, I|A - Al

also 1/[|[(A — AE)™Y|, < ||AA||,. Unter Nutzung von (898) folgt die Be-
hauptung. O]

Da man symmetrische Matrizen mit orthogonalen Matrizen (bestehend aus
den orthogonalen Eigenwerten) diagonalisieren kann, gilt fiir symmetrische
Matrizen A und beliebige Matrizen A = A+ AA

i=1,...,

da man eine Transformationsmatrix 7" mit conds(7") = 1 findet.
Ohne Beweis wird noch ein Vergleichssatz fiir Eigenwerte symmetrischer Ma-
trizen angegeben.
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Satz 8.41. Fiir symmetrische reelle (n x n)-Matrizen A und A mit den
Eigenwerten

M <<\, vonA bzw. M\ < ...\, von A

qilt ) . )
A — Al < p(A—A) <A A

fuir beliebige Matriznormen.

Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B. im Numerik-Buch von W. Oevel.

8.17 Numerische Methoden zur Eigenwert-
berechnung

Es geht zuerst darum, die Aufgabe der Eigenwertberechnung zu vereinfachen.
Dazu werden ausgehend von A einfachere dhnliche Matrizen konstruiert.
Zur Eigenwertberechnung werden dann Newtonverfahren, Jacobi-Verfahren
und die Givensrotation besprochen.

Am Ende werden wir die sukzessive Konstruktion von zu A dhnlichen Ma-
trizen zur ndherungsweisen Eigenwertberechnung mit dem sogenannten )R-
Verfahren nutzen.

8.17.1 Transformation auf Hessenberg- bzw. Tridiago-
nalform

Das Ziel der néchsten Uberlegungen ist die Konstruktion einer Matrix H, die
der Matrix A, von der wir Eigenwerte suchen, dhnlich sind, allerdings eine
wesentlich einfachere Gestalt als A haben. Die einfachere Bestimmung der
Eigenwerte von H ergibt dann die Losung des Eigenwertproblems von A.

Definition 8.42. Unter einer Hessenberg-Matrixz versteht man eine Matriz
H = (hyj), fir die hiy; =0 fir ¢ > j+1 gilt, also eine Matriz der Form

hin hig .. hin1 by
hot haa ... hon—1 hoy,

H = 0 hse ... hgp-1 han ,
0 ... 0 huyno by

die unter der Hauptdiagonale nur ein Band besitzt.
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Wir werden nun zeigen, dass man jede Matrix A durch eine orthogonale
Ahnlichkeitstransformation auf Hessenberg-Form transformieren kann, d.h.,
dass es eine orthogonale Matrix ) mit

H=0QTAQ

gibt. Betrachten wir dazu mit d@; die erste Spalte von A. Wir suchen nun eine
Householder-Matrix

Hi=FE—2
<U1, u1>
so dass sich mit aﬁ” = Hyd, = (a1, *,0,...,0)T ein Vektor ergibt, der bis

auf die ersten beiden Komponenten nur Null-Komponenten besitzt. Analog
zum Vorgehen bei der Erzeugung von ) R-Zerlegungen leistet der Vektor

—

T
ty = (0,c+ az,as1, ..., Gp1)

mit ¢ = sign(a21)\/ a3, + -+ + a2, das Geforderte. Es ergibt sich
ng) — Hlal = ((111, —C, 0, e 7O)T )

Fiir die j-te Spalte @; von A erzeugt die Householder-Matrix

;i)
H=E-2—-22 (8.97)
(4, dy)
mit
;= (0,...,0,c+aji1jy.--,0n;)" und c = sign(ajﬂj)\/aﬁlj ot ad;
einen Vektor 6§j) = H;d; = (ay,...,a;5,—¢c,0,...,0)T, der bis auf die ersten

J + 1 Komponenten nur Null-Komponenten besitzt. Die Multiplikation einer
Matrix A mit der Householder-Matrix H; (8.97) lésst alle Spalten der Form

§= (81,827...,8]',0,...70)T

invariant, d.h., es gilt H;5 = 5. Damit bleiben durch die Multiplikation von A

mit Householder-Matrizen Hy, ..., H;_; erzeugte Nullen im unteren Dreieck
erhalten, d.h., mit den Householder-Matrizen Hi, ..., H,_o erhidlt man mit
a1 a2 ... QAip-1 Qin
g21 922 --- G2n-1 Gon
G=H, -H, 5.. HHA= 0 g2 ... G3n-1 Gsn
0 ... 0 Gnn-1 Gun
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eine Hessenberg-Matrix. Man iiberpriift durch Nachrechnen, dass die
Multiplikation der Matrix G von rechts mit den Householder-Matrizen
Hy, ... H, > die Hessenberg-Form nicht zerstort. Man erkennt nun, dass
die Matrix H; AH, wieder eine Hessenberg-Matrix ist. Insgesamt erhélt man
mit

air hig ... hip—1 Ay
h21 h22 .. h2n—1 hQn
H = Hn_QHn_3 A HlAH1H2 R Hn_g = 0 h32 s h3n—1 h3n
O PR O hnnf]_ hnn

die gewiinschte Hessenberg-Matrix, die aufgrund der Orthogonalitit der
Householder-Matrizen H; eine orthogonale Transformation von A ist. Es gilt

H=QTAQ mit Q=H\Hy,...H, 5, Q" =H, 2H, 5...H; .
H ist dhnlich zu A und deshalb haben H und A die gleichen Eigenwerte.

Beispiel 8.43. Fiir die Transformation der Matrix

A:

N
— N W
D W

ergibt sich mit #; = (0,3 + 5,4)” die Householder-Matrix

4 1 0 O
H—p—2 0 (g g 1
\=FE—-2—1_—
<U17U1> 0 _Z g
5 5
Weiter gilt

2 3 4 2 =5 0
G=HA=| -5 -2 =% | uwd H=HAH =| -5 % -3
0 —1 6 0o —2 38
5 25 25

H = H\AH, = HI AH, ist offensichtlich eine Hessenberg-Matrix und eine
orthogonale Transformation von A.

Fordert man von der zu transformierenden Matrix A die Symmetrie, dann
fithrt der eben dargelegte Algorithmus zur Transformation auf eine symme-
trische Hessenberg-Matrix, die folglich eine symmetrische Tridiagonal-Matrix
ist.
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8.17.2 Jacobi-Verfahren zur Eigenwertberechnung

Beim Jacobi-Verfahren geht es darum, durch die sukzessive Konstruktion von
zu A #hnlichen Matrizen A® mit Reduktion der Nichtdiagonalelemente die
Eigenwerte durch die Diagonaleintrige von A®) zu approximieren.

Approximation der Eigenwerte durch Diagonaleintrige

Um zu verabreden, was unter Konvergenz eines solchen Verfahrens zu verste-
hen ist, braucht man ein Mafl zur Grofle des Nichtdiagonalteils einer Matrix.

Definition 8.44. Fir eine Matriz B = (b;;) € R™™ ist die Zahl S(B) € R
folgendermafen erkldrt,

S(B) := Zn: b, . (8.98)

ij=1,i]

Offensichtlich gilt fiir S(B) mit der Frobeniusnorm || - ||z

S(B) == ||B||5 =) % =||B=D||%, mit D :=diag (b, ..., bu) . (8.99)
j=1

Ist S(B) klein, dann stellen die Diagonalelemente Approximationen fiir die
Eigenwerte dar. Es gilt der

Satz 8.45. Seien \y > Ay > --- > N\, die Eigenwerte der symmetrischen
Matriz B = (bi;) € R™", und seien byg, > bpoky > -+ > by,k, die der
Grdfie nach geordneten Diagonalelemente von B. Dann gilt

brye, = Ml <V S(B), j=1...,n.

Beweis. Mit D := diag (b11, . .., buy,) erhdlt man

max |byg; — N[ < [[B = Dlls <||B = Dl|lr=+/5(B),

7j=1,...,

wobei erstens ein Storungsresultat aus Satz[B.41] benutzt wurde, und zweitens
|- |l2 < || || verwendet wurde. O
Givensrotation zur Reduktion der Nichtdiagonaleintrige

Das Verfahren von Jacobi zur approximativen Bestimmung der Eigenwerte
symmetrischer Matrizen A € R™" durch die Konstruktion von A®) mit
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S(A) = S(AM) > S(AP®) > ... beruht auf der sogenannten Givensrotation.
Es werden zu A dhnliche Matrizen

AR — g 1Ak g E=1,2,... mit A= AW

konstruiert, wobei die einzelnen Ahnlichkeitstransformationen von der allge-
meinen Form

B = Q;qlBqu o Sy = € R

- 1 -
(8.100)
sind mit einer symmetrischen Matrix B € R™" und mit speziell zu

wéhlenden Indizes p # ¢ und reellen Zahlen
c,sER, F+s=1. (8.101)

Die Spalte mit den Zahlen ¢ und s ist die p-te Spalte, die Spalte mit den
Zahlen —s und c ist die ¢g-te Spalte, woraus die entsprechenden Zeilen folgen.
Ausgehend von B = (b;;) erhélt man durch die Transformation

by = by + 205bpg + 5%bgq | (8.102)
byq 8%byp — 25y + byq (8.103)
qu i)qp = ¢8(bgg — bpp) + (¢ - Sz)bpq ; (8.104)
b = by, i,j¢{p.a}. (8.105)

Weiter gilt fiir die Eintrédge der p-ten und g-ten Spalten und Zeilen

bkp = bpk = Cbkp + Sbkq s bkq = bqk = —Sbkp + Cbkq s fir k ¢ {p, q} .
(8.106)
Bevor der Zusammenhang zwischen S(B) und S(B) hergestellt wird, soll ein
Hilfsresultat hergeleitet werden.
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Lemma 8.46. Fir jede Matriz B € R™"™ und jede orthogonale Matriz () €
R™ ™ gult
1Q'BQllr = [|BllF .

Beweis. Unter der Spur einer Matrix A verstehen wir spur (A) = 37, ;.
Es gelten nun die elementaren Identitidten

|A|[7: = spur (A" A) = spur (AAT) ,
spur (ST) = spur (T'S)

fir alle A, S, T € R™" und damit (mit Q' = Q7)

1Q"BQIl7 = spur((Q"BQ)'Q"BQ) = spur (Q" B BQ)
= spur (BQ Q" BT) = spur (BB")

also die Aussage des Lemmas folgt. O
Fiir den Zusammenhang zwischen S(B) und S(B) gilt der

Satz 8.47. Fir eine symmetrische Matric B = (b;;) € R™™ gilt mit den
Beziehungen aus ([8100)

S(B) = S(B) —2(b2, — b2,) .

Beweis. Man rechnet

S(B) = ||B|[7. = Y 0% = (|BIlF = > _b3,) +b%, + b3, — b2, — b2, (8.107)
Jj=1 j=1

=5(B)

aus. Die letzten 4 Summanden in (8.107) kann man in der Form

Bpp ?’pq _ c s bpp  bpg ¢ =S
I;pq l;qq | —=s ¢ bpg bgq s c
. b
=:b =:

darstellen. Die Matrizen b und b € R2*? sind orthogonal dhnlich zueinander,
und damit folgt aus Lemma .46}

P2 72 P2 g2 g2 2
Eapp + by, + 2% = ?pp + by, + 2bpg : (8.108)
=l1bl1% =[[blI%
und die Identitdten (8I107) und (8I08) ergeben die Behauptung. O
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Mit Satz 847 wird offensichtlich, dass bei festem Index (p, ¢) im Fall Z;pq =0
die Zahl S(B) die groftmogliche Verringerung gegeniiber S(B) erféhrt.

Korollar 8.1. Wahit man in (8I00) die Zahlen ¢ und s so, dass IA)pq =0
erfillt ist, dann gilt X

S(B) = S(B) —2b2, .
Satz 8.48. In (8IO0) erhilt man den Eintrag by, = by = 0 durch die Wahl
der Zahlen ¢ und s (0.B.d.A. sei by, #0)

1+C . 1-C . bpp — byq

c=1\——, s=sign(byy)\/—— mit C =
2 \/(bpp B bqq)2 + 4b;2)q
(8.109)

Beweis. Mit den Beziehungen (8.104]) folgt

) 1—-02
pg — S1gN (bzvq) T(bqq - bpp) + Cbyy

81gn(b )|bpq|( ) i bpp — byq by =0
\/( bqq) + 452 \/(bpp - bqq)2 + 4b[2)q

wobeil der Schritt von der ersten zur zweiten Zeile aus

1— 02 \/ pp 24+ 462 — (bpp — byq)? . [
\— : —
b ¥ 4by, V(o = byg)? + 482,

folgt. O]

S

Das Korollar B und der folgende Satz liefern einen Hinweis zur jeweiligen
Wahl der Indizes p und gq.

Satz 8.49. Fir Indizes (p,q) mit p # q sei
|bpa| > |bis| fiir 4,5 =1,...,n, i # ], (8.110)

erfillt. Mit den Bezeichnungen aus (8I00) und ¢ und s aus Satz[848 gilt
die Abschdtzung

S(B) < (1—n)S(B), mit n:= el
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Beweis. Wegen (8110) gilt die Abschitzung

n

SB)= Y b <nn-1,,

4, =100y iF]

da die Anzahl der Nichtdiagonalelemente gleich n(n — 1) ist. Die Aussage des
Satzes folgt unter Nutzung des Korollars R.11 O

Bemerkung 8.50. Nach Satz 849 gilt fiir die MessgroBen S(A®)) des Ja-
cobiverfahrens
2

S(AM) < (1 —n)kS(A), fir k=1,2,... (n= n(n—1)’ A=AW).

Bei Vorgabe einer Genauigkeit ¢ > 0 fiir S(A®) ergibt sich
log(+/S(A
S(AM) < (1 —n)kS(A) < e =k >2 O_ggogi(_);)e) ~ n*log((v/S(A)/e)

fiir die durchzufithrenden Givensrotationen bei jeweiliger Wahl des betrags-
grofiten Nichtdiagonalelements zur Ermittlung vom Indexpaar (p, q).

8.17.3 Von-Mises-Vektoriteration

Bei vielen angewandten Aufgabenstellungen ist der betragsgrofite Eigenwert
von besonderer Bedeutung. Bei Schwingungsproblemen ist oft die Grund-
schwingung von Interesse und fiir deren Berechnung benotigt man den be-
tragsgrofiten Eigenwert. Fiir den Fall, dass die Matrix A Eigenwerte mit der
Eigenschaft

AL > | Ae| = > | A (8.111)

besitzt, kann man ausgehend von einem geeigneten Startvektor @, mit der

Iteration
1_[1 :Aﬁo, ﬁg :A’Jl, ---vﬁk+1 :A’l_[k,... (8112)

den betragsgrofiten Eigenwert und den dazugehorigen Eigenvektor berech-
nen. Betrachten wir als Startvektor

Up=q+@+ -+,

wobei ¢i, . . ., ¢, die Eigenvektorbasis einer als diagonalisierbar vorausgesetz-
ten Matrix A sind. Mit Ag, = \xqk erhilt man mit der Iteration (8112)

iy = Aty = A%y = Nig + -+ Mg, (8.113)
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und bei der Iteration setzt sich die Vektorkomponente mit dem betragsgofiten
Eigenwert durch, so dass die Iteration in gewisser Weise gegen den Eigen-
vektor ¢ strebt. Multipliziert man (8113) mit einem Testvektor Z, von dem
(Z,q1) # 0 gefordert wird, dann erhélt man

(U, 2) = A (U1, Z)
fiir geniigend grofe £ und es gilt

)\1 = hm Suk—’g‘> s
koo (ily—1, Z)

wobei wir die gesicherte Existenz des Grenzwerts nicht zeigen. Ist ¢ als

Eigenvektor mit einer positiven ersten von null verschiedenen Komponente

zum betragsgrofiten Eigenwert \; normiert, dann konvergiert die Folge
|||

gegen ¢, wobei (; € {+1,—1} so zu wihlen ist, dass die erste von null ver-

schiedene Komponente von v positiv ist. Die durchgefiihrten Betrachtungen

konnen wir zusammenfassen.

Satz 8.51. (Von-Mises-Vektoriteration)
Sei A eine diagonalisierbare (n x n)-Matriz, deren Figenwerte die Bedingung
(8111) erfiillen. q; seien die Eigenvektoren zu \;. Seien U, und ) durch

(8113) bzw. (8-113) erklirt und gelte (Uy, q1) # 0, (Z,q1) # 0 fir die Vek-

toren z,uy. Dann konvergiert die Folge vy, gegen den Eigenvektor ¢; und der
betragsgrofite Eigenwert Ay ergibt sich als Grenzwert

M= lim 2 (0 2) (8.115)

k—o00 <’L_L‘k,1, Z> - k—o0 <6k717 2} ‘

Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit gilt

Upy 1, 2 A
|%—m < KIEE (8.116)

wobei die Konstante K von der Wahl von Z, iy abhdngt.

Zum Satz 85T ist anzumerken, dass man auch im Fall

A== A == > P 22 Pl > 1

mit der Von-Mises-Iteration (8113]), (8114)), (8II5) den mehrfachen Eigen-
wert A; bestimmen kann. Allerdings konvergiert die Folge (8I14) nur ge-
gen irgendeinen Eigenvektor aus dem Unterraum der Losungen des linearen
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Gleichungssystems (A — A\ E)U = 0. Eventuelle weitere Eigenvektoren zum
mehrfachen Eigenwert A\; muss man dann auf anderem Weg, z.B. durch die
Bestimmung weiterer Losungen von (A — A\ E)7 = 0, berechnen.
Nach der Bestimmung von A\; weifl man, dass fiir eine symmetrische Matrix
A alle Eigenwerte auf jeden Fall im Intervall [a,b] := [—| 1], |A\1]] liegen, da
sie reell sind. Evtl. kann man das Intervall [a,b] durch die Betrachtung der
Gerschgorin-Kreise noch verkleinern.
Mit der folgenden Uberlegung kann man unter Umsténden Eigenwerte von
A schneller bestimmen als mit der Von-Mises-Iteration nach Satz B.51] Ist A
ein Eigenwert von A und ¢ ein zu \ gehorender Eigenvektor von A, dann ist
fiir 4 #£ X wegen

Al =i <= (A—pE)i=(\—p)i <= (A—pE) 'i= 3 ! ,uﬁ

die Zahl /\Tlu ein Eigenwert von (A — uFE)~'. Wendet man den Satz R51 auf
das Eigenwertproblem der Matrix (A — uF)~! an, dann ergibt sich mit dem
folgenden Satz eine effiziente Methode zur Eigenwert- und Eigenvektorbe-
stimmung.

Satz 8.52. (inverse Von-Mises-Vektoriteration/Wielandt)
Sei A eine Matriz vom Typ nxn mit den Figenwerten A, ..., A\, und sei ji €
C eine komplexe Zahl ungleich allen Figenwerten von A, so dass die Matrix
A einen FEigenwert hat, der ndher bei p als bei allen anderen Eigenwerten
liegt, d.h.

0 <M —pl <[ho—pl < <A —pf

gilt (A1 ist der Figenwert, der p am ndchsten liegt). Mit der Iterationsfolge
=(A—pE) i, (k=1,2,...) (8.117)

qilt
U, 1
lim (k. 2) <~ )\ = lim <uk 1’5>
k—o0 <uk 1, Z> )\1 Y k—o0 <uk72‘>
wobei (uy,q,) # 0, (2,qu) # 0 fir den Startvektor ty und den Testvektor

Z mit q, als dem zu ﬁ gehorenden Eigenvektor der Matriz (A — uE)™!
gelten muss. Die normalisierten Vektoren vy, = H” T konvergieren gegen den
FEigenvektor q,,. Die Iteration (8.117) heifst inverse Von-Mises-Iteration. Fiir

die Konvergenzgeschwindigkeit gilt

) 1 10— ) s
e w by T wn
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Der Satz [8.52 ist in zweierlei Hinsicht von Bedeutung. Zum einen kann man
durch eine giinstige Wahl von g in der Nihe eines Eigenwertes A; die Kon-
vergenzgeschwindigkeit der inversen Von-Mises-Iteration grof, machen und

schnell zu diesem Eigenwert gelangen. Zweitens kann man bei Kenntnis des
A A
Tntervalls [Apin, Amax] durch die Wahl von g = “min" 9% 5, die Berech-

nung des Eigenwertes A, von A, der y1 am néchsten liegt, mit

Amin + Au _ Aut Amax

/-1/1 == 2 ) ,U“Z 2

die Iteration (8II7T) fir gy und pe durchfithren. Die sukzessive Fortsetzung
dieses Algorithmus liefert nach evtl. Aussortierung von Punkten, fiir die
(BII7) nicht konvergiert, alle Eigenwerte von A. Bei der Wahl der Para-
meter 4 kann man natiirlich auch Informationen zur Lage der Eigenwerte
aus dem Satz nutzen.

Ein weiterer Weg, sémtliche von null verschiedenen Eigenwerte einer Matrix
A durch Von-Mises-Vektoriterations-Methoden zu bestimmen, ist mit Hilfe
der Deflation moglich. Kennt man einen Eigenwert A\; # 0 der symmetri-
schen Matrix A und mit #; den dazugehoérenden Eigenvektor und bezeichnet

die restlichen Eigenwerte von A mit Ag, ..., \,, dann hat die Matrix
= =T
T A
A=(E- 2 ya=a- " 73"
<$1, $1> <$1, $1>

die Eigenwerte 0, Mg, ..., An. AuBerdem ist jeder Eigenvektor von A auch
Eigenvektor von A und umgekehrt. Mit der Deflation transformiert man den
Eigenwert A; auf 0.

Beispiel 8.53. Fiir die Matrix

2 -1 0
A=| -1 2 -1
0 -1 2

findet man die Eigenwerte \; = 2, Ay = 2 — \/5, A3 = 2+ /2 mit den
Eigenvektoren

1 1 1
— \/5 — 15 — _15
T = 0 9 2 = 7§ ) 3= 7§
L 1 1
V2 2 2
Fiir A ergibt sich
. \ 1 -1 1
A=A- "L gl = -1 2 -1
(71, 7 1 -1 1



mit den Eigenwerten 0, A\ = 2 — \/5, A3 =2+ V2 und den Eigenvektoren

_ 1 1 _1

V2 2 2

Ty = 0], o= 5 | T=| &
1 1 _1

V2 2 2

Fiir den allgemeineren Fall der nicht notwendigerweise symmetrischen Matrix
A gilt der folgende

Satz 8.54. (Deflation)

Sei 2+ 0 ein beliebiger Vektor und es sei @, mit (¥1,Z) # 0 ein Eigenvektor
der Matriz A zum FEigenwert \i. Dann liefert jeder weitere von T linear
unabhdngige Figenvektor & von A zum Figenwert X mit

o (7, 2) =
7= T (8.118)

einen Eigenvektor der Matrix

zum gleichen Eigenwert \. Der Eigenvektor Ty ist ebenfalls Eigenvektor der
Matrix A zum Eigenwert 0. Umgekehrt liefert jeder Eigenvektor i von A zum
FEigenwert X einen Eigenvektor

—(A-ME)f=O—\N)j+ << y’g* (8.119)

von A zum selben Eigenwert. Alle Eigenvektoren von A zu nichtverschwin-
denden Eigenwerten stehen senkrecht auf Z.

Ay = \j und Az’ = A2’ rechnet man durch Einsetzen nach. Die Multiplika-
tion von ZT A mit (BIIS)) ergibt

FTAY = (A7, 2) = (AZ,Z) = \(T,2) <= (47,2) = (A = \)(Z,2)
und Einsetzen von (7, 2) = =5 (A7, 2) in BIIF) liefert (8II9) mit dem

Eigenvektor 27/ = (A — A1)Z. Die skalare Multiplikation von Ajj mit 7 ergibt
unter Nutzung von Ay = Ay

1= — <Ay7 2‘> — — —
<Ay72> - <Ay7'€> <l’1 —»> < 173> <Ay7§> - <Ay75> - )‘<y7’€> )
woraus (¥, 2) = 0 fiir A # 0 folgt. Damit ist der Satz [8.54] bewiesen.
Mit dem Satz [R.54] d.h., der sukzessiven Deflation, kann man also mit Von-
Mises-Iterationen sémtliche Eigenwerte einer Matrix, beginnend mit dem be-
tragsgrofiten, und die dazugehorenden Eigenvektoren berechnen.
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8.17.4 QR-Verfahren

Das @QR-Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte der Matrix A basiert
auf der sukzessiven Konstruktion von @ R-Zerlegungen. Bevor das Verfah-
ren erldutert und Konvergenzbetrachtungen angestellt werden, sind einige
Aussagen zu @ R-Zerlegungen bereitzustellen.

Lemma 8.55. (Eindeutigkeit der QR-Zerlequng)
Fiir Orthogonalmatrizen QQ1, Qo € R™ ™ und reguldre rechte Dreiecksmatrizen
R, Ry € R™*™ seq

QlRl = QQRQ

erfillt. Dann existiert eine Vorzeichenmatriz S = diag (o4, ...,0,) € R™"
mit 0; € {—1,1}, so dass

Q2=hS, Ry=S5R;
qgilt.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt
Qr'Q=RiRy' = 5.

Produkte und Inverse von orthogonalen Matrizen sind wieder orthogonal,
und Gleiches gilt fiir Dreiecksmatrizen. Folglich ist S sowohl rechte Dreiecks-
matrix als auch orthogonal, d.h.

St=8", S= | eRrm, (8.120)
*

Damit kann S nur eine Diagonalmatrix sein, also eine Matrix S =
diag (oy,...,0,) € R™". Aus

St=5" = ST"S=F
folgt o, =1/0; fiir j =1,...,n, also 0; € {—1,1}. O]
Definition 8.56. Fiir Matrizen Ay = (ag-c)) € R und A = (a;;) € R™"
schreibt man

(k)

Ay = A fiir k — 00 = a;;’ — ai; fir k—oo (i,j=1,...,n)

(A, — A fir k — oo gilt genau dann, wenn ||Ax — Al| — 0 fir k — oo,
wobei || - || irgendeine Matriznorm ist).
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Fiir die folgenden Konvergenzbetrachtungen des noch zu erkldrenden Q)R-
Verfahren soll unter O(Ay) fiir eine Matrix Ay als O(||Agl|2) fiir die Matri-
xeintrage verstanden werden.

Lemma 8.57. (Stetigkeit der QR-Zerlegung)
Fiir Orthogonalmatrizen Qr, @ € R™" wund rechte Dreiecksmatrizen

Ry, R € R™" sei
=:Ay

—T—

erfullt, und die Matrix QR € R™™ sei requldr. Dann existieren Vorzeichen-
matrizen

Sk = diag(a%k), oYy e RV it a ) € {-1,1}, (8.122)

mit
QrSk=Q +O(Ay), SiLRr=R+O0(Ay)  fir k— oo . (8.123)

Beweis. Der Beweis dieses Lemmas zur Stetigkeit der () R-Faktorisierung ist
recht aufwendig und soll in den wesentlichen Beweisschritten dargestellt wer-
den.

Da R, @ und QR reguldre Matrizen sind, existiert

Rk = RkR_l .
Mit
RIR, = (RY'RIR.E "' = (R")  (QsRi)" (QuRr)R™
= (R")H(QR)" + O(Ap)(QR + O(Ay))R™
= (R")'RTRR™' +0O(4y) fiir k — oo
_E
wurde
RIR, = E+0(Ay) fiir k— oo, (8.124)

gezeigt. Nun wird mit Hilfe von (8124 gezeigt, dass fiir gewisse Vorzeichen-
matrizen Sy € R™™ der Form (8.122])

SpRy = E+O(A,) fiir k— oo, (8.125)
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gilt. Zum Nachweis der Konvergenzaussage (8.125]) betrachtet man die Zer-
legung von Ry

(k)

11 k... % 0 * ... %
. (k)
Ry = = diag (7, i)+ | ,
* ::bk : *
(k) 0 0
—U,
(8.126)

die dadurch begriindet ist, dass Inverse und Produkte von oberen Dreiecks-
matrizen wieder Dreicksmatrizen sind. Mit Dy und Uy aus (8126 wird nun

Di=E+O(Ay), Uy=0(4Ay) fir k— oo (8.127)
gezeigt. Dazu stellt man als erstes
Ry = (R{)™ + B, mit By := (R{) " (R{ Ry — E)
fest. Aus (8.124) folgt
B = O(Ay)

wobei auflerdem anzumerken ist, dass (8124]) die Beschrénktheit der Matrix-
folge Ry', By',... impliziert (|[RyY|2 = |[(RERy)~Y]y* — 1 fiir k — o0).
Da R? eine untere Dreiecksmatrix ist, ist auch (7)™ eine untere Dreiecks-
matrix. Damit stimmt notwendigerweise das strikte obere Dreieck (ohne die
Hauptdiagonale) von Bj mit dem strikten oberen Dreieck von Uy iiberein.
Insgesamt erhélt man damit die Darstellung

*
* *

also gilt der zweite Teil von ([8I2T7). Zum Nachweis des ersten Teils von

(BI27) findet man
D} = D{Dy= (R U (R —Uy)
RIR, — RIU, — UFRy +UFU, = E+ O(Ay)
—— —— N N~
=E+O0(Ar)  =0(Ar) =0(Ar)  O(Ag)
fir k — oo. Aus (8I127) folgt nun mit den Vorzeichenmatrizen

S, = diag (sign(fﬁ)), ..., sign(F))
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(RI25) unmittelbar.
Mit (8I25) folgt nun mit

SyRe = SiRyR=R+O(A;),

*

QSe 2 (QuRY (SR E (QR+O(A)(R™ +0(A)))
= Q+O(Ay) fir k— oo,

—
=

der Nachweis des Aussage (8I23) des Lemmas, wobei man bei (*)
beriicksichtigt, dass nach Voraussetzung S? = F gilt, und dass fiir hinrei-
chend grofle k die Matrix Ry regulér ist (ergibt sich aus (8I21]), der Regula-
ritit von QR und aus ||Q; '[|s = 1). (**) folgt aus dem Stérungsresultat fiir
Matrizen

1A+ A4)" =AY < AN fir AA] € g, mit e = 247

]

Nun soll das @QR-Verfahren erklart werden. Fiir eine beliebige Matrix A €
R™*™ wird durch

QR-Algorithmus

A=A k=1

bestimme Qy, Ry durch die Faktorisierung A% = Q. Ry, (8.128)
ARD = RQr = QP AMQy,

falls Summe der Betrége des Dreiecks unter der Hauptdiagonale
von A®*1) grifer als eine vorgegebene Toleranz ist, k = k + 1,
gehe zu (RBI128]), sonst Stopp des Algorithmus

eine Folge AW A erklirt, die, wie spiter gezeigt wird, fiir k — oo ge-
gen eine Dreiecksmatrix bzw. Diagonalmatrix konvergiert, die aufgrund der
Ahnlichkeit von A und A® die Eigenwerte von A enthélt (oder fiir wachsen-
des k approximieren die Diagonaleintrige von A®*) die Eigenwerte von A).

Fiir die weitere Untersuchung des () R-Verfahrens werden einige spezielle Dar-
stellungen fiir A®) und A* benétigt.

Lemma 8.58. Mit den Bezeichnungen aus (8I128) sowie den Festleqgungen

Qi =@Q1Q2 - Qr, Rp.a1:=RpRy_1--- R, (8.129)
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qilt
A(k-H) _ Q}ZlA(k)Qk ’
AW = Q7 AQy ik
Ak = QlkRkl )
firk=1,2,....

Der (einfache) Beweis sei als Ubung empfohlen. Zum Konvergenzverhalten
des Q R-Verfahrens betrachten wir den

Satz 8.59. Die Matrix A € R™" sei requldr und diagonalisierbar mit be-
tragsmdafig einfachen Eigenwerten A1, ..., \, € R, die 0.B.d.A. betragsmdjsig
fallend angeordnet seien,

|A1] > A2 > - > |\ >0, (8.130)

und die Inverse der Matrix T = [vq]. .. |v,] € R™™ der Eigenvektoren v; €
R™ zu A; besitze ohne Zeilenvertauschung eine LR-Faktorisierung.

Dann gilt fir den QR-Algorithmus (8128)

s
AW = SUS, + O(¢*)  fiir k — oo, mit q:= max 1| ;\H] :

mit geeigneten Matrizen von der Form

)\1 * Ce *
S = diag(aik), oMy eRY U= A2 e R™™ |
*
An
(8.131)

(k)
mat o

AF) = (agf)) die betragsmdaflig fallend sortierten Eigenwerte von A,

€ {—1,1}. Insbesondere approzimieren die Diagonalelemente von

‘max |a(~ ) _ N =0(¢")  fiir k— oo .

Beweis. Fiir die Eigenvektormatrix 7" wird eine Q) R-Zerlegung wie folgt be-
trachtet

* % *
. . *oeee %

T=QR, (@ orthogonal, R = _ | eRYTL(8.132)
*
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Nun wird

AP = S (RDR™1)S, + O(¢*)  fiir k — oo (8.133)
mit einer Matrix S, € R™*" der Form (8122)) und der Diagonalmatrix
D :=diag (A,..., \,) € R™" (8.134)

gezeigh. Die Aussage des Satzes erhélt man schlieflich mit der Matrix
U := RDR™!. Fiir den Nachweis von (8I33) wird die vorausgesetzte Fakto-
risierung

1 *
1 * . % -e- %
T =LR, L= o . ERan’ R = . ‘ eRan7
* * 1 *
(8.135)

bendtigt. Nun gilt
Ly:=D'LD™* =E+0(¢*) fir k— oo, (8.136)

denn mit L = (I;;) ergibt sich Ly = ((A\i/A;)*1;;), und dann folgt (BI30])
aus der Ungleichung |\;/\;| < ¢ fir @ > j + 1. Weiterhin braucht man eine
Q R-Zerlegung von RL; € R™" etwa

%k *

~ ~ A ~ R k... %

RL, =: QpRy, Qi € R™" orthogonal, Ry = ) | e R
*

Aus (BI36) erhdlt man die Konvergenz
QwRr = R+ 0(¢") = ER+O(¢") fiir k— oo,

und Lemma B.57 tiber die Stetigkeit der @ R-Zerlegung liefert mit einer ent-
sprechenden Vorzeichenwahl in den Spalten der Matrix )y bzw. in den Zeilen
der Matrix R,

Qe =E+0("), Ry=R+0(¢") fir k—oo. (8.137)
Die Aussage ([BI37) ist der erste Schritt zum Nachweis von (8133). Im zwei-
ten Schritt erhilt man fiir die Potenzen A¥, k > 1, die beiden folgenden
() R-Zerlegungen,
A = DT Y QRDYLR Y Q RL, D*R = Q@) RuD*R (8.138
Q@ Q RLy QQy, Ry ( )
QkRk orthog. Dreieck

A = Qi xRy, (8.139)
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wobei (*) aus (8132), (8I30) folgt, und (**) aus (RI36). Die Eindeutigkeit
der QR-Zerlegung (Lemma R.55) liefert nun

Qrr = QQrSki1,
Re.i = SuReDFR, mit Sy, = diag (ngﬂ), oDy e R

mit geeigneten a§k+1) € {—1,1}. Daraus folgt
=E
-1 A1 =11 A
Qv = Q1 1@, =5%Q,-, Q QQrSkt1,
Ry = Ry.aR.'\ =SBk D'RR (D7) RIS,

'

=D

und daraus schliefllich
A® = QiR = S Q:Y O S2., R, DR, S
Qk k ka—l Qk k+1 lf k—1 Pk >
—~E —E =FE SR R

wobei man aus (8.137) erkennt, dass die angegebenen Konvergenzeigenschaf-
ten mit der Rate O(q*) gelten. Die letzten Betrachtungen ergeben nun die

Behauptung (8I33)), also
S, AWS, = RDR™' +0O(¢") fiir k— oo,
was den Beweis des Satzes abschlief3t. O]

Analog zur Uberlegung, die zur inversen Von-Mises-Vektoriteration gefiihrt
hat, kann man auch bei der () R-Iteration die Konvergenz verbessern, indem
man das @QR-Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte einer geshifteten
Matrix A — kE mit geeignet zu wéihlenden spektralen Shifts x anwendet.
Bei der Berechnung der Folge A®+D = QW AR Q®) waren Q®, R® die
Faktoren der QR-Zerlegung von A®) wobei mit AD) = A gestartet wurde.
Fiir geeignet zu wihlende Shifts s, € C (Verschiebungen) wird die Folge A®)
(k=1,2,...) durch

Ak — ROO®) 4 g B (8.140)

wobei Q)| R*®) die Faktoren der QR-Zerlegung von (A®) — k, E) sind, und
die Wahl von A = A, konstruiert. Eine kurze Rechnung zeigt, dass die
durch (BI40) definierten Matrizen A®*1 #hnlich zu A sind, denn es gilt

AR _ kB = Q(k)R(k‘) e Rk — Q(k)T(A(k) — kpE) =
AR = RRWQE 4 g B = QW™ (4® — ke E)QW + ki, E
Q(k)HA(k)Q(k) _ KkQ(k)HQ(k) 4 kB = Q(k)HA(k)Q(k) .
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Fiir die Orthogonalmatrix P® = QWQE® .. .QW ergibt sich dann die
Matrixédquivalenz A® = P®T APk Der obere Index H kennzeichnet hier
die Hermite’sche Matrix P, die durch

P =pT

mit P = (p;;) (pi; konjugiert komplex zu p;;) definiert ist. Fiir reelle Shifts
ist P = PT. Es gilt nun fiir das Q R-Verfahren mit Shifts der

Satz 8.60. (QR-Verfahren mit Shifts)
Sei A eine reelle Matriz vom Typ (nxn) mit Eigenwerten Ay, ..., \,, fir die
A1] > || > -+ > || gilt. Dann konvergiert die durch (8-170) definierte
Folge A%) gegen eine obere Dreiecksmatriz A, die als Diagonalelemente die
Eigenwerte von AV = A besitzt. Fiir die orthogonalen Matrizen P*) =
QWQ® ... .QW gilt P =1limy_,oo P und A = PTAP.

Ist A symmetrisch, dann ist die Matrix A eine Diagonalmatriz.

Die Geschwindigkeit der Konvergenz gegen die obere Dreiecksmatrix bzw. ge-
gen die Diagonalmatriz A ist exponentiell und fir ein Element des unteren
Dreiecks durch

o — 0] Ai — K,

%)

k ir 0> 8.141
)\j_,ikl) fir i > j (8.141)

gegeben.

Aus der Beziehung (8I41]) wird deutlich, dass man die Geschwindigkeit der
Konvergenz gegen die obere Dreiecksmatrix bzw. gegen die Diagonalmatrix
A durch eine gute Wahl der Shifts x; erhéhen kann.

Zu den beiden Satzen und ist anzumerken, dass die () R-Verfahren
auch fiir den Fall von mehrfachen Eigenwerten Ay = --- = A, (r > 1) von A
im Grenzprozess eine obere Dreiecksmatrix bzw. eine Diagonalmatrix A mit
den geschilderten Eigenschaften erzeugen.

Durch eine geschickte Wahl der Shifts xj kann man |, — kx| < |A\; — kx| und
somit die Konvergenzgeschwindigkeit betrédchtlich erhohen. Als gute Wahl
hat sich fiir den Fall reeller Eigenwerte

k
= alf

erwiesen. Fiir den Fall komplexer Eigenwerte wahlt man als Shift x; den
Eigenwert A der (2 x 2)-Matrix

k k
aiz—)l n—1 ai—)l n
aflkg—l agtkr)z ’
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fiir den |a£1k,zb—)\| kleiner ist. Diesen Shift bezeichnet man auch als Wilkinson-
Shift (s. dazu weitere Ausfithrungen in den Biichern von Schwarz und
Bérwolff).

Zum Abschluss sei noch darauf hingewiesen, dass es fiir das Q R-Verfahren
zur Berechnung der Eigenwerte von A offensichtlich von Vorteil ist, wenn die
Matrix wenig Nichtnull-Eintrége im unteren Dreieck hat, so dass ein vorge-
schaltete Transformation von A auf eine &hnliche Hessenbergmatrix sinnvoll
ist.

8.17.5 Algorithmen-Beschreibung und ihr Rechenauf-
wand

Im Folgenden werden die oben diskutierten Verfahren als Pseudo-Code kurz
dargestellt, sowie der Rechenaufwand angegeben.

Jacobi-Verfahren

S0 (Initialisierung) A® := A k= 0,wy = S(A), € > 0.
S1 (Abbruchtest) Falls 2¢;, < € stop .

S2  (Pivotwahl) Wéhle p = p(k), ¢ = q(k) mit agf]) #0.
S3  (Iterationsschritt)

S31  berechne ¢ = ¢y, s =s; gemdf (8I0J),

832 berechne AT = 1AMQ,

533 berechne wyy1 = wi — [a(k)]2 )

pq
S4 setze k=k+1 und gehe zu S1

Als Aufwand pro Schritt sind 4n Add./Subtr. + 3n Mult./Div. + 2 Qua-
dratwurzeln erforderlich.

von-Mises-Vektoriteration

S0 (Initialisierung) Wihle Vektor v(® € R” mit [[o @] =1, k=0
S1 (Iteration) Berechne w**+1) = Ap®)
S2 (Normierung) Setze v*+1) = y*+D /]|,

S4 setze k=k+ 1 und gehe zu S1

Als Aufwand pro Schritt ist sind eine Matrix-Vektor-Multiplikation, sowie n
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Add./Subtr. + 1 Quadratwurzel erforderlich.

Inverse Vektoriteration/Wielandt

S0 (Initialisierung) wahle ein k # A;,j =1,...,n,

und einen Vektor v € R® mit |[v®|]; =1, k=0.

(k+1)

S1 (Iteration) Berechne w aus

(A — rpE)YwF) = o)
(k+1)

S2  (Normierung) Setze v w®HD /|wED) |, .

S4 setze k=k+1 und gehe zu S1

Der Aufwand ist vergleichbar mit dem der einfachen von-Mises-
Vektoriteration. (A — k;,F)~! wird nicht berechnet, sondern es werden pro
Schritt je n lineare Gleichungssystem mit der Matrix A, = A — k£ z.B.
durch eine LR-Zerlegung gelost.

QR-Algorithmus mit Spektralverschiebungen (Shifts)

S0 (Initialisierung) A=A, VO =F k=0.
S1 (Spektralverschiebung)wihle ein ry, .
52 (QR-Zerlegung)Bestimme Q®, R® mit

AB e — QW R® |
S3 (Iteration) Berechne A®*) = RWQW 4 B VD — yRQ®)|
S4 setze k= k+ 1 und gehe zu S1

Dieser Algorithmus ist auch fiir den Fall, dass kj ein Eigenwert von A ist,
durchfiithrbar. Z.B. bietet sich als Wahl fiir den Verschiebungsparameter wie
oben schon bemerkt s = a'f) an. Als Aufwand pro Schritt ergibt sich der
Aufwand fiir eine QR-Zerlegung, 2 Matrix-Vektor-Multiplikationen und n
Add./Subtr.
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