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Technische Universitit Berlin Wintersemester 2013/2014
Fakultit IT — Mathematik und Naturwissenschaften

Institut fiir Mathematik

Giinter Barwolff, Ute Kandler

Numerische Mathematik I
5. Ubungsblatt: Fixpunktiteration, Newton-Verfahren

Tutorium

Aufgabe 1:

Fiir welche der folgenden Gleichungen und welche Startwerte konvergiert die zugehérige Fixpunktitera-
tion?

l.z=¢e*—sinz+=z
2. p=sinz=e* 4z
3. z =arcsine®,z <0
4. x =Insinz,z € (0, )
Lésungsvorschlag: Wir verwenden folgende Abschéitzung
[0(@) — 2W)loo < [1DDoclx 2 = Ylocs Ve, € K.

dabei ist ® eine auf einer konvexen offenen Menge K differenzierbare Funktion.
Dort wo |®'(z)| gleichméBig kleiner 1 ist, konvergiert das zugehorige Iterationsverfahren.

P(z) = e —sinz+z = Pi(z) = e —cosz+1
Dy(z) = sinz—e"4+a2 = P4(x) = cosz—e"+1
$3(x) = aresine” = Oh(x) = \/—%

Dy(z) = Insinz = ®)(x) = cotzx

Die ersten beiden Funktionen haben unendlich viele Fixpunkte fir x < 0. Fiir £ > 0 liegen keine
Fixpunkte vor. Seien z; > z3 > ... diese Fixpunkte. Wir betrachten den Graphen von &, ®/.
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Fiir z 2 0 ist bereits ®{(z) = e —cosz +1 > 1.
Wir bezeichnen die Nullstellen von e* —cosz mit wo > wy > wa > ---. Somit haben wir (siehe Grafiken)

Wo > W1 > 21 > Wy > 2y >wW3 > 23>+

Es ist klar nach dem Satz vonn Rolle, dafl Nullstellen von e* — cos z zwischen denen von e* —sin z liegen
miissen, weil e* — cosz die Ableitung von e® — sinx ist. Lediglich wo, w; liegen rechts von z;.

@i (z) > —1 fiir alle x < 0. Also brauchen wir nur die Stellen betrachten, an denen ®/(z) = 1 ist.
Diese 1-Stellen von @] sind aber genau wy. Bis zur ersten 1-Stelle wp ist ®] immer > 1. Auflerdem
hat ¥ — cosz in der Umgebung einer Nullstelle immer einen Vorzeichenwechsel. Also bekommen wir
folgende Intervalle, in welchen |®}| < 1 gilt: {war41,war), & = 0,1,2,... Innerhalb dieser Intervalle liegt
der Fixpunkt zog, & > 0. Innerhalb der Intervalle (wg, wor—1) liegt der Fixpunkt zsx_1, %k > 0. Hier ist
aber |®1] > 1.

Folgerung: Das Fixpunktverfahren ®; konvergiert innerhalb des Intervalls (wag 41, w2k ) gegen einen Fix-
punkt zox, k > 0. Innerhalb des Intervalls (way, war—1) kann man keine Konvergenz gegen den Fixpunkt
zop—1,k > 0 erwarten. Stattdessen aber werden die Iterierten wohl in das links bzw. rechts benach-
barte Intervall (wakr1, war) (wWak—1,Wak_o) wandern. Im Falle eines Startwertes rechts von z; ist sogar
Divergenz zu erwarten. Somit sind zgx, & > 0 anziehende und z9x_1, & > 0 abstofiende Fixpunkte.

Fiir @5 kann man vollig analog verfahren.

-8+ @ -

_1 0 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2

Hier vertauschen sich gegeniiber ®; die Intervalle.

Folgerung: Das Fixpunktverfahren &, konvergiert innerhalb des Intervalls (war, war—1) gegen einen
Fixpunkt zpx_1. Innerhalb des Intervalls (wzp+1, wsx) kann man keine Konvergenz gegen den Fixpunkt
zox erwarten sondern eine Wanderung in die benachbarten Intervalle. Somit sind zsr_1, & > 0 anzichende
und 29,k > 0 abstoflende Fixpunkte. D.h. gegeniiber ®; sind anziehende und abstoflende Fixpunkte
vertauscht.

Bei &3 brauchen wir gar nicht erst die Ableitung zu betrachten, da diese Funktion keinen reellen Fixpunkt
fiir z < 0 besitzt. Es ist ndmlich z = arcsine”, 2z < 0 <= Iny = arcsiny,0 <y < 1. Fir0 <y < 1
ist der Logarithmus immer negativ, der Arcussinus immer positiv. Dieses bezieht sich natiirlich auf eine
rein reelle Rechnung ohne Verwendung komplexer Zahlen.
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Eine entsprechende Argumentation kann man fir ¢4 machen Es ist ndmlich z = In(sinz),0 < = <
Te=r=Iny,0<y=sinz<1,0<z <nmzr=1Iny, —occ <lny=In(sinz) < 0,0 <z <7 Also liegen
auch hier keine Fixpunkte.
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