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Kapitel 0

Vorwort

Als Literaturempfehlungen seien z.B. die Lehrbiicher von

e Robert Plato: Numerische Mathematik kompakt. Grundlagenwissen fiir
Studium und Praxis

Hans R. Schwarz, Norbert Kockler: Numerische Mathematik

Giinter Barwollf: Numerik fiir Ingenieure, Physiker und Informatiker

Matthias Bollhofer, Volker Mehrmann: Numerische Mathematik

Wolfgang Hackbusch: Iterative Losung grofler Gleichungssysteme

empfohlen, in denen die Themen der Vorlesung mehr oder wenig ausfiihrlich
dargestellt sind.



Kapitel 1

Rechnerarithmetik

Bei unterschiedlichen “Rechenaufgaben” treten unterschiedliche Fehler auf,
und zwar

e Datenfehler aufgrund ungenauer Eingabedaten
e Darstellungsfehler von Zahlen

e Fehler durch ungenaue Rechnungen, z.B. wird man bei der Aufabe
% = (0.33333. .. eigentlich nie fertig, d.h. man gibt irgendwann erschopft
auf und macht einen Fehler.

1.1 Zahldarstellungen

Aus der Analysis ist bekannt, dass man jede Zahl x € R,x # 0 bei einer
gegebenen Basis b € N, b > 2 in der Form

rT=0 f: airb =0 (i aib_Z) b* (1.1)

i=—e+1 i=1

mit ap,as,... € {0,1,...,b—1},e € Z,0 € {+,—} darstellen kann, wobei
a; # 0 ist. (Fordert man, dass es eine unendliche Teilmenge N; C N gibt mit
a; # b —1 fur ¢ € Ny, dann ist die Darstellung eindeutig). heif3t
Gleitpunktdarstellung. Als Basis b wird oft b = 10 (Schule) oder b = 2
benutzt. Man spricht vom Dezimal- bzw. Dualsystem.

1.2 Allgemeine Gleitpunkt-Zahlensysteme

Da man auf Rechnern nicht beliebig viele Stellen zur Darstellung von Zahlen

in der Form ([1.1)) zur Verfiigung hat, z.B. fiir die Zahlen % = (>22,3-107)10°
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im Dezimalsystem oder 2 = (3°77, ¢; - 27)2° mit oy = 0,¢9 = 1 im
Dualsystem, arbeitet man mit Gleitpunktzahlensystemen wie folgt

Definition 1.1. Zu gegebener Basis b > 2 und Mantissenlinge t € N
sowie fir FExponentenschranken €, < 0 < e,q ist die Menge

F = F(b7 tu Cmin, 6mam) C R

durch

t
F= {0 (Zaib_i) b ay,...,a; €40,1,....,b—1},a1 # 0,e € Z,
=t (1.2)

Emin < € < Crggy 0 € {+7 _}} U {0}

erklart und wird System von normalisierten Gleitpunktzahlen genannt.
LdsstA man noch die Kombination e = e, a1 = 0 zu, dann erhdlt man
mit ' D F das System der denormalisierten Gleitpunktzahlen.

Statt der Angabe von Exponentenschrankten ey, émax € Z wird bei einem
Gleitpunktzahlensystem auch mit [ die Stellenzahl des Exponenten e ange-
geben, sodass man statt

F = F(2,24,—127,127) (1.3)

auch

F = F(2,24,7)

schreiben kann, da man mit einer 7-stelligen Dualzahl alle Exponenten von
0 bis £127 darstellen kann. Statt F' wird auch M (Maschinenzahlen) als
Symbol genutzt, also z.B.

M = F(2,24,7) = M(2,24,7) (1.4)

Die Darstellung (|1.3)) ist aber oft préiziser, da in der Praxis tatsachlich |ep,| #
emax 1st, was bei ((1.4)) nicht zu erkennen ist.



1.3 Struktur und Eigenschaften des normali-
sierten Gleitpunktzahlensystems F

Es ist offensichtlich, dass die Elemente von F' symmetrisch um den Nullpunkt
liegen, weshalb hier nur die positiven Elemente betrachtet werden sollen.
Konkret betrachten wir F' = F(b, t, €min, €max) und finden mit

=10 0024 40-b7") . pomin = p~Femin (1.5)

Lmin

die kleinste positive normalisierte Gleitpunktzahl. Andererseits ergibt
sich mit

Lmax — ((b— 1) b_1+(b_ 1) b—2++(b_ 1) b—t) . pemax
= (1_b71+b71—b72—‘—-.._b7t)_bemax
=(1—b7") b (1.6)

die groflte positive normalisierte Gleitpunktzahl. Fiir die Mantissen a
von Zahlen aus F' ergibt sich aus (1.5 und (1.6)

bl<a<1l-b" (1.7)

In F (Menge der denormalisierten Gleitpunktzahlen) sind kleinere Zahlen als
Tmin darstellbar und zwar mit

Frnin = (007" 4o 1o b7F) - pomin = piHemin (1.8)

die kleinste positive denormalisierte Gleitpunktzahl.

Mit der Festlegung einer Mantissenlénge t ist die Anzahl der moglichen Man-
tissen festgelegt, sodass in jedem Intervall |01, b°[ gleich viele Gleitpunkt-
zahlen liegen, die auflerdem dquidistant verteilt sind, und zwar mit dem Ab-
stand

A — b—t _be — be—t

Der Abstand einer beliebigen reellen Zahl x € [b°~!, b°] zum néchstgelegenen
Element z aus F'ist damit durch %A begrenzt, d.h.

1
|z — x| < Qbe_t (1.9)

Die Gleichheit wird erreicht, wenn = genau zwischen zwei benachbarten Zah-
len aus F liegt, wegen b~! < z folgt aus (1.9)

[z —a] _ b1, .
7] < = :ib =:eps (1.10)



mit eps = 307! der maximale relative Abstand der Zahlen {z € R :
Tmin < |2] < Zimax} zum néchstgelegenen Element aus F.
Mit der Kenntnis von eps lédsst sich nun iiber die Bedingung

05-100" <eps<5-107" (1.11)

eine Zahl n € N bestimmen, und man spricht dann beim Gleitpunktzahlen-
system F' von einer n-stelligen Dezimalstellenarithmetik.

Als Beispiele von in der Praxis benutzten Gleitpunktzahlensystemen seien
hier IEEE-Standardsystem

o [(2,23,—126,127) (einfach, real*4)

o [(2,53,—1021,1024) (doppelt, real*s)
sowie die IBM-Systeme

e F(16,6,—64,63) einfach

e [7(16,14,—64,63) doppelt

genannt.

1.4 Rechnen mit Gleitpunktzahlen

Einfache Rechnungen zeigen, dass Gleitpunktzahlensysteme hinsichtlich der
Addition/Subtraktion bzw. Multiplikation /Division nicht abgeschlossen sind,
d.h. Addition oder Multiplikation von Zahlen z,y € F ergibt i.A. keine Zahl
aus F.

Beispiel 1.2. F(10,4,—63,64),z = 0.1502 - 10,y = 0.1 - 1074
x4y = 15.02 + 0.00001 = 15.02001 = 0.1502001 - 102
Hier reicht die Stellenzahl ¢ = 4 nicht aus, um z +y in F' exakt darzustellen.

Um in einem Gleitpunktzahlenystem rechnen zu kénnen braucht man letzt-
endlich eine Abbildung aus R in F

Definition 1.3. Zu einem gegebenen Gleitpunktzahlensystem F(b,t, €min, €maz)
mit gerader Basis b ist die Funktion vd : { € R : Zpin < |2| < Zpa} = R
durch
vd(z) = o gZZﬂ apb™*) b falls ayq < ib—1
o (Y adb™+07) 0 falls apq > 5b
fir x =o- (3 pr arb™) - b¢ erklirt. vd(x) heisst auf t Stellen gerundeter
Wert von x



2. Vor-

Man kann nun folgende Eigenschaften fiir das Runden zeigen:
lesung

Satz 1.4. Zu einem gegebenen Gleitpunktzahlensystem F (b, t, €min, €maz) gilt M
fiir jede reelle Zahl x mit |z| € [T min, Tmas] die Eigenschaft rd(x) € F und die 22.10.2013
Minimaleigenschaft

|rd(x) — x| = IZIgI];l |z — x|

Beweis. Es gilt offensichtlich

t [e’s) t (o) t
Zakb’k < Zakb’k < Z&kb*k + Z (b—1)-bF = Z apb b7t
k=1 k=1 k=1 k=1

k=t+1

Nach Multiplikation mit b° erhéilt man

t 0 t
(Z akb_k> b < <Z akb_k> b = |z| < <Z agb ™ + b—f> b
k=1 k=1 .

k=1

-~

>p-1 <1

d.h. die Schranken von |z| liegen im Intervall [b°7!, 0] und damit sind die
beiden fiir rd(z) infrage kommenden Werte

t t
o (Z akb_k> b und o (Z apgb™* + b‘t> - b
k=1 k=1
die Nachbarn von z aus F, also ist rd(x) € F'.

Es wird nun die Abschéitzung

1
|rd(z) — 2| < 51)’”6 (1.12)

gezeigt.
Fiir a;41 < 2 — 1 (abrunden) erhélt man

[rd(z) — =] = Z akb_k> b = (at+1b_(t+1) + Z akb_k> - b°

k=t+1 k=t4+2

(g - 1> Sy D i (b—1) -b‘k] b

k=t4+2

IN

= _ 9 -1 b—(t+1) + b—(t—l—l) b = lb—t-l,-e
[\2 2




Beim Aufrunden, d.h. a;,; > g, ergibt sich

|rd(x) — x| = (b_t - Z akb_k) - b°

k=t+1

o0

1
_ p—t — ak+1b7(t+1) . E akbfk < Zptte
—_—— 2
Z%bit k:t+2
>0

Da wir frither gezeigt haben, dass %b*”e die Halfte des Abstandes zweier
Nachbarn in F' darstellt, folgt aus (1.12))

|rd(x) — x| :IZIéllgl|Z—$| (1.13)

Als Folgerung aus ([1.12)) erhdlt man wegen |x| > pmin
d(z) — 1
W < §b_t+1 =u (Maschinengenauigkeit), (1.14)
x
als Abschétzung fiir den relativen Rundungsfehler. O

Definition 1.5. u = %b*t“ als Schranke fiir den relativen Rundungsfehler
heifst Maschinengenauigkeit oder roundoff unit u (es werden auch die Be-
zeichnungen macheps oder eps*® verwendet). Daneben gibt man mit

eps = inf{é > 0:1rd(1+0) > 1}
das sogenannte Maschinenepsilon an (Abstand von 1 zur nichsten Maschi-
nenzahl).

Neben der Moglichkeit des Rundens mit rd gibt es auch als Alternative das
Abschneiden (englisch truncate).
Definition 1.6. Zu F' = F(b,t, €min, €maz) 15t die Funktion
te:{x € R: wpin < 2] < Tppaa) — F
durch
t 00
te(z) =0 - (Z aﬁf’“) b fir r=o- (Z akb_k> - b°
k=1 k=1
erkldrt.
Bemerkung 1.7. Abschneiden ist i.A. ungenauer als Runden und es gilt
t —
o) ol _,
|z

fir x € R mit 2y < 2] < Zmax-



1.5 Ersatzarithmetik

Durch Runden oder abschneiden gelingt es, reelle Zahlen z mit x,;, < |z| <
Tmax 10 ein gegebenes Gleitpunktzahlensystem F'(b,t, emin, €max) abzubilden.

Deshalb werden die Grundoperationen o € {+, —, -, :} oft durch

oy =rd(zoy) fir x,y € F Tmin < |T0Y| < Tmax (1.15)
oder

xoy=te(roy) fir x,y € F Tym < |Toy| < Tpax (1.16)

auf dem Rechner realisiert (bei Division soll y # 0 sein)

Satz 1.8. Beziiglich der durch (1.15)) bzw. (1.16|) definierten Ersatzoperatio-
nen +, —,~,7 ist I abgeschlossen, d.h. im Ergebnis dieser Operationen erhiilt
man Elemente aus F'. Auflerdem gilt die Beziehung bzw. Darstellung

xoy=(xoy) - (1+¢) mit |ef<k-u (1.17)

wobei im Fall von (1.15)) k gleich 1 und im Fall von (1.16)) k gleich 2 ist (e
heifit Darstellungsfehler)

Beweis. Die Abgeschlossenheit von F beziiglich 6 folgt aus Theroem [I.4] Die
Darstellung ([1.17)) ergibt sich im Falle von (1.15)) aus

[rd(z oy) — (zoy)|
|z 0yl

also aus ((1.14)). O

<u

1.6 Fehlerakkumulation

Wir betrachten Zahlen z,y € R. Durch eine eventuelle Rundung erhalten wir
mit

rd(z) =2+ Az € F

rd(y) =y+ Ay e F

|Az] |Ay|
lz| Tyl
vorliegenden Fall der Rundung, ¢ = 2« im Falle des Abschneidens). &, 0 sei

nun Multiplikation oder Division. Mit (1.15) und (1.17)) erhélt man

mit < € Zahlen aus einem Gleitpunktzahlensystem F' (¢ = u im

(z+Ar)o(y+Ay) = (- (1+7))o(y-(1+7)), |mllnl e
=@oy)((1+m)o(l+7))(1+a), |af<e
= (zoy)(1+5)



wobei man benutzt, dass

14+7m)o(l+7)(l+a)=1+7)"(1+7,)2=1+5, 01,00 € {—1,+1},
(1.18)
mit einem § mit der Eigenschaft |5]| < 15636 gilt. Die Beziehung (1.18)) ist ein

Spezialfall der Beziehung

T, (14 7)7 =1+ B, B € ——

1 —ne
fiir Zahlen 75, € R mit |7,] < € und Exponenten o, € {—1,+1} (fiir ne < 1),
die man mit vollst. Induktion zwar etwas technisch, aber doch recht leicht

nachweist (Beweis z.B. bei Plato). Damit ergibt sich fiir die Multiplikation /-
Division der

Satz 1.9. Zu dem Gleitpunktzahlensystem F(b,t, €min, €mas) Seien die Zahlen
z,y € R und Ax, Ay € R gegeben mit v + Ax € F,y+ Ay € F,%,% <e
mit € < %1. o steht fiir die Grundoperation - bzw. : und fir x oy soll T, <
|z o y| < Xpax gelten. Dann gilt die Fehlerdarstellung

(r+Ar)S(y+Ay)=x0y+n (1.19)

] 3e
|zoy|] — 1-3e*

Die Darstellung zeigt, dass die Multiplikation bzw. Division verhaltnis-
méfig gutartig mit einem kleinen relativen Fehler ist. Im Folgenden soll noch
auf die Fehlerverstéirkung bei der Hintereinanderausfithrung von Addition in
einem gegebenen GPZS F hingewiesen werden. Es gilt der

Satz 1.10. Zu F(b,t, €min, €maz) S€i€N T1,. .., T, € R und Axq,..., Az, € R
Zahlen mat

mit

A
xk—i-AxkeF,%Se fir k=1,..,n
Tk

und es bezeichne
k

k
Sy = Z(a:j+ij), Sy = ij, k=1,....n
j=1

j=1

die entsprechenden Partialsummen (Summation von links nach rechts), wobei
die Summe Sy als Summe im Gleitpunktzahlensystem F' zu verstehen ist (die
einzelnen Summanden werden also durch + verkniipft). Dann gilt

k

Sk — Skl < (Z(l + )F (2| x| + |Sj\)> e fir k=1,..,n (1.20)

j=1

N J/

Vv
=: My,



falls die Partialsummen (Notation My = 0) innerhalb gewisser Schranken
liegen:

Topin + (Mk—l + |xk|)6 S |Sk’ S Tmaz — (Mk—l + |xk‘)€ k= 17 NN (121)

Beweis. (nach Plato)
Der Beweis erfolgt mit vollst. Induktion. Der Induktionsanfang (k = 1) ist
wegen 221] < ¢ offensichtlich. Unter der Annahme, dass (1.20)) fir k—1>1

|z1]

richtig ist, ergibt sich mit den Verabredungen

AS;=8;—8; firj>1, ASy=0
die folgende Rechnung fiir eine Zahl 7, € R mit 7, < e

AS, = Si— Sy = Sp_1F(zk + Axy) — Sy
= (Sk—1 + ASp_1)+ (2 + Azy) — Sk
(Sk—1 + x + ASk1 + Azy) (1 + 7)) — Sk
= (Sk+ASk_1 + Axg) (1 + 1) — Sk
(1 + 7%)ASk_1 + 7Sk + (1 + 7)) Ay

und damit
|ASK] < (1 + €)|ASk_1] + €(|Sk| + 2|zk]) - (1.22)

Aus ((1.22) und der Induktionsvoraussetzung folgt die Aussage (|1.20). Die
Voraussetzung ((1.21)) sichert, dass die Resultate der Additionen in F' im
relevanten Bereich [2,,in, Tmaz] liegen. O

Bemerkung 1.11. Der Faktor (14¢)"7 in der Abschitzung ist umso
grofer, je kleiner j ist. Daher ist es vorteilhaft beim Aufsummieren mit den
betragsméfig kleinen Zahlen zu beginnen. Dies gewéhrleistet zudem, dass
die Partialsummen Sy betragsméafig nicht unnétig anwachsen. Theorem [1.10
liefert mit nur eine Abschétzung fiir den absoluten Fehler. Der re-

lative Fehler WTS—_j"‘ kann jedoch grof ausfallen, falls |S,| klein gegeniiber

n—1 .
> o1 (5] +1550) 4 ] ist!
Definition 1.12. (Landausche O-Notation)
Sei h : U — R" eine Funktion, U offen, o € U, Dann bezeichnet das

Landau-Symbol]
p(x) = O(|[a(@)l]); = — o

Landau, Edmund Georg Hermann 1877-1938
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eine (nicht niher spezifizierte) Funktion ¢ mit der Figenschaft

Das Landau-Symbol
p(x) = of[[h(@)]]), = — x0

beschreibt eine (nicht naher spezifizierte) Funktion ¢ mit der Eigenschaft

[l (@)l

limgpy ot =0 .

[1h(2)]]

Fiir Funktionen g, h sind die Notationen

= h =z — x,

g
g § h x — xo,

eine abkiirzende Schreibweise fiir

glx) = h(z)+o(||h(x)
g(x) < h(z)+o(||h(x)]]), x — zo (komponentenweise).

), *— xo,

Beispiel 1.13.

rsing = O(?), 2 —0, zsinz=z*, 20,
weil T 1 fiir 2 — 0,
x
rsinz = o(z), v — 0,
weil reny — 0 fiir x — 0,
T
2cosz = O(1), =0, 2cosz=2, v — 0,
P.(x)e™® = 0O(e ™), =

fiir jedes Polynom P, vom Grad n € Ny und jedes 0 < o < 1.
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Kapitel 2

Stabilitit, Vorwartsanalyse,
Riickwiartsanalyse

Nachdem die Fehlerverstirkung bei Grundoperationen in einem GPZS be-
trachtet wurde, soll nun etwas allgemeiner das Problem der Fehlerfortpflan-
zung bei Rechenalgorithmen diskutiert werden.

Allgemein beschreibt die Stabilitdt die Robustheit numerischer Verfahren
gegeniiber Storungen in den Eingabedaten. Ein gegebenes Problem oder ein
Algorithmus soll durch die Funktion

fiR* 5 R™ (2.1)

beschrieben werden, wobei eine explizite Formel fiir f vorliegen soll. Zur
Allgemeinheit bedeutet (2.1), dass ausgehend von n Eingangsdaten m Er-
gebnisse des Problems berechnet werden.

Der besseren Ubersichtlichkeit halber betrachten wir spéter skalarwertige
Probleme, d.h. m = 1.

3. Vor-
lesung

am
28.10.2013

2.1 Kondition als Ma#f fiir Fehlerverstirkungen

Definition 2.1. Die absolute normweise Kondition des Problems x — f(x)
st die kleinste Zahl k45 > 0, sodass

1f(Z) = f(@)]| < KapsllT —2l] T — 2

Das Problem heif$t schlecht gestellt, falls es keine solche Zahl gibt (Kqaps = 00).
Analog ist die relative normweise Kondition die kleinste Zahl k.o > 0 mit

@) - f@] - -
ol = el

T — T

12



Bemerkung 2.2. x klein bedeutet grob ein gut konditioniertes Problem,
k gross ein schlecht konditioniertes.

Beispiel 2.3. f differenzierbar
1 (Z) = f@)Il = [1f"(2)(Z = 2) + o(|Z — 2|
< £ @7 =l + oz — =)

"fabs

/(@) = f@I o 1@ - ]l 12— =]

1f ()] 1f ()] Il
N—————

Rrel

=

2.2 Vektor- und Matrixnormen

e ||Z]|; = > ,_, |zx| Summennorm

o ||Z]|2 = /> 1_; |zk|> Euklidische Norm

o ||7]|oc = maxj<p<n{|zr|} Maximumsnorm

Durch Vektornormen induzierte Matrixnormen

A7,
4l = max ””xH’V’ ~ _max g,

mit v € {1,2,00}. Es gilt

L ||AZ|, < [JA]l,||Z]|, Vertréaglichkeit

2. |AB|l, < ||A]l,||B]|, Submultiplikativitét
Weitere Vektor- und Matrixnormen
p-Norm, p € Nt 7 € R"

12, = (laf? + fzal? 4+ + |oa?)?

p

induziert || All,
Frobeniusnorm einer (m x n) Matrix

A4l = (iz )

i=1 j=1

also die euklidsche bzw. 2-Norm von A als Vektor geschrieben.
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Satz 2.4. Fiir die Berechnung von speziellen induzierten Matriznormen gilt
(A reelle (m x n) Matriz)

|All, = max Z la;;|  Spaltensummennorm (2.2)

Al = lrélzzgnz; la;;|  Zeilensummennorm (2.3)
‘7:

IAll, = VAmaz  Mit Aoz grofiter EW von AT A (2.4)

Beweis.
1) Fiir den Nachweis von (2.2) erhalten wir fiir ¥ € R™

1AZ], = Z\Zaky%l<ZZ!%H%I—Z(ZI%I)I%I

k=1 j=1 j=1 k=1
< ( max E Iakj|)§ |7;] = ( max § lar; ) 12,
7j=1,...,n Jj=1,...,n
k=1 j=1 k=1

also ||A|l, <maxj—1, _n Y pey |ak;j|. Sei nun [ ein beliebiger, aber fester Index
und €; der kanonische Einheitsvektor mit einer 1 in der [-ten Komponente,
dann ist |||, = 1 und damit gilt

ANl > [Aéll, =D 1) argdul = > lanl - (2.5)
k=1 j=1 k=1
Da [ beliebig gew#hlt werden kann, folgt die Gleichung (2.5 fiir alle Spalten

der Matrix A, also gilt ||A||, > maxj—1__, Y p; |ax;| und damit ([2.2)).
2) Fiir den Nachweis von ({2.3)) gilt fiir 7 € R"

n n n
1A%, = max | aga;] < max Y agg| o] < ( max Y ag]) |7,
k=1,....m = k:l,...,mjzl k:l,...nnjzl

also ||A|l, < maxp—1,__m Z?Zl lag;|. Nun sei k ein beliebiger, aber fester
Index. Fiir ¥ = (z;) € R" mit

lar;] A
l‘] = { akjl’ falls ak] 7£ 07 (j = 1, c. ,n)
, sonst,
gilt ||Z|| , = 1 und damit
| AZ]] -
A = ||AZ|| . > g T; | = agql - 2.6
Al = R = [ AZ] !Z k| =) la| (2.6)

Jj=1 Jj=1

7|ak1‘
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Da k als Zeilenindex frei gewahlt wurde, gilt (2.6)) fiir alle Zeilen, also gilt

Fiir den Nachweis von (2.4]) iiberlegt man, dass AT A #hnlich einer Diagonal-
matrix mit den EW von AT A als Diagonalelementen ist. Die EW sind nicht
negativ und aus der Definition von ||A||, folgt dann schlieBlich (2.4) O

Definition 2.5. Unter dem Absolutbetrag einer Matrix A € C™*™ versteht
man die Matrix

also die Matriz mit den Absolutbetrdgen ihrer Elemente. Gilt fir A, B €
R™™ dass a;; < b;; so schreibt man A < B

Bemerkung 2.6. Fiir die ”Betréige”von Matrizen gelten die Beziehungen
(i) [A+ B| < [A] + B

(i) [A- Bl < [A||B]

(iii) A<B,C>0,D>0=CAD <CBD

(iv) [[All, = [I[All, fir pe{l,00, F}

(v) |A| < |B] = ||A|| < ||B]] fiir diese Nomen

Beweis. Grofitenteils trivial O

Die normweise Kondition eines Problems liefert oft eine recht grobe Abschétzung.
Im Falle der geniigenden Glattheit eines Problems f : R® — R erhélt man
aus der linearen Approximation

f@)=f (@) + )5 (@)@ — ;) fir & —x
die Beziehungen
"0
1@ =@ £ Y Isk @i -
"0
< (Z |8—£(x)|)jr£% |Z;— 2y fird—>a (27

bzw.

F@) — f@)] o = lan @l |
()] < Z max firz — o . (2.8)

[f@)] =t fay

J=1
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Den Verstarkungsfaktor des max. relativen Fehlers
" 5L ()] | /
oz i @ e
Crel = J = firz —x
2 [f ()] | ()]

J=1

bezeichnet man als relative komponentenweise Kondition (die ”Betréige”
der Matrizen f’(z) bzw. x sind dabei komponentenweise zu verstehen).
Allgemein erklart man die komponentenweise Kondition eines Problems f
als die kleinste Zahl (.., > 0, so dass

/(&) — f(=)]
|/ ()]

< Gre max 1 = 2] gl firz —»
5]
gilt.
Beispiel 2.7. Fiir die Multiplikation zweier Zahlen f(x,y) = xy erhdlt man
f'(x,y) = [y x] und damit folgt fiir die relative komponentenweise Kondition

rel —

Iyl 1) oyl + eyl _
|yl |yl

Im Unterschied dazu findet man fiir die relative normweise Kondition mit

der 1-Norm fiir |z| # |y|, wobei 0.B.d.A. |z| > |y| angenommen wurde,

2

! x
Krel = 17 w)l, (y) 1_ 2] + |y
If(z, )], lyl
wobei hier ||f'(z,y)|, = ll[y #]ll, = max{|y|,|»|} = |z| (Spaltensummen-

norm) war, d.h. die relative normweise Kondition kann sehr grof§ sein.
Uberpriifen sie als Ubung, dass man mit den Normen || || das gleiche Re-
sultat fiir die normweise Kondition erhélt.

Beispiel 2.8. (Kondition eines linearen Gleichungssystems Ax = b, A re-
gulédr) Die Losung  kann man durch die Abbildung

f:R" = R", b f(b)=A"b
beschreiben. Die Ableitung von f ergibt sich hier im Falle der linearen Abb.
zu f' = A~!. Fiir die normweise Kondition erhilt man demzufolge
1Ol oy A=l s 1
= A s < a

Il
Die hierbei erhaltene Schranke fiir die relative Kondition definiert man als
Konditionszahl

Kabs = HA’1|| und Ky =

cond(A) = x(A) = [|A| ”A_lH

beziiglich einer vertréglichen Norm.

16



2.3 Stabilitdtskonzepte

Wir wollen 2 Stabilitdtskonzepte betrachten. Einmal geht es um die mégliche
Auswirkung von Eingabefehlern auf die fehlerhaften Endergebnisse von Al-
gorithmen. Man spricht hier von der sogenannten Vorwértsanalyse, bei der
die Kondition und unvermeidbare Fehler von Bedeutung sind.

Bei der sogenannten Riickwirtsanalyse interpretiert man ein fehlerhaftes
Endergebnis eines Problems (f,z), d.h. § = f(Z) als exaktes Ergebnis einer
gestorten Eingabe &, d.h. § = f(2) und falls es mehrere solcher Grofien mit
f(z) =y = f(2) gibt, wéhlt man dasjenige mit dem geringsten Abstand zu

x.

2.3.1 Vorwirtsanalyse

Der unvermeidbare Fehler eines Algorithmus lésst sich durch das Produkt
der Kondition und des Eingabefehlers, also k¢ eps abschétzen. Um Stabi-
litdt von Algorithmen bewerten zu kénnen, wird ein Stabilitdtsindikator
o eingefiihrt, der als Faktor den unvermeidbaren Fehler k... eps verstéarkt.
Man vergleicht

|F@) - r@)
7@l

mit dem unvermeidbaren Fehler k.. eps, der bei gerundeten Eingaben = zu
erwarten ware.

Definition 2.9. Sei (f,z) ein Problem mit der normweisen relativen Kondi-
tion kyeq und der Gleitkommarealisierung f Der Stabilitatsindikator der
Vorwdrtsanalyse ist die kleinstmdgliche Zahl o > 0, so dass f.a. méglichen
FEingabegrofien x gilt

|F@) - r@)|
7@l

Ein Algorithmus f wird vorwirtsstabil genannt, wenn o kleiner oder gleich
der Anzahl der hindereinander ausgefiihrten Elementaroperationen (Additi-
on, Subtraktion, Multiplikation etc.) ist.

< Okraeps  fiir eps — 0 . (2.9)

Bemerkung 2.10. Die Elementaroperationen sind vorwartsstabil, da

gilt (s. Vorlesung).
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Wir hatten bereits in einer vergangenen Vorlesung festgestellt, dass es bei
Algorithmen, die aus mehreren vertauschbaren Teilschritten bestehen, mit-
unter sinnvoll ist mit bestimmten Teilschritten zu beginnen.
Betrachten wir nun ein Problem (f,z), das in 2 Teilprobleme (g,z) und
(h,g(z)) (verketteter Algorithmus) aufgeteilt werden kann, d.h. man hat im
skalaren Fall

f=hog, g:R=>R h:R—R.

Die Stabilitédtsindikatoren o, und oy, seien fiir die Teilalgorithmen g und h
bekannt. Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Stabilitét des verketteten
Algorithmus f = h o §.

Satz 2.11.
Seien Ky, K, Ky die normweisen relativen Konditionen der Algorithmen f, h, g.
Fiir den Stabilititsindikator oy des verketteten Algorithmus f gilt

Ok < Opkp + OgkgRp, -

Beweis. Es gilt

|F@ = r@| = |a6@) - re@)|

< [AG) = ha@)| + 186 - @)

19(x) = g()]
9@ 1A (g ()]

< onkreps ||h(g())|| + krogrgeps ||h(g(x))]|
< (onkn + ogkrkg)eps || f(x)| -

< onkneps |[h(G(x))] + kn

O

Eine Schlussfolgerung aus diesem Satz ist dann, dass man unbedingt erforder-
liche Subtraktionen (Ausloschungsproblematik) als Teilprobleme eines ver-
ketteten Gesamtproblems moglichst zu Beginn eines Algorithmus ausfiihrt.
Sind f, g, h skalare Funktionen, dann ergibt smh fiir den Stabilitatsindikator
oy des Algorithmus f ho g direkt aus Satz [2.11| die Beziehung

Oh
o< —+oy,
kg
denn es gilt offensichtlich

_ @el  Jg@)P (g(@) g ()] =] [1' (g(2)[ 19 ()] |¢' ()] ||
/()] [h(g(2))l1g(2)] (gDl lg(=)]

= RhRyg -
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2.3.2 Riickwartsanalyse

4. Vor-

Die Riickwértsanalyse bedeutet die Interpretation des Ausgabefehlers des lesung
Algorithmus als Eingabefehler des Problems: am

- . 30.10.2013

f(@) = f(Z)

Man vergleicht

| — ]

1]

mit eps.

Definition 2.12. Der normweise Riickwéartsfehler des Algorithmus f 2ur
Lésung des Problems (f,x) ist die kleinste Zahl n > 0, fir die fir alle
maoglichen Fingaben & ein & mit f(&) = f(&) existiert, so dass
Ha:ij <n fireps—0.
1]
Der Algorithmus heifit riickwartsstabil beziiglich des relativen Eingabefeh-
lers 0, falls
n<o

gilt. Fir den durch Rundung verursachten Fingabefehler 6 = eps wird durch

den Quotienten
OR ‘= i
eps

der Stabilitidtsindikator der Riickwirtsanalyse definiert.

Satz 2.13. Fliir die Stabilitdtsindikatoren o und or der Vorwdirts- bzw. Riick-
wdrtsanalyse gilt
o< or

(aus der Riickwdirtsstabilitat folgt die Vorwdirtsstabilitdt).
Beweis. Aus der Definition des Riickwiirtsfehlers folgt f(i) = f(#) und

12 — 2] <1n=ogeps fiireps — 0.

1]

Damit ergibt sich mit

f@ - s@)| i@ s o, 1o
7@ @I =T

fiir eps — 0, und wegen ([2.9) ist der Stabilitétsindikator der Vorwéartsstabilitét
o kleiner oder gleich dem Stabilitédtsindikator der Riickwértsstabilitat og. [

S RyelOREPS
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Beispiel 2.14. (Riickwértsanalyse)
Wir wollen als Beispiel die Riickwértsanalyse der Berechnung der Losung
einer quadratischen Gleichung x? — 2px + ¢ = 0, also

fp,q) =p—Vp*—q,

bzw. die Ndherung auf dem Computer
f(p,q) = p=Vpxp=q

durchfiihren. v~ =~/ soll die Wurzel ohne groflen Fehler ziehen. In der
Berechnung stecken 4 fehlerhafte Operationen, die jeweils mit einem relativen
Fehler ¢;, |¢;| < eps behaftet sind. Man findet nun

fp,q) = [p— Vpxp=ql(1+e)
[p— Vpxp—q(1+€)|(1 + €)

= -V +ea)—q)(1+e)(l+e)](1+e). (2.10)

Der Algorithmus hat also die folgenden Schritte

y1 = p*> relativer Fehler ¢

Yo = y1 —q relativer Fehler €
ys = +/y2 relativer Fehler e3

f = p—uys relativer Fehler ¢, .

Die Riickwértsanalyse bedeutet nun die Bestimmung von Eingangsfehlern
Ap, Aq, so dass gilt

f(p.q) = f(p+Ap,q+ Ag),

und die Bewertung der fehlerhaften Eingabe.
Dazu wird f(p, q) umgeformt. Ausgehend von ([2.10]) erhilt man

f = p(l+e)-—
VPP +e)(1+ ) (1 + €3)2(1+ €1)? — g(1 + €2) (1 + €3)2(1 + €4)?

~ (p+Ap)+ v (p+ Ap)2(1+e)(1+e)(1+ €3)> — (1 + €6)
~ (p+Ap) —V(p+Ap)2(1 +e5) — q(1 + €o)

= (p+Ap) = V(p+Ap)> — ¢{(1+ €6) — esp*(1 + €1)?/q}

= (p+Ap) —V(p+Ap)? —q(l + )

20



mit
2

p
67266—655(1+€4)2 s Ap:p64 s Aq:qe'y .

Hierbei haben wir Abschétzungen zur Groflenordnung wie folgt vorgenom-
men:

(1+e)? = 1+2s3+6~1+26
(I+e)(I+e)(l+e) ~ (1+e+e)(l+26)
~ 14 € + €9+ 2¢5
= 1+e€5,

wobei |e5] < 4eps gilt.
Unter Beriicksichtigung von |¢;| < eps, i =1,...,4, findet man

les| < 4deps, les| <beps, (1+ 64)265565

und damit (unter Nutzung der Niherung (1 + €4)? ~ 1 + 2¢4)

P
lez| < eps(b+4—=) .
4]
Da die Schranke fiir ¢; und damit auch fiir Ag recht gross werden kann (im
Fall p? >> |q|) ist das Berechnungsverfahren nicht in jedem Fall riickwiirts
stabil.
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Kapitel 3

LOsung linearer
Gleichungssysteme

3.1 LR-Zerlegung

Zu losen ist Az = b. Dazu soll A als Produkt einer unteren Dreiecksmatrix
L und einer oberen Dreiecksmatrix R geschrieben werden, d.h. man hat

Ar=b& L Rx =0

y

und lost zuerst
Ly=15>
und danach

Rx =y

Beispiel 3.1. (praktische Konstruktion einer LR-Zerlegung)
Betrachten wir die Matrix

21 3
A=\ 4 3 11
6 5 23

Mit dem GauBschen Algorithmus erhdlt man nun in den ersten beiden Schrit-
ten durch eine geeignete Linearkombination der 1. mit der 2. und 3. Zeile

2 1 3
AV =101 5
0 2 14

22



Matrix-technisch gesehen wurde dabei die Matrix A mit der Matrix

multipliziert, also gilt A = M;A. Im néchsten Schritt des GauBschen Al-
gorithmus’ erhélt man durch eine weitere Linearkombination der 2. mit der
3. Zeile

A —

S O N
= Ot W

1
1
0
A® erhilt man dabei aus A® durch

AR — MngA(l)

wobei
1 0 0
My=10 1 0
0 —2/1 1
gilt. Wir haben also die Gleichung
MyMyA=A® =R (3.1)

erhalten. Die Matrizen M; und Ms lassen sich sehr einfach invertieren, denn
es gilt

1 00 1 0 0
Mi'=14/2 10 und  M;'=(0 1 0|,
6/2 0 1 0 2/1 1

d.h. man muss blof8 die Vorzeichen der Nichtdiagonalelemente &ndern. Letzt-
endlich erhélt man durch die sukzessive Multiplikation der Gleichung (3.1)
mit M, ! und [M; ' die Gleichung

A= M'M;'R,
wobei
1 0 0 100
L=M"'M;'=|4/2 1 0 ]=|210],
6/2 2/1 1 321

die gewiinschte untere Dreiecksmatrix ist.
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3.1.1 Realisierung mit dem Gaufischen Eliminations-
verfahren

Grundprinzip:
Rangerhaltende Manipulationen der Matrix [A|b] durch Linearkombinationen

von Zeilen
1 0

0 1
Multiplikation L;;(A)A bewirkt die Addition des A-fachen der j-ten Zeile von
A zur i-ten Zeile d.h. durch geeignete Wahl von A erzeugt man in

A=L;NA

an der Position (i, j) z.B. auch eine Null (A € R™™)
L;j(\) hat den Rang n und die Determinante 1 = rg(A) = rg(A). Durch
mehrfache Multiplikation mit

ij, j:l{—Fl,,?’L

erhélt man bei geeigneter Wahl der A unterhalb von ay; Null-Eintrige

Nun etwas préziser

aii
a11 A1n
Ak
A= — -
a]fk 0 Qrtirs1
Upp O
Vorraussetzung: a, # 0
Setzen
0
0
t=t®(ay) =
Ltk
tnk
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mit
. 0 1=1,..k
k= db =k +1,..,n
kk
ex sel der k-te Standardeinheitsvektor

Definition 3.2.
1

1
My, = . ] Frobenius-Matriz, GaufStrafomatrixz
—lkt1k

—tnk 1
Man dberlegt sich, dass My, das Produkt der oben diskutierten Matrizen L (—t;),j =
k+1,...n ist

Eigenschaften von M;,

My = E —t®el

a1k

Qk
Mkak =

d.h. ay, ..., agr bleiben bei der Multiplikation mit M} unveréndert

rg(My) =n
Mt =E+tWel da
MM, =E — t® Ttk I — B
=0
Wenn alles gut geht, d.h. wenn jeweils ag; # 0 ist, dann erhélt man nach der
Mutiplikation von A mit den Frobenius-Matrizen M, ..., M,_, also

i Ti2 - Tip
Tog +++ Ton

Mn—l et MlA = . . =R
0 Tnn
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eine obere Dreiecksmatrix R. Auflerdem hat die Matrix

M, 1-...- M
die inverse Matrix
o) 0
t21 1
L=M" . -M*' =t tz 1

tnl tn2 tnn—l 1

sodass schliefllich mit
A=LR

eine LR-Zerlegung vorliegt.

Definition 3.3. FEine obere oder untere Dreiecksmatrix, deren Diagonalele-
mente alle gleich eins sind, heifit unipotent. Die Zerlegqung A = LR heifst
LR-Zerlegung, wenn L eine unipotente untere Dreiecksmatriz ist.

Satz 3.4. Fine Matrix A € R™ "™ besitzt genau dann eine LR-Zerlegung,
wenn

det(A(1:k,1:k))#0, k=1,2,...n—1
Fulls die LR-Zerlegung existiert und A reguldr ist, dann sind L und R ein-
deutig bestimmt, und es gilt:

det A=1ry1-rog- .o Tyn -

Bemerkung: Wir wollen hier die LR-Zerlequng so verstehen, dass der oben
beschriebene Algorithmus mit den Frobeniusmatrizen My, k = 1,...,n —1
erfolgreich ist und nicht wegen ay,, = 0 abbricht.

)

Beweis. a) A besitze LR-Zerlegung

1 0 r r s T
l21 1 11 7,12 - 7ﬁln
A= | l31 I3 1 2 an
L lnl ln? lnn—l 1 i 0 T

Die rj; sind die sogenannten Pivots, durch die in den Schritten 1,...,n—1
dividiert werden musste, d.h. r;; #0, j=1,...,n—1

= det(L(1:k,1:k))-det(R(L: k,1:k)) = det(A(L: k,1: k) #0

-~

=1 =TTh_, rjj,1<k<n—1
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b) Es gelte det(A(1: k,1:k)) #0, k=1,2,...,n— 1 Induktion iiber k
k=1: nach Voraussetzung ist a;; = det(A(1 : 1,1 : 1)) # 0 d.h. erster
Schritt ist moglich

Nun seien k£ — 1 Schritte allgemein ausgefiihrt, und wir zeigen, dass auch
Schritt k ausgefithrt werden kann

k —1 — k Schritt ist moglich, falls Pivot ag};_l) £ 0. Es sei A®1 =
My_q-...- MA

- -
*x . 0
*
My_y-...- M1A = . 1 0 A
| % * 0 1]
-~ -
a§1 )
k—1
= 0 .. al(c—lk)—l — A1)
0 0 a,g;; 2 *
| 0 0 * * |
k
det(A®D(1:k,1:k)) = Hay;*l)
j=1
und
det(A® D1k 1: k) =det(M* V(1 k,1:k))-det(A(1: k,1:k)) #0
1 £0, n.V.
: koo (k=1) (k—1) .
Damit muss [];_; a;; " # 0 gelten, weshalb a;~ " # 0 sein muss. D.h.

ein weiterer Schritt ist mdoglich.

Nachweis der Eindeutigkeit der Zerlegung.

Existiere A™' und sei A = LRy = LyR,, wegen det(A) # 0 sind auch
Ry, Ry regulidr = L, r, = Rngl. Die Inverse einer unteren Dreiecksma-
trix mit Diagonale 1 ist wieder unipotent und eine untere Dreiecksmatrix,
die einer Oberen ist wieder eine Obere. Damit ist

Ly'Li =FE =RyR' = Ly = Ly, Ry = Ry Adet A = det R
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Bemerkung. (1) Man braucht nur den Speicherplatz der Matrix:

(2)

(3)

Die obere Dreiecksmatrix entsteht durch die sukzessive Multiplikation
von A mit Frobenius-Matrizen (Gauf-Transformationen)

11 Tin
T'22 Ton

0
Tnn

An den Positionen (k + 1,k), (k + 2,k), ..., (n, k) wo durch die GauB-
Transformationen (Multiplikation mit Mj) Nullen erzeugt werden, kénnen
die Elemente txy1x, tpiok, ---, tar sSukzessiv fiir k = 1,...,n — 2 eingetragen
werden und man erhélt

tnl tnn—l
also die nicht redundanten Elemente von L

Berechnung von L = M; ' - ...- M !, kostet nichts, sondern besteht nur
in der Ablage der jeweils bei den Gauf-Transformationen erzeugten ;-
Werten (k> j, k=2,...,n, j=1,...,.n—1)

n3

Rechenaufwand ca. % € O(n?) Multiplikationen (flops, floating point

operations).
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Fehleranalyse bei der Konstruktion einer LR-Zerlegung

Satz 3.5. Sei A € R™"™ Matriz von Maschinenzahlen. Falls bei der Kon-
struktion der LR-Zerlequng kein ag, = 0 zum Abbruch fihrt, dann erfiillen
die berechneten Faktoren L, R die Gleichung

LR=A+H
mat o
[H] < 3(n — Leps(|A| + [L]|R]) + O(eps?)
Beweis. siche Golub/van Loan, Matrix Computations O]

Beim Vorwértseinsetzen bzw. Riickwartseinsetzen ("fill in”) stellt man durch
eine recht einfache Riickwirtsfehleranalyse das folgende Resultat fest:

Korollar 3.1. Fir die auf dem Computer berechneten (fehlerbehafteten) Er-
gebnisse 4, T der Gleichungssysteme

Ly=hb, Rr=y,

mit einer unipotenten unteren Dreiecksmatriz L und einer oberen Dreiecks-
matriz R vom Typ (n x n) gelten die Beziehungen und Abschitzungen

(L+F)j = b, |F|<neps|L|+ O(eps?)
(R+G)i = y, |G <neps|Rl+O(eps?)

Satz 3.6. Sind L, R die Matrizen aus Satz so erhdlt man bei den Algo-
rithmen zum Vorwdrts- und Rickwdrtseinsetzen

Lj=0b, Ri=7
eine Losung & von (A+ A)T = b mit
|A] < n-eps(3|A| + 5|L||R|) + O(eps?)
Beweis. Riickwirtseinsetzen bzw. die Aussagen des Hilfssatzes [3.1] ergeben
(L + F)j=b,|F| <n-eps|L| + O(eps?)
(R+G)Z =3, |G| < n-eps|R| + O(eps®)
= (L+F)YR+G)i=0
& (LB +FR+LG+FG)T=b
A+H
& (A+A)T =0
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mit A = H+ FR+ LG+ FG. Mit der Abschiitzung aus Satz fiir H ergibt
sich

Al < [H|+ |F| |RI+IL] |G| +|F|IG|
~~~ ~~~ S——
<neps|L| <neps|R| O(eps?)
< 3(n — Deps(|A| + |L||R|) + 2neps| L[| R| + O(eps?)
< neps(3|A| + 5|E||]) + O(eps?)

]

Bemerkung. Problematisch, d.h. recht grof kénnen die Elemente von |L|
und |R| werden, wenn bei der Berechnung aller t; im Rahmen der Gauf-
Transformationen grofie Zahlen entstehen!

Abhilfe: Pivotisierung

3.1.2 LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung

Um zu vermeiden, dass der Algorithmus zur Konstruktion einer LR-Zerlegung
aufgrund von g, = 0 abbricht, oder durch betragsmafig sehr kleine agy, (klei-
ne Pivots) bei der Berechnung der ¢;; betragsméfig sehr grofie Zahlen ent-
stehen, kann man durch Zeilenvertauschungen das betragsméfiig maximale
Element in die Diagonalposition bringen.

Zeilenvertauschungen bewirkt man durch Multiplikation mit Permutations-
matrizen Py (von links).

Definition 3.7. Matrizen P € R™™" die aus der Einheitsmatrix durch Ver-
tauschen von (genau) zwei Zeilen hervorgehen heiffen elementare Permu-
tationsmatrizen

Bei den durchgefiihrten Betrachtungen haben wir benutzt, dass fiir elemen-
tare Permutationsmatrizen
P-P=F

gilt, d.h. die Matrix gleich ihrer Inversen ist.

Beispiel 3.8. Betrachten wir als Beispiel die Matrix aus dem obigen Beispiel

21 3
A=\ 4 3 11
6 5 23
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Um in den Frobeniusmatrizen grofle Eintrége zu verhindern, vertauschen wir
durch die Multiplikation mit der elementaren Permutationsmatrix

001
PP=1010
1 00
und erhalten damit
6 5 23
PA=1|4 3 11
2 1 3
Mit der GauB-Transformation
1 00 1 00
M, = —-4/6 1 0 | = -2/3 1 0
-2/6 0 1 —-1/3 0 1
erhalt man nun
6 5 23 6 5 23
MPA=| 0 3-10/3 11-46/3 | =| 0 —-1/3 —13/3
0 1-5/3 3-23/3 0 —2/3 —14/3

Nun pivotisiert man wieder, indem man die 2. und die 3. Zeile vertauscht,
also mit Hilfe der elementaren Permutationsmatrix

1 00
PB=|001
010
das Zwischenergebnis

6 5 23
PMPPA=| 0 —-2/3 —14/3
0 —-1/3 —13/3

erhalt. Mit der GauB3-Transformation

1 0 0
My=1 0 1 0
0 —1/2 1
erhalt man schlieBlich
6 5 23
MyP,MiPLA=| 0 —2/3 —14/3 | = R, (3.2)
0 0 -2

eine Matrix-Faktorisierung, die man zur Losung von linearen Gleichungssys-
temen nutzen kann.
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Die Erfahrungen des Beispiels kann man zusammenfassen.

Definition 3.9. Wir bezeichnen den im Beispiel beschriebenen Algorithmus
als Konstruktion einer LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung (auch Gaujeli-
mination mit partieller Pivotisierung).

Satz 3.10. Fir die Gauflelimination mit partieller Pivotisierung mit dem
Resultat
M, 1P, 1-...-MiPPA=R

gilt PA=LR mit P=P, 1-...-P,. Fiur L gilt
L=DM" . MY
mit
M,y =M,
My=Py ... PosiMyPps1-...-Poy, k<n—2

wobei My, Frobeniusmatrizen sind (deren Inverse trivial zu berechnen ist).

Beweis. Durch die Eigenschaft PP = E von elementaren Permutationsma-
trizen iiberlegt man sich, dass

My 1 PoaMy 2P, o MiPLA
= -1 PoaMy_oP, 1 Py Py g M\Py--- P, Pnfl"'PQPIA
N 7 o -~ - o & -

-~ -~

Mnfl Mn72 Ml P

gilt. Auflerdem hat My = P,M;P, die gleiche Struktur wie M}, da durch
die Multiplikation von P, von links und rechts nur die Reihenfolge der tj
vertauscht wird. Die Multiplikation von

Mn_an_ngpA mit L:Mflngl
ergibt
PA=LR

Dabei ist L ebenso wie im Fall der LR-Zerlegung ohne Pivotisierung als
Produkt von Frobeniusmatrizen eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonalele-
menten gleich eins.

]
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Beispiel 3.11. Zuriick zum obigen Beispiel. Mit PP, = E koénnen wir
schreiben

MyPyM;PLA = My P My Py PyPLA = MoMyPA =R,

wobel

Mg = M2 s Ml = P2M1P2 und

und fiir die Permutationsmatrix

P=PP =

O = O
= o O
O O =

gilt. Durch die entsprechende Multiplikation mit den sehr einfach zu bestim-
menden Inversen der Frobeniusmatrizen erhilt man

o 1 0 0 6 5 23
PA=M;,"M{'R=LR=| 1/3 1 0 0 —2/3 —14/3
2/3 1/2 1 0 0 —2

und damit letzendlich die LR-Zerlegung mit partieller Pivotisierung
PA=LR.

Bemerkung. Konsequenz dieser LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung ist,
dass ‘f}‘ in der Regel wesentlich kleinere Elemente (< 1) hat, was zu einer
Verbesserung der Abschétzung aus Satz [3.6] fithrt.

3.2 Cholesky-Zerlegung

Bei vielen Aufgabenstellungen der angewandten Mathematik sind Gleichungs-
systeme Ar = b mit symmetrischen und positiv definiten Matrizen A zu
l16sen, z.B.

e numerische Losung elliptischer und parabolischer Differentialgleichun-
gen

e Spline-Approximation
Voraussetzung: A € R™"™ ist positiv definit und symmetrisch, d.h.
Ve #0:27Az >0 und A= AT

Unter diesen Voraussetzungen kann man die Gauf-Elimination (LR-Zerlegung)
durch die sogenannte Cholesky-Zerlegung ersetzen und verbessern!
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Satz (von Sylvester). Notwendig und hinreichend fir positive Definitheit ei-
ner symmetrischen Matriz A € R™" ist die Positivitit aller Hauptabschnitts-
determinanten, d.h.

Vk=1,...,n:det A(1: k,1:k)>0
(auch Kriterium von Hurwitz)

Satz 3.12. Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann ezistiert eine untere
Dreiecksmatriz G € R™™ mit positiven Diagonalelementen, sodass

A=GGT

Beweis. Nach dem Satz von Sylvester gilt A(1 : k,1: k),k =1,...,n sind
positiv definit und det A(1 : k,1 : k) # 0 sowie A invertierbar (reguldr) =
nach Satz (Existenz eine LR-Zerlegung)

A=LR

mit L untere Dreiecksmatrix mit 1-Diagonale und R obere Dreiecksmatrix,
d.h. der Algorithmus zur Konstruktion der L R-Zerlegung kann ohne Proble-
me durchgefiihrt werden.

Betrachten wir mit M; die Frobeniusmatrix zur Erzeugung einer Nullspalte
unter dem Element ay;, dann erhdlt man mit

My AME

eine symmetrische Matrix der Gestalt

aiq 0o ... 0
0 # ... #
0 # #
und schliefilich
M, M, 5 MlAMlT ..... Mg_l —D (3.3)

mit einer Diagonalmatrix D.
Die Diagonalelemente d;; von D sind positiv, weil einmal

k
det[M,, 1M, oMy AM{ - MY J(1:k,1: k) =detA(1: k,1:k)= dej

J=1
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fir alle k£ = 1,...,n gilt, und mit der Voraussetzung det A(1: k,1: k) > 0

sukzessiv d;; > 0 fiir j = 1, ..., n folgt. Damit kénnen wir

DY? = diag(\/dv1, ... \/dnn)

bilden und erhalten unter Nutzung von (3.3) durch Multiplikation von links

und rechts mit geeigneten Matrizen mit
G = Ml—l e 'Mn__11D1/2
die untere Dreiecksmatrix, mit der
A=GG"
gilt.

Konstruktion der Choleksy-Zerlegung

g1 0 g1 - G9nml a11
GGT:A @ E ." '.' E — N
gn1 9nn 9nn an1
= ap =g T Gt G+ Gk =1
akk = Gi1 T Gk + k-1t Gkk> N (.
= k=1: 9%126111 = g11 = +van

AuBerdem fiir j > k

Okj = 9i19k1 + Gj29k2 + -+ + Gjk—19kk—1 + Gjkkk

1 k—1
= Gkj = % (ajk: — Zgjigki>
i=1

Pseudocode:
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Algorithmus 1 Berechne Cholesky-Zerlegung von A € R™*" symmetrisch
und positiv definit
for k =1ton do

k—1 2
gk = | @k — > gl%j
j=1
for j = k+1tondo
k—1
gjk = gﬁ (ajk: - Z gjigki)
i=1

end for
end for

3.3 Singulidrwertzerlegung

Motivation

Bekanntlich kann man symmetrische Matrizen vollstdndig mithilfe ihrer Ei-
genwerte und Eigenvektoren beschreiben. Mit der Matrix @), in deren Spalten
die Eigenvektoren u; der Matrix A stehen, und der aus den Eigenwerten von
A bestehenden Diagonalmatrix A gilt im Falle einer orthonormalen Eigen-
vektorbasis

AQ = QA bzw. A=QAQT.

Diese Darstellung kann unmittelbar zur geometrischen Beschreibung ihrer
Wirkung auf Vektoren benutzt werden.

Wir wollen diese Beschreibung auf beliebige Matrizen erweitern. Dies leis-
tet die Singuldrwertzerlegung. Singudrwerte konnen dhnlich gut interpre-
tiert werden wie Eigenwerte symmetrischer Matrizen. Vorteile der Singu-
larwertzerlegung gegeniiber Eigenwerten und Eigenvektoren:

Sie ist nicht auf quadratische Matrizen beschrénkt. In der Singuldrwertzerle-
gung einer reellen Matrix treten nur reelle Matrizen auf (kein Riickgriff auf
komplexe Zahlen).

Satz 3.13. (und Definition)

Gegeben sei eine Matriz A € R™ ™. Dann gibt es orthogonale Matrizen U €
R™™ und V' € R™™ sowie eine Matriz ¥ = (s;;) € R™" mit s;; = 0 fiir
alle i # j und nichinegativen Diagonalelementen si1 > S99 > ..., fiir die

A=UsV! <= UTAV =% (3.4)

gilt. Die Darstellung (3.4]) heifit Singuldrwertzerlegung von A. Die Werte
0; = s;; heifflen Singulidrwerte von A.
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Bevor der Satz bewiesen wird sei darauf hingewiesen, dass man die
Gleichung ((3.4) auch in der Form

A= ZO’jUjU]T (35)
j=1

aufschreiben kann, wobei u; der j-te Spaltenvektor von U und v; der j-te
Spaltenvektor von V ist, sowie r die Zahl der von Null verschieden Sin-
guldrwerte ist.

Der folgende Beweis wird nach dem Vorbild von Deuflhard/Hohmann gefiihrt.
Eine vollig andere Beweismethode findet man bei Schwarz. Auflerdem gebe
ich spéter noch einen konstruktiven Nachweis des Satzes an.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass es orthogonale Matrizen U € R™*™ und

V e R™*" gibt, so dass
T i c 0
rav=(50) e

mit einer Zahl ¢ und einer Matrix B € R(™~1*(=1) gilt. Der Beweis der

Beziehung ergibt sich dann induktiv, indem man B in der Art
faktorisiert usw.

Sei 0 = ||Allz = max)=1 ||Az||. Das Maximum wird angenommen mit
Vektoren u € R™ und v € R, so dass

Av=0cu und ||lullz=]v|ls=1 (3.7)
gilt. Nun werden v und » mit dazu orthonormalen Vektoren V5,...,V,, € R"
und Us, ..., U, € R™ zu Orthonormalbasen

{v=V,Vo,....V,} baw. {u=U,,Us,...,U,}
ergdnzt und damit sind

orthogonale Matrizen. Das Produkt U? AV hat wegen (3.7) die Form

T
i T o o w
o (3)

mit w € R* 1. Es ist nun

2 2
~ (O g

> 2 212 _= 2 2
HA(w) > (0% + |||’ und H(w) o+l

2

2
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also
~112 9 9
|4, 2 7+ ol

Weiterhin ist 02 = ||A||5 und wegen der Lingenerhaltung orthogonaler Ab-
bildungen ist [|A||, = ||A]|2, woraus
>4 = |4l = o 2
o = 412 =||A] 2 o* + |

folgt, und damit muss w = 0 gelten. Damit ist (3.6) nachgewiesen und mit
dem Hinweis auf die Induktion ist der Satz bewiesen. m

Mogliche Konstruktion der Singuldrwertzerlegung (konstruktiver
Nachweis)

1) Setze B := ATA. B € R™ " ist eine symmetrische Matrix. Wir bestimmen
die Eigenwerte A und orthonormale Eigenvektoren v von B. Da wegen der
Orthogonalitit der v einerseits

v By = Mlv
und aufgrund der Definition von B
v By = vT AT Av = (Av)T (Av) > 0

gilt, sind alle n Eigenwerte A nichtnegativ. Seien 0.B.d.A. die EW wie folgt
geordnet Ay > Ay > --- > X\, > 0. Da der Rang von B gleich dem Rang von

A ist, sind genau die ersten r Eigenwerte A1, ..., A\, positiv. Seien vy, ..., v,
die zu Ay, ..., A\, gehorenden Eigenvektoren.
2) Furj=1,...,r wird
1
uj = —=Av;
J \/)\—J j
gesetzt.
3) Man bestimmt m-r orthonormale Vektoren u, i1, ..., Uy, die zu uy, ..., u,
orthogonal sind.
4) Man bildet die Matrizen
U = [ujug ... Upy]
Vo= vy vg ..v)
aus den orthonormalen (Spalten-) Vektoren wuq,...,u, und vy,...,v,. Die

Matrix ¥ = (s;;) € R™*" wird mit

T e

0 sonst ,
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gebildet.
Im Folgenden wird gezeigt, dass A = UXVT eine Singulirwertzerlegung von
A ist.

i) V ist eine orthogonale Matrix, da {v1, ..., v,} nach Konstruktion eine
Orthonormalbasis ist.

i) {uy,...,uy} ist eine Orthonormalbasis des R™, denn fiiri,5 = 1,...,r
gilt
I S 1 UTATAU,_\/AJ'UTU,_ \//\i//\i:17 1= 7,
i Ui = i j = i Vi =
VAN S~ VA 0 sonst,
=Ajv;
also sind uyq, . . ., u, orthonormal, und nach Konstruktion der w,,1, ..., un,
ist {u1, ..., un} damit eine Orthonormalbasis und damit U orthogonal.
iii) v,41,... sind aus dem Kern von A, weil
Ker(A)* = span{vy, ..., v, }
gilt, denn nimmt man an, dass Av; = 0 fiir j = 1,...,r gilt, dann

folgt aus Bv; = ATAv; = 0 = \jv;, dass \; = 0 sein muss, was ein
Widerspruch zu A\; > 0 fir j = 1,..., 7 ist.

iv) Es gilt schliefllich ausgehend von der Formel ({3.5))
Z ajujva = Z Avjv]T nach Def. der u;
j=1 j=1

n
= E Avjva da v.11,... aus dem Kern von A sind
J=1

=F

= A v =AYVE
j=1 ’
— AE=A.

Bemerkung 3.14. Es gilt nun im Weiteren

1. Die Singuldrwerte von A und damit X sind eindeutig bestimmt, U und
V sind dies nicht.

2. Es gilt
Ker A = span {v,,1,...,0,}
ImA = span{up,...,u.}.
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3. Die Anzahl der von Null verschiedenen Singuldrwerte ist gleich dem
Rang r von A.

4. Die Bestimmung der Singularwerte als Quadratwurzeln der Eigenwerte
von AT A kann zu numerischen Ungenauigkeiten fiihren. Deswegen ist
das obige Verfahren zur praktischen Berechnung der Singuldrwertzer-
legung nicht in allen Féllen geeignet. Andere Verfahren nutzen z. B.
Umformungen mittels Householder-Matrizen.

5. Fiir symmetrische Matrizen A sind die Singuldrwerte die Betrige der
Eigenwerte. Sind alle Eigenwerte nichtnegativ, so ist die Diagonalisie-
rung (Hauptachsentransformation)

A=QAQ"
auch eine Singuldrwertzerlegung.

Beispiel 3.15. Mit dem eben diskutierten Verfahren zur Konstruktion einer
Singuldrwertzerlegung findet man fiir die Matrix

10
A= 2 1
0 1
die Faktorisierung
A=Uxv"
mit
2 1 2
V® VB 6 V6 0 2
U= 0 % | 2= 0 1|, V=¥ ¥ |,
a2 1 0 0 Vi VB
V30 V5 V6

wie in der Vorlesung nachgerechnet wurde.

Eine wichtige Anwendung der Singuldrwertzerlegung ist die Kompression von
Bilddaten (Pixel sind dabei die Matrixelemente/Farbintensitéiten/Grauwerte
einer Matrix A). Die Grundlage hierfiir liefert der

Satz 3.16. (Schmidt-Mirsky, beste Rang-k-Approximation)
Essei A € R™" m > n, eine Matriz vom Rang r mit der Singuldrwertzerlegung

A=USVT =) o] . (3.8)
j=1
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Die Approximationsaufgabe

min |A— B,
BeR™X" rg(B)<k

besitzt fir k < r die Losung
k
Ay = Zajujv;fp mit  ||A — Agll, = okt1 -
j=1
Ay ist zugleich Losung der Approximationsaufgabe

min A= B, mit [A- A, = (3.9)

BeR™*n rg(B)<k

Beweis. Fiir k = n sind die Aussagen trivial, da dann A = A, gilt.
Fiir die Aufgabe (3.9)) soll der Beweis gezeigt werden. Mit der Frobeniusnorm
stellt man fest, dass

1A = A2 = |JUSVT = USVT|12 = U - S)VT||2

T T k k
=Y 7= o= =l - 0o,
i=1 =1 =1

i=k+1

wobei Y aus X durch Nullsetzung aller o; mit ¢ > k entsteht. Fiir den
Nachweis, dass A, die beste Approximation von A beziigl. der Frobeniusnorm
ist, geniigt es nun z.z., dass

k k
A=Yzl | = Al = of
i=1 =1

gilt. Ohne die Allgemeinheit einzuschrinken kénnen wir annehmen, dass die
Vektoren x1,...,x, orthonormal sind. Denn falls sie es nicht sind, kénnen
wir sie in eine Orthonormalbasis {01, ..., 0} entwickeln, und statt

k k
T . ~T
E Ty;  mit E 0iY;
i=1 i=1

arbeiten, wobei die Koordinaten von y; sich aus den Koordinaten von x; in
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der ONB {0y, ..., 0} ergeben. Nun gilt
k k k
1A =D w7 = spur((A =) zyl)" (A=) zw]))
i=1 i=1 i=1
k k
= spur(ATA + Z(yz — ATx) (g — AT2y)T — Z ATzl A)
i=1

=1

k
> spur(ATA) — Z spur(ATx;xl A)
i=1

k
= [JAI[F =Y 1A %
i=1

da spur((y; — ATx;)(y; — ATz;)T) > 0 ist. Also geniigt es z.z., dass

k k
D ATzl < ) ot
i=1 i=1

gilt. Jetzt ersetzen wir AT mit der Singulirwertzerlegung UX V7 und teilen
diese wie folgt auf:

Vi = (v1...v,0...0)
Vo = (0...00ks1...0p) .

> und X5 werden aus Y auf analoge Weise gebildet. Damit gilt nun
1A z][7 = [|USVT ][5 = ||V a7
= =V @[5 + |12 Ve i[5 +

ok — o+ op(IIV aillp — [V il [i — [1V5 will)
——

-~
=0

=0
= op + (1= 5 — ol aal5) — (oil [V @il [k — [|Z2V5 il [7)

-~

1)

— o1 = [V xillE) -

(2)

Da die Singuldrwerte in 3 absteigend geordnet sind, ist der Term (1) nicht-
negativ. Auflerdem ist x; ein orthonormaler Vektor und die Matrix V' ortho-
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gonal, so dass der Term (2) ebenfalls nichtnegativ ist. Damit folgt

k
> AT @7
i=1

IA

also der Beweis von ((3.9)).

Fiir die entsprechende Aussage hinsichtlich der Spektralnorm sei B € R™*"
eine Matrix mit r¢g(B) = k < n. Es gilt dann dim(ker(B)) = n — k. Sind
., v, die rechten Singulérvektoren (Spalten von V') von A, dann hat der

U1,y ..

Unterraum V = span{vy, .
jeweils Unterrdume vom R"™ mit

k
ko + (1= i[5 — ol Vil I7)

i=1
kok
koi + Z Z(O‘? — 02)|v;fpxi|2
i=1 j=1
k k
ko? + Z(JJQ- —0?) Z ]vJsz|2
7j=1 =1
<1
k k
ok +(0f—ad)]=> o}
Jj=1 Jj=1

.., U1+ die Dimension k + 1. ker(B) und V sind

dim(ker(B)) + dim(V)=n—k + k+1=n+1,

so dass ker(B) NV # {0} gilt. Damit finden wir ein x € ker(B) NV mit

|z||2 = 1, dass man in der Form

k+1 k+1

_ oy : 2 _
Tr = E a;v;  mit E a; = 1
j=1 j=1

darstellen kann. Es folgt nun

(A— B)x = Az —

k+1 k+1
Bz = E ajAv; = E oW,
=0, da z€ker(B) Jj=1 Jj=1
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sowie

k+1

1A= Bl = s 104 = Blglle > l1(A = B)alle = 1| sl
j=1
k+1
= ;0 weil wy, ..., w41 paarweise orthogonal sin
o532 il P i hogonal sind
7j=1
k+1
> ak+1(z la;|P)V? (weil 0 > -+ > g1 gilt)
j=1

= opp1 = |[A— A2

]
Ein weitere Anwendung findet die Singulédrwertzerlegung bei der
bestimme z* mit minimaler Euklidischer Lénge,
Aufgabe { fiir das || Az* — bl» = minge e ||Az —b||» gilt, 10

fiir eine gegebene Matrix A € R™"™ und b € R™. Man kann zeigen, dass
die Aufgabe eine eindeutige Losung besitzt, was wir aber als gesichert
voraussetzen wollen.

Fiir die Bestimmung der Losung kénnen wir nun die Singuldrwertzerlegung
von A nutzen. Es gilt der

Satz 3.17. (und Definition)
Sei UT AV = X eine Singuldrwertzerlegung von A € R™ ™ mit Singuldrwerten
01> >0,> 0,41 =--=0,=0, p=min{m,n}. Durch

AT =VvStUul mit 3t = diag(ot, ... 0.1,0,...,0) € R™™

Y r o

definieren wir mit AT die Pseudoinverse von A.
Dann ist ATb = x* die Lésung von (3.10]).

Beweis. Fiir be RM, 2 € R" sei b= UTb, & = VTz. Unter Nutzung der Sin-
guldrwertzerlegung von A und der Langeninvarianz von orthogonalen Trans-
formationen ergibt sich

Az = b|[3 = [|[UTAVV Tz — UTb||3 = =7 — b3
= o —bP+ Y b2 (3.11)
=1

i=r+1
Und aus (3.11)) folgt, dass
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|| Az — b||, fiir #* minimal wird, wenn #; = (VTa*); = b;/o; fir i = 1,...,r
gilt. Wegen ||2*||o = [|VT2*||2 ist ||z*|| minimal genau dann, wenn ||[VTz*||,
minimal ist, also falls (VTz*); = 0 fiir i = r + 1,..., n gilt. Fiir die Losung
des Problems @D mit minimaler Euklidischer Norm z* = A'b erhilt man
wegen b; = (UTh);, i = 1,...,r schlieBlich

b b
— (L 20,0 =2tUTh = ¥ = VETUTh = A™D.

sy
01 Oy

VT
L]

Eine weitere Anwendung der Singuldrwertzerlegung ist z.B. die Losung von
linearen Gleichungssystemen mit nahezu singuliren Koeffizientenmatrizen.
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Kapitel 4

Die iterative LOosung von
Gleichungen bzw.
Gleichungssystemen

Da die iterative Losung linearer Gleichungssysteme auf ein dquivalentes Fix-
punktproblem zuriick gefithrt wird, soll hier an den Banachschen Fixpunkt-
satz erinnert werden.

Bemerkung 4.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Ist F: A — A, A C R" (mit
dem Banachraum R™) abgeschlossen, und gilt

[F (1) = Fa2)|| < Ljzy — o]

mit L < 1 (Kontraktivitit) fir alle x;,z2 € A, dann hat F' genau einen
Fixpunkt 2 € A mit

F(3) =i
und die durch z,1 = F(zy) definierte Iterationsfolge konvergiert fiir jeden
Anfangspunkt zy € A gegen diesen Fixpunkt. (R™ ist mit der Metrik p(x,y) =
||x — y|| ein Banach-Raum.)

Bemerkung 4.2. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz ergeben sich die Feh-
lerabschétzungen
k

—L

lxp — 2] < N |x1 — zo]] A-priori-Abschéitzung (4.1)

1
- L
Die Kontraktivitdt der Fixpunktabbildung werden wir im Folgenden auch
als Konvergenz-Bedingung bei den iterativen Losungsverfahren von linearen
Gleichungssystemen wiederfinden.

|lxx — 2] < . |xke1 — k||  A-posteriori-Abschétzung (4.2)
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4.1 Die iterative Losung linearer Gleichungs-
systeme

Die iterative Losung linearer Gleichungssysteme ist immer dann gefragt,
wenn die Probleme/Matrizen so grof§ werden, dass der Computerspeicher
nicht mehr ausreicht, um direkte Losungsverfahren effizient zu implementie-
ren. In den 40er Jahren des vergangenen Jahrhunderts mussten im Zusam-
menhang mit der Berechnung der Neutronen-Diffusion bei der Entwicklung
von Nukleartechnologien sehr grofie lineare Gleichungssysteme mit sehr diinn
besetzten Koeffizientenmatrizen gelost werden. Da eine direkte Losung da-
mals kaum moglich war, wurden iterative Verfahren, die wir im folgenden
diskutieren wollen, verwendet. Diese bendtigten meistens nur einen Spei-
cherplatz der Ordnung O(n). Obwohl die meisten dieser Verfahren heute
durch wesentlich effizientere Verfahren abgelost wurden, sollen sie dargelegt
werden, auch weil viele Begriffe und Matrix-Eigenschaften auch bei heute
anstehenden Aufgabenstellungen von Bedeutung sind.
Neben der schon beschriebenen direkten Losung linearer Gleichungssysteme
durch den Gaufischen Algorithmus oder durch bestimmte Matrix-Faktorisie-
rungen ist es wie oben angemerkt in bestimmten Situationen sinnvoll, lineare
Gleichungssysteme

Ax =b (4.3)

mit der reguldren Matrix a vom Typ n x n und b € R" iterativ zu lésen
(0.B.d.A. sei apr #0,k=1,...,n).
Zerlegt man A mit der reguldren Matrix B in der Form A = B + (A — B)

dann gilt fiir (4.3)).
Az =bs Br=(B—Az+bsr=(E—-B 'Axz+ B "

wahlt man B als leicht invertierbare Matrix, dann ergibt sich im Fall der
Konvergenz der Fixpunktiteration

T = (E — BilA)JZk,l + Bilb, k= 1, 2, . (44)

bei Wahl irgendeiner Startndherung xq € R"™ mit dem Grenzwert x = limy_, o, 5
die Losung des linearen Gleichungssystems (4.3). Die Losung ist ein Fixpunkt
der Abbildung

F:R"R":2+ (E—-B'Az+ B (4.5)

Die Matrix S = (F — B~'A) heifit Iterationsmatrix. Konvergenz liegt dann
vor, wenn limg_, || — || = 0 ist.
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Mit z und 0z = x — z;, folgt
Srp = (E — B7'A)dx_ = (E — B Aoz,
also gilt fiir irgendeine Vektornorm und eine dadurch induzierte Matrixnorm
6zl < ||| 5ol (46)
Damit konvergiert das Losungsverfahren, wenn

lim $* =0 bzw. lim ||S*|| =0
k—o0

k—o00

gilt. Hilfreich zur Konvergenzuntersuchung ist der

Satz 4.3. Sei S eine (nxn)-Matriz. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) Der Spektralradius r(S) von S ist kleiner als 1

(b) S* — 0 fiir k — oo

(c) Es gibt eine Vektornorm, sodass sich fir die induzierte Matriznorm ||S|| <
1 ergibt.

(d) S — \E ist fir alle X mit |\| > 1 regulér

Die Punkte (a) und (b) bedeuten gerade die Kontraktivitit der Fixpunktab-
bildung F'.

Beweis. (Auszugsweise)
a = b Betrachten die verallgemeinerte Jordansche Normalform S = T-'JT
mit einer reguldren Matrix 7" und J mit den Jordan-Blocken J;

)\i €
Jl /\z €
J = , J; = '
JT /\z €
fiir die Eigenwerte Ay,..., A, von S, wobei 0 < e < 1 — |\ firi=1,...,r

gewahlt wurde. Es gilt HS’“H = HTJ’“TA”. Die Potenzen von J enthalten fiir
wachsendes k immer groBere Potenzen von \;, sodass wegen |\;| < 1 fiir alle
Eigenwerte HS’“H gegen null geht.
a = ¢ Mit der Zeilensummennorm gilt wegen der Voraussetzung zum Spek-
tralradius von S, der gleich dem von J ist, und der Wahl von ¢

1l = mas i, <1

..... n



Durch
[zl = Tzl,,, (x€R")

ist eine Norm auf dem R™ erklért. Fiir die durch ||| induzierte Matrixnorm
gilt ||S]|; < 1, denn es gilt

1Szl = 1T52] o = [TT 2]l < [ Tlloo 1Tl = 11l 12 [l

und damit 122z < 17| < 1 fiir alle 2 # 0.

||90HT

¢ = d Annahme: S — \E singulédr, d.h. 3z # 0 : (S — AE)z = 0, daraus folgt

|5l

(4108

Sz = Ar < [|Szllp = Azlly < =[Al=1

andererseits ist 1 > [|S||, > ”|ij|”TT, d.h. es ergibt sich ein Widerspruch und
die Annahme war falsch. Damit ist S — AF regular fiir || > 1. O

Als Folgerung des Satzes [4.3] erhiilt man das folgende Konvergenzkriterium

Satz 4.4. Seien A, B regulire (n x n)-Matrizen. Die Iteration kon-
vergiert fiir alle Startwerte xo genau dann gegen die eindeutig bestimmte
Lésung x von Az = b, wenn der Spektralradius r = p(S) der Iterationsma-
triz S = (K — B™'A) kleiner als 1 ist. Ist S diagonalisierbar, dann gilt

|zr — 2| < Cr¥, O =const € R (4.7)

Fiir die weitere Betrachtung konkreter Verfahren stellen wir die quadratische
Matrix A = (a;;) als Summe der unteren Dreiecksmatrix L = (I;;), der
Diagonalmatrix D = (d;;) und der oberen Dreiecksmatrix U = (u;;)

A=L+D+U (4.8)

mit

BTV 0 i<y YT Vay i<y TV 0 i#j

dar. Bei Iterationsverfahren der Form (4.4) ist fiir den Aufwand natiirlich
die einfache Invertierbarkeit von B entscheidend. Das wird bei den nun zu
diskutierenden Verfahren auch beriicksichtigt.
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4.2 Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittver-
fahren

Die Wahl von B = D ergibt die Iterationsmatrix

0 @2 owm

ETY
S=E—-B'A=-DYL+U)=| ‘ (4.9)

a1 0

Ann

Das Verfahren (4.4) mit der durch die Wahl von B = D definierten Iterati-
onsmatrix heiBt Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittverfahren.

Zur besseren Darstellung von Details der Iterationsverfahren setzen wir den
[terationsindex k nach oben in Klammern, also

+® =z, e R,

und die Komponenten von z(*) bezeichnen wir durch xg-k)

ergibt sich fiir die Jacobi-Verfahren koordinatenweise

1 - _
xg.k)—a—(bj— Z aji:vz(k 1)>, j=1....,nk=1,2,...

23 jAi=1

,J=1,...,n. Damit

Definition 4.5. Eine Matriz vom Typ (nxn) heifit strikt diagonal dominant,

wenn gilt
|ai;| > Z |ai;] -
j#i=1
Zur Konvergenz des Jacobi-Verfahrens gilt der

Satz 4.6. Sei A eine strikt diagonal dominante (n x n)-Matriz. Dann ist der
Spektralradius kleiner als 1 und das Verfahren konvergiert.

Bewezs.
S=-DYL+U)

Zeilensummen von S
n

1 n

Ssi= S
— U Ry
J J#
aufgrund der strikten Diagonaldominanz ist

n

2.

i#j=1

aij

<1l=|95],<1=p5) <1

2
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Bei der numerischen Losung von elliptischen Randwertproblemen treten oft
Matrizen auf, die nicht strikt diagonal dominant sind, aber die folgenden
etwas schwécheren Eigenschaften besitzen.

Definition 4.7. (a) Eine Matriz vom Typ (n X n) heifit schwach diagonal

dominant, wenn gilt
n

jail > > lay| -
ii=1
(b) Eine (n x n)-Matriz A = (a;j) heifit irreduzibel, wenn fir alle i,j €
{1,2,...,n} entweder a;; # 0 oder eine Indexfolge i, ...,is € {1,...,n}
existiert, sodass i, G, - - - @i ; 7 0 ist. Andernfalls heifit A reduzibel.

(¢) Eine (nxn)-Matriz A = (a;;) heifit irreduzibel diagonal dominant, wenn
sie irreduzibel und schwach diagonal dominant ist, sowie wenn es einen
Indexl € {1,...,n} mit

n
Jan] > Y |yl

I£5=1
qibt.

Bemerkung.

1. Man kann entscheiden, ob eine Matrix reduzibel oder irreduzibel ist,
indem man fiir A = (a;;); j=1,..» einen Graphen mit n Knoten konstru-
iert, indem eine gerichtete Kante von Knoten 7 zum Knoten j existiert,
wenn a;; # 0 ist.

Kann man in diesem Graphen ausgehend von einem Knoten alle an-
deren auf einem gerichteten Weg (Folge von gerichteten Kanten) errei-
chen, ist A irreduzibel, andernfalls reduzibel.

2. Weitere Kriterien zur Entscheidung ob A vom Typ n x n irreduzibel
oder reduzibel ist, sind in den folgenden Lemmata, die hier nicht be-
wiesen werden, dargelegt.

Lemma 4.8. Die (n x n)-Matriz A ist irreduzibel, falls es keine Per-
mutationsmatrix P vom Typ nxn gibt, so dass bei gleichzeitiger Zeilen-

und Spaltenpermutation
F 0
T —
prav— (5 2)

gilt, wober F' und H quadratische Matrizen sind und 0 eine Nullmatriz
ist, andernfalls ist A reduzibel.

o1

8. Vor-
lesung
13.11.13



Lemma 4.9. Die (nxn)-Matriz A ist irreduzibel, falls es fiir zwei belie-
bige, nichtleere, disjunkte Teilmengen S und T von W = {1,2,...,n}
mit SUT = W stets Indexwerte © € S und j € T existieren, so dass
a;; # 0 ist.

Da bei der Diskretisierung von elliptischen Randwertproblemen mit FV-,
FD- oder FE-Methoden irreduzible diagonal dominante Matrizen entstehen,
sollen in den folgenden Satzen wichtige Eigenschaften dieser Matrizen gezeigt
werden.

Satz 4.10. Fine irreduzibel diagonal dominante Matrix A € R™™ hat nicht-
verschwindende Diagonalelemente und ist reguldr.

Beweis. (nach Schwarz)

Zum Nachweis a; # 0, i« € W = {1,2,...,n}, nehmen wir an, dass es
einen Index ¢ mit a; = 0 gibt. Wegen der schwachen Diagonaldominanz
miisste dann a;; = 0 sein fiir alle j # 7. Mit den Indexmengen S := {i} und
T =W\ {i} steht dies im Widerspruch zur Irreduzibilitét gemif Kriterium
d.h. unsere Annahme war falsch.

Der Nachweis der Regularitidt von A wird mit der Annahme det A = 0
auch indirekt gefiihrt. Folglich besitzt das homogene lineare Gleichungssys-
tem Az = 0 eine nichttriviale Losung z # 0. Wegen a; # 0 konnen alle
Gleichungen des linearen Systems nach z; aufgelost werden, d.h.

n

j=1

j=li#i "

mit b; = 0, b;; = —a;j/a;, (¢ # j). Mit der schwachen Diagonaldominanz
finden wir

byl <1, i=1,....n, (4.11)
j=1

wobei fiir mindestens einen Index iy in (4.11)) die strikte Ungleichung gilt.
Wir definieren M = max; |z;| > 0 und es sei k ein Index, fiir den |z| = M
gilt. Aus (4.10)) ergibt sich fiir die k-te Gleichung

M=z = 1) bzl <) lbgl - 1] - (4.12)
=1 =1

Wegen (4.11)) gilt > 7, [by;| - M < M und mit (4.12) ergibt sich

> bl (|21 — M) > 0. (4.13)

J=1
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Da |z;| < M fir alle j gilt, kann (4.13]) nur dann erfiillt sein, wenn fiir alle
Matrixelemente by; # 0 die Gleichheit |z;| = M gilt.
Aufgrund der Irreduzibilitdt existiert zu jedem Indexpaar (k,j) mit k # j

entweder das Matrixelement aj; # 0 oder eine Indexfolge ki, ks, ..., ks, so
dass

Akeky Ay oy Aok = * " akj # 0
ist. Damit muss entweder by; # 0 oder by, b,y -+ - - bi,; # 0 sein. Im zweiten

Fall kann man die Argumentation auch fiir den Index k; anwenden und wegen
bi,k, # 01ist |2x,| = M. Die Fortsetzung dieser Schlussweise ergibt schlieflich,
dass |z;| = M fiir jedes beliebige j # k gelten muss. Fiir diejenige Gleichung
mit dem Index i, fiir die eine strikte Ungleichung ist, folgt wegen
’Zj‘ = M mit
MSZ‘le]’M<M
j=1

der angestrebte Widerspruch und damit ist der Satz bewiesen. O

Damit wissen wir zumindest, dass lineare Gleichungssysteme mit irreduzibel
diagonal dominanten Matrizen eindeutig l6sbar sind. Mit dem folgenden Satz
wird iterative Losbarkeit mit dem Jacobi-Verfahren gezeigt.

Satz 4.11. Fiir eine irreduzibel diagonal dominante Matriz A ist das Jacobi-
Verfahren konvergent.

Beweis. (nach Schwarz)
Der Beweis wird indirekt gefithrt, und zwar mit der Annahme p(S;) > 0.
Demnach existiert ein EW g von S; mit |x| > 1 und fiir ihn gelten

det(S; —pE) =0 <= det(E—pu'S;)=0.

Aus der Irreduzibilitéit von A folgt auch die Irreduzibilitét von Sy = D™ (L+
U), da hier nur die Nichtdiagonalelemente von Interesse sind. Das gleiche gilt
fir die Matrix Q = £ — 1S, und man erkennt, dass @ schwach diagonal
dominant ist, denn fiir die Elemente von ()

gi =1, Qij = _aij/aiia (j # i)7

gilt, und wegen der schwachen Diagonaldominanz von A folgt also

n

Z lgij| <1

=1
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fiir alle 4, wobei fiir mindestens einen Index ¢, die strikte Ungleichung gilt.
Mit [u~t| < 1 folgt die schwache Diagonaldominanz, also auch die irreduzible
Diagonaldominanz. Damit muss nach Satz det Q = det(E — u~1S;) #0
sein, was unserer Annahme widerspricht, und damit sind alle Eigenwerte
von S; dem Betrage nach kleiner als 1 und damit auch p(S;) < 1, was die
Konvergenz des Verfahrens impliziert. O

4.3 GauB3-Seidel-Iterationsverfahren oder Ein-
zelschrittverfahren
Wiéhlt man ausgehend von der Matrixzerlegung (4.8) B = L+ D, dann heifit

das Iterationsverfahren (4.4) GauB-Seidel- Verfahren oder Einzelschrittver-
fahren, d.h. es ergibt sich

t® = (E—-B'4A)2®* Y 4+ B = (L+ D) (—Uzs* Y +b), k=1,2,...
S
GS

(4.14)
Die Matrix B = L + D ist eine regulére untere Dreiecksmatrix und damit
leich zu invertieren, was aber keine Arbeit bedeuten wird, wie wir etwas
spéater sehen werden.

Satz 4.12. Das Gauj$-Seidel-Verfahren konvergiert fiir strikt diagonal domi-
nante Matrizen A fiir beliebige Startiterationen x® € R™

Beweis. Es ist
Ses=E—B'A, M =Sgsv=(E—-B'Aw=—(L+D)'Uv, v#0
fiir einen EW A mit dem EV v bzw.

ML+ D)v=—-Uv; || = glfg;\lﬂ >0

Wir betrachten die k-te Zeile:

Magrvy + Z agjv;) = — Z iV,

k>j=1 k<j=1
n
~ A1+ E ks ——E kY5 ﬁ<1
- ) =
Ak Uk h<j=1 AUk Vg

& M1+ a) = ﬁ, laf,|B] <1 da A strikt diagonal dominant

g B B,

S A= — =
1+aw|‘ 1+al = 1—|qf
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Aus der strengen Diagonaldominanz folgt schlieflich

n
} : AkjV5

- AkjUj
ol + 18] = — <
o 181 k;1 AkkVk ki1 AkkVk Z akk
woraus |3 < 1 — |a| bzw. |j| r <1 und mit (%)
1 —lal
fir alle EW X folgt. Damit ist r(Sgs) < 1 und der Satz bewiesen. O

Bemerkung 4.13. Ebenso wie beim Jacobi-Verfahren kann man die Vor-
aussetzung der strikten Diagonaldominanz von A fiir die Konvergenz ab-
schwéchen, allerdings nicht bedingungslos.

Das Gauf-Seidel-Verfahren ist fiir irreduzibel diagonal dominante Matrizen
A ebenso wie das Jacobi-Verfahren konvergent.

Wenn man das Gauf-Seidel Verfahren (4.14) in der dquivalenten Form
e®) = DY (—La®™ —Uz*Y 1p), k=1,2,... (4.15)

aufschreibt, erkennt man bei der koordinatenweisen Berechnung der neuen
[teration

7—1 n
w_ L S e — 3 Y _ _
.I'j —E<bj— Q;iT; " — Q5 Z; >, j—1,2,...,n,k‘—1,2,...
=1

i=j+1

(4.16)
zwar, dass auf beiden Seiten der Formeln z*) vorkommen. Allerdings benétigt
man zur Berechnung der j-ten Komponenten von z® nur die Komponen-
ten xgk), o ,xg-k_)l der vorigen Iteration. Diese kennt man aber bereits. Damit
kann man die Formel fir j = 1,...,n sukzessiv zum Update der
Koordinaten von x anwenden. Man hat also mit eine explizite Berech-

nungsvorschrift und braucht damit B = L + D nicht wirklich zu invertieren.

4.4 Verallgemeinerung des Gauf3-Seidel-Ver-
fahrens

Wenn man ausgehend von 2*~1) mit dem GauB-Seidel-Verfahren eine Nihe-
rung
i) = D7 (—La® — Uz*Y 1 p)
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bestimmt, und anschlieBend "relaxiert”, d.h. mit w €]0, 2[ die Wichtung
2™ = wi® (1 — w)a*Y (4.17)
vornimmt, erhélt man nach kurzer Rechnung durch
e® =5 2% L B k=1,2,..., we€l0,2 (4.18)
das GaufB-Seidel-Verfahren mit Relaxation, wobei fiir S, und B
S=S,=D+wL)'(1-w)D—-wlU]=FE—w(D+wL) A

bzw.

1
Bl =w(D+wL) ™ <= B=—(D+wl)
W

gilt. Fiir w > 1 spricht man vom sukzessiven Uberrelaxtionsverfahren auch
SOR-Verfahren genannt. Das SOR-Verfahren konvergiert in allen Féllen, in
denen das GauB-Seidel-Verfahren (w = 1) konvergiert.

Allerdings kann man in vielen Féllen mit einer Wahl von w > 1 eine schnellere
Konvergenz als mit dem Gauf3-Seidel-Verfahren erreichen.

4.5 Krylov-Raum-Verfahren zur Losung linea-

rer Gleichungssysteme
9. Vor-

lesung
18.11.13

Ziel ist weiterhin die iterative Losung des linearen Gleichungssystems
Ax =b, (n x n)-Matrix, reguldr, b € R"

mit der eindeutigen Losung z, = A~
Hierzu betrachten wir mit

{0}cD,cC...CcR" (4.19)

zunéchst eine Folge von linearen Unterrdumen, die noch prézisiert wird. Im
Folgenden werden Ansétze zur Bestimmung von Vektorfolgen xy € Dy, k =
1,... betrachtet (mit dem letztendlichen Ziel mit dieser Folge die exakte
Losung x, zu erreichen).

Definition 4.14.
(a) Fir gegebene Ansatzriume (4.19)) hat der Ansatz des orthogonalen

Restduums zur Bestimmung von Vektoren xi,xo,... € R™ die Form
T € Dy, o
Axk—beDé}k_l’Q"” (4.20)

56



(b) Der Ansatz des minimalen Residuums zur Bestimmung der Vek-
torfolge hat die Form

xk 6 Dk .
| Az, — b||, minimal } k=12... (4.21)

Bei der Wahl spezieller Ansatzraume (4.19)) werden die sogenannten Krylov-
rdume von Bedeutung sein

Definition 4.15. Zu gegebener Matriz A € R™™"™ und einem Vektor b € R”
i1st die Folge der Krylovrdume durch

Ki(A,b) = span{b, Ab, ..., A* b} CcR", k=0,1,...
erkldart.

Bemerkung. Im Folgenden werden die in Definition [4.14]angegebenen Ansétze
mit den speziellen Rdumen Dy = K (A, b) betrachtet, wobei wir den Schwer-

punkt auf den Ansatz (4.20) legen.

4.5.1 Der Ansatz des orthogonalen Residuums (4.20)
fiir symmetrische positiv definite Matrizen

Fiir positiv definite, symmetrische Matrizen soll nun Existenz und Eindeu-
tigkeit von Vektoren x, fiir (4.20]) diskutiert werden. Dazu werden die Ska-

larprodukte und Normen
<£U,y>2 :xTyv x»?JERn
1
<xuy>A = :L‘TAy, z,y € R", HxHA = <JJ,.I‘>124

betrachtet (Nachweis, dass (-,-) 4, ||| , Skalarprodukt und Norm im Falle ei-
ner positiv definiten, symmetrischen Matrix A sind, ist als Ubung zu fiihren).

Satz 4.16. Zu gegebener symmetrischer positiv definiter Matriz A € R™*"
sind firk =1,2,... die Vektoren x; aus dem Ansatz des orthogonalen Resi-
duums (4.20)) — mat allgemeinen Ansatzrdumen Dy gemdyfs — eindeutig
bestimmt, und es gilt

|zk, — 24|| , = min ||z — 2., k=1,2,... (4.22)
€Dy,
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Beweis. Eindeutigkeit: Sei k fest gewdhlt. Fiir xp, 2z, mit der Eigenschaft

[20) gilt

<A(3L’k — i’k),[Ek — Z%k>2 =0= Ty = i’k

Existenz: Mit einer beliebigen Basis dy, ..., d,,_1 von Dy setzt man
m—1
Tp = Z a;d,; (4.23)
§=0

an und erhalt

), geniigt (.20) & Az, — b € D

<:><A5L’k—b,dk>220 k:O,...,m—l (424)
m—1

= <Adj,dk>2 O = <b, dk>2, k= 0,....m—1 (425)
=0

(4.25)) ist ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen fiir die Koeffizi-
enten ag, ..., a,_1. Da xp mit (4.20) eindeutig bestimmt ist (wurde schon
gezeigt), ist das Gleichungssystem (4.25)) eindeutig 16sbar, woraus die Exis-

tenz von xj, folgt.
Minimalitat (4.22)) Fir z € D, findet man

o = 2l = llew — 2 + 2 — 2l

= |lzx — x5 +2 <A(ffk — ), T — $k> oz =zl > low — 2
—_——— ——

1 D
€D} G

[]

4.5.2 Der Ansatz des orthogonalen Residuums (4.20))
fiir gegebene A-konjugierte Basen

Mit dem Beweis von Satz [4.16] ist bereits eine Moglichkeit zur Bestimmung
von xj, fiir (4.20) ausgehend von einer Basis dy,...,d,, 1 fiir D; mit dem
Gleichungssystem aufgezeigt worden. Im Folgenden wird ein Spezialfall
behandelt, bei dem Diagonalgestalt hat.

Definition 4.17. Es sei A € R™*"™ symmetrisch und positiv definit. Gegebene
Vektoren dy, . .., dy,—1 € R™\ {0} heiflen A- konjugiert, falls

(Ad;, dj), = (di,dj) , =0 i
qgilt.
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Bemerkung. Falls eine A-konjugierte Basis von Dy gegeben ist, hat (4.25)
Diagonalgestalt und damit ist x; geméf Ansatz (4.23]) sehr einfach berechen-
bar.

Satz 4.18. Fiir eine gegebene symmetrische positiv definite Matriz A € R™*"
und A-konjugierte Vektoren dy, ... gelte

Dk :Span{do,...,dk,l}, k= 1,2,...

Dann erhdlt man fiir den Ansatz des orthogonalen Residuums (4.20]) die fol-
genden Darstellungen fir k =1,2,. ..

k-1
CN"Caid mit o= - il 4.26
xk—Z&]j mit  a; = (Ad;.d;) (4.26)
§=0 702312
rji=Azx; —b, j>1,r9=~-b (4.27)
Beweis. Folgt unmittelbar fiir & = m aus (4.23)-(4.25) O

Bemerkung.
(a) Aus (4.26]) folgt die Unabhéngigkeit der «; von k und damit gilt

Th+1 :.Ik—i-()ékdk, Tk+1 :Tk—i-OékAdk, ]{720,1, ;LL’OIO (428)

(b) Aufgrund der ersten Identitdt von (4.28)) bezeichnet man dj, als Such-
richtung und o als Schrittweite

(¢) AuBlerdem wird mit (4.28]) klar, dass eine simultane Berechnung der Such-
richtungen und Losungsapproximationen xj in der Reihenfolge

dOaxlydb'an cee

moglich ist. In der Praxis wird im Fall Dy, = K} (A, b) auch so vorgegan-
gen, was im Folgenden behandelt werden soll.

4.5.3 Das CG-Verfahren fiir positiv definite, symme-
trische Matrizen

Definition 4.19. Zu gegebener symmetrisch positiv definiter Matriz A €
R"*" st das Verfahren des konjugierten Gradienten gegeben durch
den Ansatz (4.20) mit der speziellen Wahl

Dy = Kp(Ab), k=0,1,... (4.29)

Dieses Verfahren bezeichnet man auch kurz als CG-Verfahren.

29

10.
Vorle-
sung
20.11.13



Bemerkung. Zur konkreten Bestimmung der Lésungsapproximationen feh-
len uns nur noch geeignete Suchrichtungen, am besten A-konjugierte Such-
richtungen dy, dy, . ... Das soll nun geschehen.

Der folgende Hilfssatz behandelt die Berechnung A-konjugierter Suchrich-
tungen in Ky(A,b) fir k=0,1,...

Ausgehend von den Notationen des Satzes wird fiir den fixierten Index
k dabei so vorgegangen, dass — ausgehend von einer bereits konstruierten A-
konjugierten Basis dy, ..., d,_q f ir Ki(A,b) — eine A-konjugierte Basis fiir
Ki11(A,b) gewonnen wird durch eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung der
Vektoren dy, . .., dx_1, —1 € R™ beziiglich des Skalarproduktes (-, -) ,.

Wie sich im Beweis von Lemma herausstellt, geniigt hier eine Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung der beiden Vektoren dy_q1, —ri € R™.

Lemma 4.20. Zu gegebener symmetrisch positiv definiter Matrix A € R"*"
und mit den Notationen des Satzes[{.1§ seien die Suchrichtungen speziell wie
folgt gewdhlt:

<A7‘k,dk—1>2

do =0, dp=—rp+ Br_1di—1, Pr-1= (Adp 1, dp 1)y’
—1,%k—-1/9

k=1,... k-1
(4.30)

wobet k, den ersten Index mit ry, = 0 bezeichnet. Mit dieser Wahl sind die
Vektoren dy, . .., dy, 1 € R" A-konjugiert und es gilt

span{dy, . ..,dk—1} = span{b,ry,...,re_1} = Kp(A,0), k=1,... ks
(4.31)

Beweis. Vollstindige Induktion iiber £ = 1,...,k, zum Nachweis der A-
Konjugiertheit der Vektoren d, . .., d;_1 € R™ und der Formeln (4.30]) wegen

span{dy} = span{b} = K (A4,b)

ist der Induktionsanfang gemacht.

Im Folgenden sei angenommen, dass (4.30]) ein System von A- konjugierten
Vektoren mit der Eigenschaft liefert mit einem fixierten Index 1 < k <
ke — 1

GeméB dem Ansatz des orthogonalen Residuums gilt 7, € Ki(A,b)*
und im Fall r, # 0 sind damit die Vektoren dy,...,dr_1,—7 linear un-
abhéngig. Eine Gram- Schmidt-Orthogonalisierung dieser Vektoren bzgl. des
Skalarproduktes (-, -) liefert den Vektor

k—1
(Ary, d; x
:—wk+§: i -Q—wh+&F¢Ml (4.32)



wobei (x) aus den Eigenschaften
K 1(A,b) C Kip(A,b) sowie 1y, € Kj(A,b)*"

folgt, also
<ATk,dj>2:<7“k,Adj>2:0, j:O,...,/{?—2
Nach Konstruktion sind die Vektoren dy, ..., dy_1,dr A- konjugiert und es
gilt
span{dy, ..., dy} = span{b,ry,...,ry}
Aufgrund der 2. Formel in (4.28) gilt wegen Ady_; € Kjy1(A,b) noch

Spa’n{ba T1y e JT]C} - Kk+l(A7 b)

sodass aus Dimensionsgriinden auch hier notwendigerweise Gleichheit vor-

liegt. [l
Bemerkung. Mit dem durch Lemma beschriebenen Abbruch wird gleich-
zeitig die Losung von Ax = b geliefert, es gilt also x, = z,. Dabei gilt
notwendigerweise

k. <n

denn aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der beiden Vektorsysteme in
(4.31)) erh&lt man

dim K, k= k
fir k=0,1,... k.
Im folgenden Lemma werden Darstellungen fiir die Schrittweiten gezeigt, wie
sie auch in numerischen Implementierungen verwendet werden.

Lemma 4.21. In der Situation des Lemmal[{.20 gelten die Darstellungen

7l
Ne= M2 01 ke — 1 4.33
‘ <Adk7dk>2 ( )
Il
/Bk—l = 227 k = 17 ceey k* - 1 (T(] = b) (434)
el

Beweis. Mit rj, € Kj(A,b)* sowie der Beziehung (4.32)) fiir die Suchrichtung

dy, erhilt man — (ry, di.), = ||71||3 und zusammen mit ([&.26)) ergibt dies (£.33).
Diese Darstellung (4.33) fiir o zusammen mit der Identitdt r, = r_1 +

ag_1Ady_1 aus (4.28) liefert

7kll2 = (rps Tret) + Qe (P Adg—1)y = Bt ||7o—1 |2

=0

und damit gilt fiir §;_; die Beziehung (4.34) ]
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4.5.4 Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens

Wir haben bisher festgestellt, dass das CG-Verfahren mit x;, = z. nach
k. Schritten die Losung ergibt. k, kann aber sehr grofl sein und deshalb
interessiert auch der Fehler im k-ten Schritt (k= 1,2,...). Hilfreich ist

Lemma 4.22. Zu gegebener symmetrisch positiv definiter Matriz A € R™*"
sei (N, v;)j=1,..n €in vollstindiges System von Eigenwerten \; und zugehorigen
Figenvektoren v; € R™, also gilt

— T, _ -
A?)j—)\j'l}j, vkvj—ékja k,j—l,...,n

Mt der Entwicklung
T = Z c;v; € R”
j=1

gelten fiir jedes Polynom p die folgenden Darstellungen

n

p(A)x = Z cip(Aj)v; (4.35)
j=1
Ip(A)z]|, = (Z C?p(Aj)2> , lp(A)zll, = (Z C?Ajp(%f) (4.36)
=1 j=1
Speziell gilt also
m2 |[zfly < flef, < M2 [lzfl,, 2R (4.37)

(m = Hlil’llgjgn )\j, M = maxi<j<n )\J)

Beweis. Mit der angegebenen Entwicklung fiir x € R" gilt
n
AVx = ch)\;vj, v=20,1,...
j=1

und daraus folgt (4.35)). Weiter berechnet man

[p(A)zl, = <Z kP (Ak) Uk, Z ij()\j)vj>

(ST

2

N

n

— Z ckcjp()\k)p(/\j) <Uk7vj>2

k,j=1
J 51,

n 2

= C?ﬁ@\jf)

J=1
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Und analog erhélt man
. 1
(Al = (D GAp(A;))2
j=1

]

Es gilt nun noch den Fehler ||z; — z,||, den man im k-ten Schritt des CG-
Verfahrens macht, abzuschétzen. Einmal gilt der

Satz 4.23. Zu einer gegebenen symmetrisch positiv definiten Matrix A €
R™ "™ gelten fiir das CG-Verfahren die folgenden Fehlerabschdtzungen:

[z — 2l 4 < ( inf - sup |p(>\)|> [N (4.38)

pEll,p(0)=1 \eo(A)

Beweis. Fiir jedes Polynom p € Il mit p(0) = 1 ist ¢(t) := 1_7”('5) ein Poly-

nom vom Grad hochstens k£ — 1 und damit gilt mit x := ¢(A)b folgendes:
r € Kr(Ab), z=—x,=—p(A)x,

Mit Lemma und der Entwicklung z, = >_"

j=1 ¢jv; € R erhélt man

1

" :

ok — 2|4 < Jlo— [, = (E EXp(A))?
—_——

—
=llp(A)zs | 4 I

n 3
< sup [p())] (ZC?M) = sup [p(A)] [zl

A€o (A) =1 A€o (A)

]

Zur quantitativen Prézisierung der Abschétzung (4.38)) des Satzes benut-
zen wir die hier nicht bewiesenen Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome
erster Art Ty, 71, . ..

k+1\ _ 1 /Ve+1\"
> = i . .
Tk(m—l)_Q(\/E—1> fir keN,k>1 (4.39)

Auflerdem sei daran erinnert, dass die Tschebyscheff-Polynome in der Form
Ty (t) = cos(k arccost) fiir t € [—1, 1] darstellbar sind und damit dem Betrage
nach durch 1 beschrinkt sind.

Es gilt der
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Satz 4.24. Zu einer gegebenen symmetrisch positiv definiten Matriz A €
R™™ gelten fir das CG-Verfahren die Fehlerabschditzungen

i — wally <25 ol K =0,1,... (1.40)
2k — 2|y < 2v/EaV" |2y, kE=0,1,...
mit k4 = condy(A),y = \/‘/gﬁ

Beweis. Satz wird im Fall k4 > 1, d.h. M > m angewendet mit dem

Polynom
_ Ti[(M +m —2X) /(M —m)]

A) = )
P = T+ m) (M )]
wobei m und M den kleinsten und gréfiten Eigenwert von A bezeichnen.
Offensichtlich ist p € Iy und p(0) = 1, wegen o(A) C [m, M] und

M 1\| "' &9
T, +m T KA+ < 2k
M—-—m Ka— 1

i
(weil maxye(—1,1) Tx(t) = 1) folgt aus (4.38) die erste Abschétzung, also (4.40)).
Die zweite Abschitzung des Satzes ist eine unmittelbare Konsequenz aus der
Ersten unter der Nutzung der Norméquivalenz (4.37]). O

AER

-1

Jax [p(A)] =

Beispiel 4.25. Betrachten wir das Gleichungssystem Ax = b mit

2 —1 0 1
A= —1 2 -1 und b= 1
0 —1 2 1

Entsprechend der Formeln (4.26]), (4.28]), (4.30)) ergibt sich fiir die Startlosung
o =>b=(111)" und die erste Suchrichtung dy = b

0
To = AZL’O — b = -1
0
sowie ag = —Aredolz — 1 ynd damit
0 (Ado,doyz — 2
3 1
2 2
Tr1 = T+ Ojodo = % und ™ =79+ O./oAdQ = —1
3 1
2 2
sowie [y = 222;:33;2 = % Mit der neuen Suchrichtung

dy = —r1 + Body =

Ovlw O
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(r1,d1)2

und oy = —TAdidy; = % erhalt man
3 0
To = X1 + qpdy = 2 und stellt mit r9 =7 + ayAdy = | 0
3
< 0
2

fest, dass x5 die Losung ist.

4.5.5 CGNR-Verfahren

Das CG-Verfahren funktioniert wie besprochen nur fiir symmetrische positiv
definite Matrizen. Was kann man tun, wenn die Matrix A € R"*" des Glei-
chungssystems Ax = b zwar regulér, aber nicht symmetrisch positiv definit
ist und man trotzdem die Vorteile des CG-Verfahrens nutzen mdochte?

Wir wissen, dass fiir regulire Matrizen A das Produkt M = AT A symme-
trisch und positiv definit ist. Da

Ar = b= ATAx = Mz =0b:= ATb

kann man nun einfach das Gleichungssystem Mx = B, das man auch Nor-
malgleichungssystem nennt, mit dem CG-Verfahren 16sen. Dieses Verfah-
ren nennt man auch CGNR-Verfahren, wobei N und R fiir Normal bzw.
Residuen steht. Die obigen Resultate (Fehlerabschidtzungen) lassen sich in
gewisser Weise fiir das CGNR-Verfahren iibertragen.

4.5.6 GMRES-Verfahren

Léasst man die Voraussetzung der Symmetrie und positiven Definitheit der
Matrix A fallen und fordert nur die Regularitét, dann ist ein CG-Verfahren
zur Losung von Ax = b nicht moglich. Eine Alternative ist das GMRES-
Verfahren

Definition 4.26. Das GMRES- Verfahren ist definiert durch den Ansatz des
minimalen Residuums (4.21)) mit der speziellen Wahl Dy, = Ky(A,b), es gilt
also

Kip(A Axy — = i Ax — =0,..., ks
re € Ku(AD), An—bl,= min Az by, k= 0.k
Bemerkung. Die Abkiirzung “GMRES” hat ihren Ursprung in der Bezeich-
nung “ generalized minimal residual method”
Detaillierte Konstruktionsmethoden fiir die Approximationen x; beim GMRES-
Verfahren werden in Plato beschrieben.
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4.6 Die iterative Losung nichtlinearer Glei-
chungssysteme

Die Methode unserer Wahl zur Losung einer im Allg. nichtlinearen Gleichung
f(z) = 0 mit einer Abbildung f : A — R, A C R ist die Losung der
aquivalenten Aufgabe der Bestimmung eines Fixpunkts von

g(x) =z — f(z).
Der Fixpunkt soll mit der Fixpunktiteration
e®) = g(z* VY k=1,2,... (4.41)
ausgehend von einer Startniherung z(®) bestimmt werden. Mit

(B ) _
bezeichnen wir den Fehler nach £ Iterationen.

Unter der Voraussetzung der Existenz eines Fixpunktes & von g (bzw. einer
Nullstelle  von f) und der Glattheit von g findet man um & ein abgeschlos-
senes Intervall I mit der Kontraktion g(/) C I mit der einer Konstanten
0 < L <1 (Beweis: siehe Vorlesung) und nach dem Banachschen Fixpunkt-
satz konvergiert die Fixpunktiteration fiir eine beliebige Startniherung
gegen .

Mit dem folgenden Satz soll die Konvergenzordnung bestimmt werden.

Satz 4.27. g : I — I = [a,b] sei auf I Lipschitz-stetig, kontrahierend und
einmal stetig differenzierbar. Auflerdem sei ¢'(x) # 0 auf ganz I. Dann gilt

fiir den Fehler ¢®)
(k1)

=9 (4.42)

d.h. die Konvergenz ist mindestens erster Ordnung bzw. linear.

lim
k—o0

Beweis. Zuerst wird gezeigt, dass fiir () # 2 fiir alle ITterierten z® # 2
gilt, d.h., dass die Iteration nicht nach endlich vielen Schritten mit e*) = 0
abbricht. Wir nehmen das Gegenteil an, d.h. die Existenz eines Index k mit

2 23 und 2™ =37 .

Wegen g(z®)) = 20 = g(z*1) folgt aus dem MWS der Differentialrech-
nung
0 = gaV) — g(a®) = (25D — 1) g/ (a)
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und wegen (x*~1) —2*)) £ 0 muss ¢’(2*) = 0 sein fiir ein 2* € I, was unserer
Voraussetzung widerspricht.
Aus dem MWS folgt weiter

Y = g — G = g(a®) — g(2) = g(@ + V) — g(2) = Mg/ (@ + OcV)

mit 0 < 6, < 1. Da €®) £ 0 ist, erhilt man

€(k+1) . *)
und wegen limy_,, €®) = 0 folgt die Behauptung (4.42)). O

In Vorbereitung eines effizienten Iterationsverfahrens zur Losung nichtlinea-
rer Gleichungen betrachten wir weiterhin den

Satz 4.28. g : I — I = [a,b] sei auf I Lipschitz-stetig, kontrahierend und
zweimal stetig differenzierbar. Auflerdem gelte ¢'(z) = 0 und ¢"(x) # 0 auf
ganz I. Dann gilt fir den Fehler ¢

i E(chrl) 1 o

kl_{f)loe(T)z =59 (@), (4.43)
d.h. die Konvergenz ist mindestens zweiter Ordnung bzw. quadratisch.

Beweis. Der Beweis erfolgt weitgehend analog zum Beweis von Satz [4.27]
Mit einer Taylorentwicklung gilt

O = 0~ — (o) — 9(3) = g0 + ) ~ g(d)
1
( z

1 R N
= g(&) + Mg (@) + 5¢M g (@ + 0¥ — g(@) = e (@ + Oe) |

>

k€

Analog zum obigen Beweis ergibt der Limes k — oo die Behauptung. O]

Lemma 4.29. Es sei G C R offen und f : G — R stetig diff 'bar mit einem
Fizpunkt © € G. Wenn |f'(2)| < 1 gilt, dann ezistiert ein abgeschlossenes
Intervall D C G mit & € D und f(D) C D, auf dem f eine Kontraktion ist.

Beweis. Da f' stetig auf der offenen Menge G ist, existiert eine offene Um-
gebung K; . = {z||r — 2| < €} in G, auf der die Betrége der Ableitung von
J immer noch kleiner als 1 sind. Setzt man D = [Z — §,2 + 5], so gilt fiir alle
x1,T9 € D aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

|f(z1) = f(z2)| < k21 — 22

mit k = maxeep | f/(§)] <1 O
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Bemerkung 4.30. Ist die Voraussetzung |f(£)| < 1 des Hilfssatzes [4.29]
nicht erfiillt, findet man keine Kontraktion. Ist |f/(Z)| > 1 dann gilt in der
Néahe von 2

[f(z) = f(2)] > |z — 2
das rechtfertigt die

Definition 4.31. Ein Fizpunkt & heifst anziehender Fizpunkt, wenn |f'(z)| <
1 gilt, und & heifit abstofender Fizpunkt, wenn |f'(z)| > 1 ist.

4.6.1 Newton-Verfahren

Nun betrachten wir zur Bestimmung einer Nullstelle von f(x) die Newton-
Iteration

(k)
0 — g _ S o (4.44)
f'@®)
die bei genauerem Hinsehen eine Fixpunktiteration der Funktion
fla)
g(z) =z — mit g(z) =12, 4.45
(@) = = (@) (4.45)

also 2*+1) = g(2®) ist. Der folgende Satz liefert eine grundlegende Aussage
zur Konvergenzordnung der Folge (4.44)).

Satz 4.32. Die Funktion f(x) sei dreimal stetig differenzierbar in einem
Intervall I} = [a,b] mit a < § < b, und es sei f'(T) # 0, d.h. & sei eine
einfachen Nullstelle von f. Dann existiert ein Intervall I = [T — 6, % + 6] mit
0 > 0, fiir welches g : I — I eine kontrahierende Abbildung ist. Fir jeden
Startwert 0 € I ist die Folge (#.44) mindestens quadratisch konvergent.

Beweis. Der Beweis folgt durch Anwendung von Satz [4.2§) (s. auch Vorle-
sung!). O

Mit dem folgenden Satz kann man die Glattheitsforderungen an f noch ab-
schwéchen.

Satz 4.33. Sei f : I — R eine auf einem Intervall I O [xg—r,xo+7],7 > 0,
definierte, zweimal stetig diff ‘bare Funktion mit f'(x) # 0 fir alle x € 1.
Weiterhin existiere eine reelle Zahl k, 0 < k < 1, mit
1!
@@ e
f'(@)?
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und

f (o)
(o)
Dann hat f genau eine Nullstelle © € I und die Newton-Folge konvergiert
quadratisch gegen T, d.h. es gilt

<(1-FkK)r

|zp1 — 2| < Clzp —2)* Vk=0,1,...
mit einer Konstanten C. Auflerdem gilt die Fehlerabschdtzung

| f ()]
M

|z, — 2] < , mit 0< M < min|f'(x)]
xzel
Beweis. Folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz und dem Satz [£.29 iiber
die Existenz einer Kontraktion.
Die quadratische Konvergenz folgt aus

. f(zr) 4

Tht1 — T = T — f’(l‘k)

=0

. . fla) = f(2)
=T — T — f/(ilfk)
1 ) A
= T @)@ =) — J(@) + [(@)]
Fehler der Ordnung O(|$k_jf|2)
= ok — 2 < Clay — 2)°

]

Bemerkung 4.34. Die Voraussetzungen des Satzes garantieren die
Kontraktivitat der Hilfsfunktion g(z) = = — ]{c,((?) in einer Umgebung von
Z. D.h. man ist mit dem Newton-Verfahren immer dann erfolgreich, wenn
man nur nah genug an der Nullstelle die Iteration beginnt (xy nah bei z)

In diesem Fall ist das Newton-Verfahren auch noch sehr schnell aufgrund der

quadratischen Konvergenz.

Satz 4.35. (Nullstelle einer konveren Funktion)

Sei f : [a,b] = R zweimal stetig differenzierbar und konvex (f'(x) # 0 auf
[a,b] ). Die Vorzeichen von f(a) und f(b) seien verschieden. Dann konvergiert
die Newton-Folge von f fir xy = a, falls f(a) > 0 und fir xo = b, falls
f(b) >0, gegen die einzige Nullstelle T von f.
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4.6.2 Sekantenverfahren — Regula falsi

Beim eben dargelegten Newton-Verfahren war die Differenzierbarkeit der
Funktion f entscheidend fiir die Konstruktion des numerischen Losungsver-
fahrens. Allerdings ist die Differenzierbarkeit nicht notwendig fiir die Existenz
einer Nullstelle. Wenn fiir die auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion f die
Bedingung f(a)f(b) < 0 erfiillt ist, dann existiert nach dem Zwischenwert-
satz auf jeden Fall mindestens eine Nullstelle Z €]a, b[. Diese findet man auf
jeden Fall mit dem Bisektionsverfahren (auch Intervallhalbierungsverfahren

genannt). Wir setzen ag = a und by = b. Fiir den Mittelpunkt z; = % (s.
Abb. gilt auf jeden Fall
) g < =%

Geht man nun von einer Niherung 2*) als Mittelpunkt des Intervalls [ay_1, by_1]
fiir die Nullstelle Z aus, dann setzt man im Fall f(z®)) # 0 (anderenfalls ist
man fertig und hat mit 2(*) eine Nullstelle gefunden)

{ ap— falls f( )f(@k 1) <0

h v falls f(a®)F(b_y) <0
B z,  falls f(z®)f(ap_1) <0
be = {bk_l falls f(2®) f(bp_y) <0 (4.46)
(™) f(ar-1) <0

g+
L) { ﬁ falls f
=t falls f(a®) f(ber) <0

und erhilt fiir den Mittelpunkt x*+1 des Intervalls [ay, by] die Abschiitzung

|z —2] < bo

. 1 . 1 .
< e k+1)_$‘ < (k) . (0)—31:\ 7

§|x —z| < ‘§2k+1]:c

bzw. |z

d.h., aufgrund von [z *) — 2| < 1|2® — &P mit p = 1 ist die Konvergenz-
ordnung des Verfahrens gleich 1.

Der aufwendig aussehende Algorithmus lasst sich recht einfach imple-
mentieren. Der Vorteil des Bisektionsverfahrens besteht darin, dass es immer
funktioniert, d.h., man findet immer eine Nullstelle. Allerdings findet man
mit dem beschriebenen Verfahren nur eine Nullstelle.

Satz 4.36. (Bisektionsverfahren)

Sei f eine auf [a,b] stetige Funktion mit f(a)f(b) < 0. Mit ) = a konver-
giert das Bisektionsverfahren gegen eine Nullstelle T der Funktion f.
Die Konvergenzordnung ist 1. Es gilt

A

1
2™ — & < @W(O) — 3| = e |20 — 7]
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mit dem Konvergenzexponenten v = In 2.

a=a,

Abbildung 4.1: Bisektions-Verfahren  Abbildung 4.2: Sekantenverfahren —
Regula falsi

Eine weitere Moglichkeit der Nullstellenbestimmung ohne die Nutzung der
Ableitung der Funktion f ist das Sekanten-Verfahren, das auch Regula falsi
genannt wird. Man geht von 2 Naherungen z®, z*~Y aus dem Intervall
[a,b] mit f(a)f(b) < 0 aus und fiihrt statt des Newton-Schrittes z(*+1) =

z®) — ]{c,(é(g)))) den Schritt

f@®)—f@®D) Fx®) — f(z*-D)

(k) —g(k—1)

L (B+D) f(z®)  (4.47)

aus. Den Schritt (4.47) kann man einmal als gendherten Newton-Schritt mit

oL . . (B))_ f(g(k=1)
der Approximation von f’(x*)) durch den Differenzenquotienten %

interpretieren. Andererseits bedeutet geometrisch die Berechnung des
Schnittpunktes der Sekante durch die Punkte (z*~1, f(z*#=1)) und (z®, f(x*)))
mit der z-Achse (s. Abb. [4.2)). Beide Interpretationen erkldren die Namen
"Regula falsi” bzw. ”Sekantenverfahren”. Das Sekantenverfahren hat den
Nachteil, dass die neue Néherung x;,; nicht unbedingt im Intervall [a,b]
liegen muss. Das ist nur der Fall, wenn f(x®))f(2*~1) < 0 gilt. Die Modifi-
kation von in der Form
k41 k f(z®) k z®) — 20 k
20 =g — FE)_f®) 2 - Flz®) — f(a;(j))f(x( ) (4.48)

(k) —g(d)

mit j < k — 1 als groftem Index mit f(z®)f(z0)) < 0 ergibt in jedem
Fall eine Niherung 1 € [a,b], wenn die Startwerte 20, z() € [a,b] die
Eigenschaft f(z(®)f(z(") < 0 haben.

Die Modifikation bedeutet gegeniiber nur den geringen Mehr-
aufwand der Ermittlung des Index j. Es gilt der
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Satz 4.37. (Sekantenverfahren)

Sei f eine auf [a,b] stetige Funktion mit f(a)f(b) < 0 und 2,z € [a,b]
Startwerte mit der Eigenschaft f(z(?)f(z™M) < 0. Dann konvergiert das Se-
kantenverfahren gegen eine Nullstelle T der Funktion f.

Das Sekantenverfahren konvergiert lokal in einer Umgebung um 2 mit
einer Konvergenzordnung p > 1 schneller als das Bisektionsverfahren. Fiir
eine um Z zweimal stetig differenzierbare Funktion f mit f'(Z) # 0 soll das
gezeigt werden. In der Ndhe von 7 gilt

F() = @)+ J @) =)+ 3@ =3 = f(3) =)+ 5 (@) 27

und mit A, = 2*) — 2 folgt aus (4.47)

Ap — Ay
F1@)( Ak = Apr) + 5f7(2)(AF = AZ)

Mit der realistischen Voraussetzung |Ag|, [Ap_1] < 1 gilt

A~ A (F/@) At 5 f(@)A)

(@) Ak + 5 f"(2) A

A ~ A —
h BTR@) + L) Ak + Ary)
Lf(@) A Ay L) AR A
F1(2) + 3 7(2)(Ak + Agtr) f(2) ’
d.h. &)
e
|Apir| = |55 1Ak [Ag—1| =2 | Ag| [Ag_1] . (4.49)

2'(%)
Mit der Zahl p > 0, die de~r Gleichung p — 1 = % geniigt, also p = %5 2
1,618, folgt aus (4.49) fir A, = c|Ay|

Aot = Adey wnd 2wt Bl (450)
A7 Ay,
Mit a; := In Aﬁf erhdlt man durch Logarithmieren von (4.50) mit ap =
k

—ag_1/p (k = 1,2,...) eine Folge, die fiir jeden Startwert ay wegen p > 1
gegen null konvergiert. Daraus folgt aufgrund der Definition von a;, und der
Stetigkeit der In-Funktion

A A A
lim a; = lim In Al _)=Inl < lim —* = | « lim | k+1|: -1
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SchlieBlich erhalten wir mit
|Api1] = YA = 2D — g = @ Ha® — gJp

die lokale Konvergenzordnung p ~ 1,618 des Sekantenverfahrens (der Wert
von p ~ 1,618 ist {ibrigens das Verhiltnis der zwei Teile des sogenannten
goldenen Schnitts).

Beispiel 4.38. Zur Berechnung der Nullstelle der Funktion f(z) = cosz —x
erhilt man die Nullstelle Z ~ 0, 73909 mit einer Genauigkeit von 107° mit
30 Iterationen des Bisektionsverfahrens, 5 Iterationen des Sekantenverfahrens
und 4 Iterationen des Newton-Verfahrens bei der Wahl von x¢ = 2, 21 = 0.
Hinsichtlich der Funktionsauswertungen sind beim Bisektions- und Newton-
Verfahren pro Schritt je 2 Funktionswertberechnungen erforderlich, wahrend
beim Sekantenverfahren nur eine notig ist.

4.6.3 Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungs-
systeme F(z) =0

Satz 4.39. F : D — R", D C R" sei zweimal stetig partiell diff bar und
besitze eine Nullstelle & € D. Weiterhin sei F'(x) fir jedes x € D regulir.
Dann folgt:

Es gibt eine Umgebung U von &, sodass die Newton-Folge

g* D) = 2B _[F (N EE®) k=0,1,2,... (4.51)

0 ¢ U ausgehend gegen die Nullstelle &

von einem beliebigen Startpunkt x
konvergiert.

Die Konvergenz ist quadratisch, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0 mit

2

|e® — 2| < Oz Y — 2|7, k=1.2,...

und es gilt die Fehlerabschdtzung

o3

< [|F )] sup | (@)

wobei auf der rechten Seite die Matriznorm ||A| = />°",_, ai; fir eine
(n x n)-Matriz A = (a;j) verwendet wurde.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz im eindimensionalen Fall. m
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Es gibt Situationen, da schief3t man iiber das Ziel hinaus, d.h. man mach
zu groBe Schritte. In diesen Féllen (also wenn das Newton-Verfahren nicht
konvergiert) kann man versuchen, die Schritte zu ddmpfen.

Man betrachtet

2* ) = &) _ o [F (O RE®), k=0,1,...

mit a €]0, 1], und spricht hier von einem geddmpften Newton- Verfah-
ren.

Mit geddmpften Newton-Verfahren erreicht man mitunter Konvergenz der
Newton-Folge, wenn das Standard-Newton-Verfahren (o = 1) versagt.

Es gilt dann mit z*+1) = 2+ — 2(®) das Gleichungssystem

F/(x(k)>z(k+1) _ —OéF(ZL‘(k))
zu l6sen, und wie iiblich erhélt man mit

PO+ — (k1) g ()

die neue Iterierte.
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Kapitel 5

Orthogonale Matrizen —
QR-Zerlegung —
Ausgleichsprobleme

Im Folgenden soll fiir eine gegebene Matrix A € R™™ 1 < m < n, eine
Faktorisierung der Form

A=QS (5.1)
bestimmt werden mit einer orthogonalen Matrix ), d.h.
Q c Rnxn’ Q—l — QT

und einer verallgemeinerten oberen Dreiecksmatrix

R * x
S=| - | eR"" R= e Rm™m™ (5.2)
0 0 *

Solche Zerlegungen ermoglichen z.B. die stabile Losung von schlecht kondi-
tionierten losbaren linearen Gleichungssystemen Az = b, (m = n) oder die
stabile Losung von Ausgleichsproblemen mit M € R™™ 1 < m < n,

1
min o || Mr — b3 . (5.3)

reRm

Hier gibt es 2 Moglichkeiten der Losung.
Wenn man das Funktional

1 1
F(r)= 5 | Mr — b||§ = §(M7“—b, Mr — b)s
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betrachtet, findet man mit der Darstellung
1
F(r+h)=F(r)+{(M"Mr — M"b, )y + 5(MTMh, h)o
mit
VFE(r)=M"Mr —M" und F"(r)=M"M

Gradient und Hessematrix. Die Auswertung der notwendigen Extremalbe-
dingung
VE(r)=0<+= M"Mr=M"b
liefert mit
r=[M"M]"'M"b
die Losung des Minimumproblems fiir den Fall, dass die Matrix M den vol-

len Rang hat, denn dann ist die Hessematrix M7 M symmetrisch und positiv
definit.

Eine zweite Moglichkeit der Losung des Minimuproblems (5.3)) ist mit ei-
ner () R-Zerlegung von M machbar. Dies soll nun im Folgenden besprochen
werden. Wir erinnern uns an die Eigenschaften orthogonaler Matrizen:

(1)
1Qzl, = llzll, = | Q" x]],,» € R" (5-4)

(i)
cond(QA) = cond(A) (5.5)

(ili) fiir @1, Q2 € R™ " orthogonal, gilt 1@ ist orthogonal

Faktorisierung A = @) R mittels Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Fiir qua-
dratische reguldre Matrizen A (m = n) hat (5.1)), (5.2) die Form

A=QR (5.6)

mit ) orthogonal und R oberer Dreiecksmatrix vom Typ (n x n). Schreiben
A, Q, R in der Form

1 - Tin
A=lai|ag] ... |an], Q=lq| . |lam], R=

0 Ton

Mit den Spaltenvektoren ay,qx € R" k =1,...,n. (5.6) bedeutet dann

J
a; = Zrmqla .] = 17 ey Q1,5 € R™ (57)
=1
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5.1 Gram-Schmidt-Verfahren zur Orthogona-
lisierung
(a) Ausgangspunkt: man hat j — 1 orthonormale Vektoren ¢y, ...,¢;—1 € R"
mit span(as, ...,a;_1) =span(q,...,qj—1) = M;_;

(b) man bestimmt im Schritt j > 1 das Lot von a; auf den linearen Unter-
raum M;_; C R"
j—1

DR (5.8)

Und nach der Normierung

q
45 = 77>
T lailly
Sind die Vektoren ¢y, ..., q; € R" paarweise orhonormal und es gilt
span(as, ..., a;) = span(q, ..., a;)
Aus der Gleichung (5.8) folgt
= lg;ll5 45 +Z<CL],C]2>2 4 = ZTUQH J=1. (5.9)

Tjj nj

Nach Abschluss der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung hat man damit mit

(5.9)

i1 T2 - Tip
o2 =+ Top

[a1|a2| S |an] = [Q1| e |Qn}
/r'nn

als QR-Zerlegung

Bemerkung 5.1. Der beschriebene Algorithmus kann im ungiinstigsten Fall
Probleme bereiten (nicht gutartig sein), wenn z.B. ||¢;||, recht klein wird
(Losung folgt).
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5.2 Householder-Matrizen/Transformationen

13.

Fiir den Fall einer nicht-quadratischen Matrix A € R"*™, n > m erhélt man v/, 1q

mit dem Gram-Schmidt-Verfahren nur m orthogonale Vektoren ¢, ..., qpn,
da A nur m Spalten besitzt. Damit hat man zwar die oberer Dreicksmatrix
R bestimmt, @ allerdings nicht. Durch die sukzessive nichttriviale Losung
des linearen Gleichungssystems

~ 1 5
Qrdr+1 =0, Gry1 = 7= k1
| Gr1]]2
mit der Matrix Q) = lFgd ... ql]" € R¥" k= m,...,n — 1, erhilt man

mit etwas Arbeit die angestrebte orthogonale Matrix @ = [¢1 ¢2 ... ¢y] mit

der Eigenschaft
i=afn].
Im folgenden werden wir allerdings eine Konstruktionsmethode fiir die Q) R-
Zerlegung besprechen, die die Faktoren @ und R auf direktem Wege ergibt.
Definition 5.2. Fine Abbildung H : R" — R", x — Hx mit einer Matrix
H=F —2ww" w ER”,Hng =wlw=1 (5.10)

bezeichnet man als Householder-Transformation und H als Householder-Matriz
Eigenschaften von H:

e H' = H Symmetrie

e H?=F H ist involutorisch

e H'H = E  Orthogonalitt

Nachweis als Ubung

Wirkung der Householder-Transformation:
Spiegelung von x € R™ an der Hyperebene {z € R" : zTw = 0}, da die
Identitét

Hr =2 —2w'2)w=2— (w'2)w— (w'2)w

gilt.

78

sung
am
02.12.2013



Lemma 5.3. Gegeben sei 0 # x € R" mit x & span{e;}. Fir

w= 2% it o=z, (5.11)
|z + oeall,
qilt
|wll, =1, Hz=(E-2ww")r=—0e (5.12)

Beweis. ||w|l, = 1 weil z + oe; # 0 und damit (5.11)) wohldefiniert ist. Fiir
den Nachweis von ([5.12) erhdlt man

lz + oerlly = [|z]l; + 20efw + 0% = ||zl + 20efw + ||z]|; = 2(x + oer) e

Und mit (5.11)), d.h. (wroe)® _ T folgt:

[z+oeill,

oy — 2(x +oe)
|z +ceill,

die nochmalige Nutzung von ([5.11)) ergibt

= ||z + ‘761H2

T

uw'r = x + oe;

< —2wwls = —oe

was zu zeigen war. O

Bemerkung. Um Stellenausloschungen zu vermeiden, wird in (5.11) o =
sgn(zy) ||z, gewdhlt, d.h. z.B. fir = (=3,1,5)7 ist 0 = —/35

5.3 Algorithmus zur Konstruktion der Fakto-
risierung mittels Householder-Transformationen

Ausgehend von A = AN € R™*™ sollen sukzessive Matrizen der Form

ar) aff as
A 2 ()
AW — dj-1j-1 ) aﬂzjl)m , j=1,....m (5.13)
45 0 Gm
_ W )|

(m+1

berechnet werden, sodass am Ende mit A ) = S die verallgemeinerte obere

Dreiecksmatrix vorliegt.
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Die Matrizen der Form ([5.13) erhélt man fiir j = 1,...,m — 1 durch Trans-
formationen der Form

A . ) . B 0
(‘]+1) — . (J) o i 1
A H]A ) HJ |: O H] :|
mit H; = E,_;_1) — 2wjw?, ||wy|| = 1, E; ist Einheitsmatrix aus R™, und
w; € R* U7V ist so zu wiihlen, dass gilt
o) 1
]
Hj =0 O Jw; = a+Sgn(a1) ||a||2 el aec Rn—(j—l)
() |a+ sgn(ar) |Jally el
Ay 0

Die Matrizen H, ... ,ﬁm_l sind aufgrund der Eigenschaften der Matrizen
Hy, ... H, 1 orthogonal und symmetrisch, sodass man mit

S=Hy 1 Hy o I:]lA; Q= HHy - H,y

die Faktorisierung A = QS konstruiert hat, da @) als Produkt von orthogo-
nalen Matrizen auch eine orthogonale Matrix ist.

Hat man mit Blick auf das Minimumproblem (5.3) nun eine @) R-Zerlegung
von M mit

R
M=0QS5, S=1|—
0
und orthogonalem () gegeben, dann ergibt sich mit

QTb =: {Zl } . b eR™ byeR"™
2

durch Nutzung der Eigenschaften von @)
1 1
SIIMr—bll; = 2 [1QSr — b,
1 2
= slle"@sr -y,
1 112
= 5 llsr=Q"bll,
. 1 R’f’—bl
2 —by

1
= SR =bill; + [ba]l5]

2

2

1 2
> B [|b2][5
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und damit wird das Minimum von F(r) fiir r = R~'b; mit

1 2 1 2
min | Mr — Bl = - 1]l

reRm

angenommen, wobei wir hier vorausgesetzt haben, dass M den vollen Rang
hat und damit R invertierbar ist.

5.4 Gaufl-Newton-Verfahren

14.
Wir kommen auf die Thematik ” Ausgleichsprobleme” zuriick. Gegeben sind Vorle-
”Messwerte” sung
i1, Ti2,--.,Tin und y;,i=1,...k, am
04.12.2013

und gesucht ist ein funktionaler Zusammenhang

f(x17x27'"7$n;a17a2a"'7ap) =Y

wobel solche Parameter
a=(a,as,...,ap)

gesucht sind, dass das Residuum bzw. die Lange des Residuenvektors R

f(x1,17$1,2,...,m,n;al,ag,...,ap)—yl Tl(a)
R(a) _ f(l'2,17x2,27-.-7w2,n'; a17a27...,ap) — Y2 _ rzga)
f(xk,laxk‘,27-.-7xkj7n;a1,&2,...,ap)—yk_ Tk;(a)

minimal wird. Wir setzen k > p voraus. R ist eine Abbildung von R? nach
RE.

Wir betrachten den allgemeinen Fall, dass R nichtlinear von a abhéngt. Zu
16sen ist das Minimum-Problem

min F(a) fiir F(a) = ||R(a)|3 .

a€RP

Man geht von einer Niherung a'” von a aus. Die lineare Approximation von
R an der Entwicklungsstelle a¥ ergibt

R(a) = R(a") + R'(a)(a — a?) |

wobei R’ die Ableitung der Abbildung R, also die Matrix der partiellen
Ableitungen

87“j

R'= () = (52

Jt

), Jj=1,..,ki=1,...,p,

81



ist. Durch die Losung a* des Minimum-Problems

min [|R(a®) + R'(a!”)(a — a®)|I3 , (5.14)

i
acRP
bestimmt man eine neue Naherung
™ = aa* 4+ (1 — a)a |

wobei man mit « €]0, 1] die Moglichkeit einer Démpfung (Relaxation) hat.
In vielen Féllen hat man im ungeddmpften Fall mit o = 1 keine oder nur eine
sehr langsame Konvergenz, wiahrend man bei geeigneter Wahl von 0 < aw < 1
eine konvergente Folge erhélt.
Schreibt man

R(a) + R'(a™)(a — a?) (5.15)

in der Form
Ma —vy
M = R’(a<’)) . y=R'(a)a® — R(a(’))

auf, dann kann man die Losung a* von

: . 2
min [[Ma —y][;

entweder mit einer () R-Zerlegung von M bestimmen, oder durch die Lésung
des Normalgleichungssystems

M"Ma=M"y < a=[M"M|"'M"y

erhalten (s. auch vorangegangene Vorlesungen).
Aus Effizienzgriinden (jeweiliger Aufbau von y) schreibt man ({5.15)) auch in
der Form
Ms —1q
mit ‘ A
s=a—a? und §=—R(a")
auf und 16st das Minimum-Problem
. A2

min |[Ms — g]J;

und berechnet durch

a* =s+a? oY =aa" 4+ (1-a)a?
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die neue Néherung.
Fiir den Fall o = 1 (keine Dampfung) bedeutet das Gaui-Newton-Verfahren
nichts Anderes als die Fixpunktiteration

a(i+1) — a(z‘) o [R/(a(i))TR/(a(i))]71R/(a(i))TR(a(i)) :

und bei Konvergenz gegen a* hat man (unter der Voraussetzung der Regu-
laritét von [R'TR']7!) die Bedingung

R'(a*)"R(a*) =0 (5.16)

erfiillt. Wenn man den Gradienten von F'(a) ausrechnet stellt man fest, dass
die Bedingung (|5.16) wegen

grad o« F = 2R (a*)" R(a")
aquivalent zur notwendigen Extremalbedingung
grad ,«F =0

fiir das Funktional F' ist.
Fiir die Abbruchbedingung gibt man eine Genauigkeit ¢ vor und bricht die
[teration dann ab, wenn

| — 0D, < ¢

erfillt ist.
Im Unterschied zum Gau3-Newton-Verfahren kann man kritische Punkte als
Kandidaten fiir Extremalstellen des Funktionals F': RP — R

F(a) = ||R(a)[[3
durch die direkte Auswertung der notwendigen Extremalbedingung
grad, F =0 (5.17)

mit dem Newton-Verfahren bestimmen. Diese Methode ist allerdings ”teurer”

als das Gauf-Newton-Verfahren, da man pro Newton-Iteration jeweils die
Jacobi-Matrix von G : RP — RP

G(a) :=grad, F',
d.h. die Hesse-Matrix von F' berechnen muss.

Beispiel:
Gegegen ist eine Wertetabelle
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El1 2 3 4
|1 2 3 4

und es gibt die Uberlegung nach einer Funktion
y = f(x;a,b) =sin(azx) + b

mit solchen Parametern a,b € R zu suchen, so dass die Lénge des Residuen-
vektors

sin(a) +b — 2

sin(2a) +b—4

sin(3a) +b—7

sin(4a) +b—3

R(a,b) =

minimal wird, also
i R(a,b)||%.
i |[R(a, b)]l3
Ich habe die Aufgabe sowohl mit dem Newtonverfahren zur Bestimmung von
Nullstellen des Gradienten des Funktionals

F(a,b) =||R(a,b)[; .

als auch mit dem GauB-Newton-Verfahren bearbeitet. Beide Verfahren waren
erfolgreich (d.h. konvergent), allerdings zeigte sich, dass es mehrere Losungen
gibt. D.h. man findet evtl. mehrere lokale Minima und hat aber das Problem,
dass man nicht weif, wievele es insgesamt gibt.

Bei diesem Beispiel habe ich mit den Startwerten (a,b) = (1,5) die Extremal-
stelle (a,b) = (0.558,3.197) mit beiden Methoden gefunden die Hesse-Matrix
von H = F”(0.558,3.197) ist positiv definit, d.h. es handelt sich um eine
lokale Minimalstelle.

Mit dem Startwert (a,b) = (2,5) findet man mit dem Newton-Verfahren die
kritische Stelle (a, b) = (1.72,3.91), fiir die die Hessematrix H = F"(1.72,3.91)
einen positiven und einen negativen Eigenwert besitzt. Es handelt sich also
um einen Sattelpunkt.

Mit dem GauB-Newton-Verfahren ergibt sich fur den Startwert (a,b) = (2,5)
der Grenzwert (a,b) = (2.79,4.11) der Iterationsfolge, wobei mit dem Dampf-
ungsparameter a = 0.4 gearbeitet werden musste, da fiir gréflere a-Werte
keine Konvergenz erzielt werden konnte. Um den kritischen Punkt (a,b) =
(2.79,4.11) mit dem Newton-Verfahren zu erhalten, muss man einen néher
liegenden Startwert, z.B. (a,b) = (2.8,4) verwenden. Mit der positiven Defi-
nitheit der Hesse-Matrix H = F"(2.79,4.11) zeigt man, dass es sich bei der
Stelle (a,b) = (2.79,4.11) um eine lokale Minimalstelle handelt.
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Im Unterschied zu linearen Ausgleichsproblemen sind bei nichtlinearen Auf-
gabenstellungen zusétzliche Betrachtungen zur evtl. Mehrdeutigkeit des Pro-
blems grad,F' = 0 und zur Bewertung der gefundenen kritischen Stellen (lok.
Maximum /lok. Minimum) durch die Uberpriifung hinreichender Extremalbe-
dingungen (Definitheit der Hesse-Matrix) erforderlich.

Zu dem obigen Beispiel ist allerdings auch anzumerken, dass bei den wenigen
Werten (2, yx) der Ansatz y = sin(ax) + b auch etwas gewagt ist. Dass kann
und wird sicherlich auch ein Grund fiir das etwas wilde Extremalverhalten
des Funktionals F'(a,b) = ||R(a,b)||3 sein.

"Fittet” man seine Messwerte mit der Funktion y = f(x) besser, sollte die
Bestimmung geeigneter Parameter a = (a4, ..., a,) auch einfacher werden.
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Kapitel 6

Interpolation

Oft gibt es die Aufgabe, durch gegebene Punktepaare eine glatte Kurve zu
legen, die analytisch leicht zu handhaben ist (Differenzieren, Integrieren),
also:

Gegeben: (zx,yr),k =0,..., N gegeben.

Gesucht: Glatte Funktion f = f(z) mit

flzr) =y, k=0,....N
Moégliche Ansétze fiir f
(i) Polynome

f=f(z,ap,a1,...,a,) =ap+arx+---+a,z", n=N

(ii) Rationale Funktionen

I
=

(@) ap + a1x + - + apx”
xTr) = s
Ap41 + Ap42T + -+ an+m+1xm

(iii) Trigonometrische Polynome, y; € C

f(fﬂ) = ag + ale” —+ a2€2i:(: 4+ . 4 anenix

= ag + a1€™ + az(e”)? + -+ an,(e”)"

(iv) Splines (stiickweise Polynome)
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Ziel/Aufgabe der Interpolation

Bestimmung der Parameter ay, ..., a,, so dass fir f = f(z,aq,...,a,) aus
einer vorzugebenden Funktionenklasse die Beziehungen
flzr,a0,...,a0) =y, k=0,....n (6.1)

zu den vorgegebenen Stiitzstellen (xy, yy) erfiillt sind. heifit auch Inter-
polationseigenschaft und die Stiitzstellen werden auch Knoten genannt.
(6.1) sind n + 1 Gleichungen fiir die n + 1 Parameter ay, . .., a,.

Sehr einfach: Lineare Splines

6.1 Polynominterpolation

Definition 6.1. Unter Il,, versteht man die Menge aller reellen Polynome
p: R —= R von Grad <n

Wir wissen:

e im Fall n = 1 braucht man 2 Stiitzpunkte um eine Gerade (Polynom
ersten Grades) durchzulegen

e im Fall n = 2 braucht man 3 Stiitzpunkte um eine Parabel (Polynom
zweiten Grades) durchzulegen, ...

Satz 6.2. Zu n + 1 gegebenen Stitzstellen (zx,yx),k = 0,...,n mit der
FEigenschaft x; # x;,i # j, gibt es genau ein Polynom p € 11, mit p(zy) =
yk,k:O,l,...,n

Beweis. Ansatz:

p(z) =ap+ a1z + -+ aza”

pler) =vyk, k=0,1,...,n (6.2)
bedeutet
ap+ a1z + - Fapry = Yo
ap + 1T, + -+ apx, = Yn
1 zy g ao Yo
1z 22 " ai U
& ! ! = (6.3)
1 zy 3 x, an Yn

Vandermondesche Matrix V'
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V' ist fiir paarweise verschiedene xj, reguldr, d.h. aq, ..., a, und damit p sind

eindeutig bestimmt.
O

Definition 6.3. Das nach Satz[6.9 eindeutig bestimmte Polynom p mit der
FEigenschaft

p(xp) =ye, k=0,1,....n

fiir die vorgegebenen Stiitzstellen (xy, yx) heifft Interpolationspolynom.

6.1.1 Konstruktion des Interpolationspolynoms
Wir erinnern uns an die Generalvoraussetzung
v #x; Vi,j=0,1,...,n,i#]

Definition 6.4. Die Polynome

heiffen Lagrange-Basispolynome.
Definition 6.5. Die Polynome
k—1
Ni(x) = H(x—xi), k=1,...,n
i=0
mit No(x) = 1 heiffen Newton-Basispolynome.
Satz 6.6. Die Monombasis

sind Basen (linear unabhingige erzeugende Funktionensysteme) des Vektor-
raums der reellen Polynome 11, vom Grad <n

Beweis. Als Ubung empfohlen, bzw. s. unten. n
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6.2 Lagrange-Interpolation

Zuerst ist anzumerken, dass man das Interpolationspolynom nicht in der
Form auf der Grundlage der Losung des Gleichungssystems mit
der Vandermondeschen Matrix bestimmt, weil das viel zu aufwéndig ist.
Besser geht es mit der Lagrange-Interpolation.

Fiir n = 3 haben wir zum Beispiel die Basispolynome

(x —x1)(x — z9) (T — x3)

Lo(z) = (2o — 1) (20 — 22) (20 — 23)
_ (@ —xo)(z — 23)(x — w3)

Ll(w) - (xl _ 1»0)(1‘1 — 112)(1'1 - 1‘3)
(z = x0) (& — 1) (x — )

Lo(z) = (w9 — o) (w9 — 1) (T2 — T3)
L) — E =) =2 = )

(953 - xo)(Is - $1)(I3 - xz)

und erkennen:
LO(I‘()) = 1, Lo(l’1) = L()(I‘Q) = LQ(J?;J,) =0
allgemein gilt:
Lk(l'j) :5](?]'7 k:O,...,n (65)
Damit ergibt sich fiir das Interpolationspolynom:

n

p(x) = yeLp(x) (6.6)

k=0

da
p(rg) =04+0+ -+ yrLp(xg) + -+ 0=y

gilt. heiffit Lagrangsches Interpolationspolynom.

Bemerkung 6.7. Stellt man nun die Lagrange-Interpolationspolynome der
Elemente der Monombasis

M={lz,....,2"}

auf, dann ergibt sich

k=0



also kann man die Monombasis durch

To X1 ... Tp Li() Ly() r!
=:Tim =
xy af ...l L,(x) L,(x) "

darstellen. Man erkennt 7j,, als Transponierte der Vandermondeschen Matrix
V', die regulér ist, womit auch der Nachweis, dass es sich bei

L ={Lo(z), L1(z),...,L(2)}

tatsdchlich um eine Basis von I1I,, handelt, erbracht ist.
Fiir die Transformation der Koordinaten k; eines Polynoms beziiglich der
Lagrange-Basis in die Koordinaten des Polynoms beziiglich der Monombasis
ergibt sich

km =T, Ty . (6.7)

Beispiel 6.8. Betrachten wir die Tabelle

k|0 1 2
0 1 2
ue |1 0 4
aus der man die Koordinaten x; = (1 0 4)T beziiglich der Lagrange-Basis

abliest. Dann ergibt sich die Matrix

1
Ty = 1
1

o O =
=~ N

die die Basistransformation beschreibt, und man errechnet die Koordinaten
beziiglich der Monombasis unter Nutzung von

1 0 0 1 1
Tz;nT = _% 2 —% Z0 Ky = Tz:nTHl = Tz:nT 0 = _%
;L3 4 :

also ergibt sich das Polynom p(z) =1 — %x - ng.
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6.3 Newton-Interpolation

15.
Bei der Lagrange-Interpolation haben wir das Interpolationspolynom in der y/o;]e-

Lagrange-Basis entwickelt. Bei der Newton-Interpolation wird das eindeutig sung
existierende Interpolationspolynom in der Newton-Basis entwickelt. -

Ansatz: . 09.12.2013
p(z) = cxNy(w)
k=0

Durch sukzessives Vorgehen erhalten wir durch Berticksichtigung der Stiitzstellen
(g, ),k =0,...,n die Koeffizienten der Ny(x)

pn<x0) = Co = Yo ~ Co

Pn(x1) = co + c1(z1 — 20) =1y v C

Pn(T2) = co + c1(z1 — x0) + co(22 — x0) (22 — 21) =Yg ~ Co

pn(xn> - Z Cka(xn) = Yn ~ Cp
k=0

Definition 6.9.

n

pu(x) == chNk(x) eI,

k=0
heifit Newtonsches Interpolationspolynom.

Bemerkung. c, ist der Koeffizient von z" im Interpolationspolynom und
¢ ist eindeutig festgelegt durch xg,...,zg, yo,...yr d.h. durch die ersten k
Stiitzstellen.

Definition 6.10. Wir schreiben ¢ := flzoxy ... xzg] fiir die Abbildung
{(z0,90), -, (@w,yk)} —
Betrachtet man Teilmengen der Stiitzstellen
Tigy - Tips
dann bezeichnet man das Interpolationspolynom an diesen Stiitzstellen mit
pjoil...ik<x>

wobei i, . .., iy paarweise verschiedene Zahlen aus {0, ..., k} sind. Nach der
Definition eines Interpolationypolynoms muss

p;kolllk(xl]) Esz7 j :()7 17-..7]{:
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Damit gilt
Pi(T) = yi (6.8)
fiir das Polynom 0. Ordnung p; (also pj(x) # pi(z))

Bemerkung. p; ist Konstante und pg(z) Polynom k-ter Ordnung, deshalb
der Stern

Lemma 6.11. Es gilt fir alle k € {1,2,...,n}

v (2) = (z — $i0>pi1...ik<$> —_(Zi— xik)pio...ik_l(x) 69)

Beweis. Induktion Die beiden rechts stehenden Polynome in (6.9) haben
einen Grad < k — 1 (damit der gesamte Ausdruck einen Grad < n).

Anfang (k = 1) ist trivial wegen (6.8)).

Es ist zu zeigen, dass das rechts in stehende Polynom das Interpola-
tionypolynom zu den Stiitzstellen x;, ..., x;, ist (Ausdruck rechts von
bezeichnen wir mit ¢(z)) degq(x) < k ist offensichtlich. Weiter ist

0 — (i — T30y i, (Tiy)

Q(mio) - T — = Yig
ik i0

und analog
Q(xlk) = Yiy,
Schliellich fiir die restlichen Stiitzstellen 1 < j <k —1

(xij - x'LO)p;kl’Lk (‘CCZ]) - ('xi]’ - l‘lk)p;kozk,l(l'%)
Liy, — Lig
(Ii]' _ xio)yij - (l’i]. - xzk)yz] -

— xZO

Q(CCij) =

i
Damit erfiillt ¢ die Interpolationsbedingung ¢(x;,) = y;;,7 = 0,.. .,k also ge-

nau das, was p; ; () leistet. Aufgrund der Eindeutigkeit des Interpolations-
polynoms gilt also

q =0

Satz 6.12. FEs gilt

f[xh - xlk] - f[mio - 'xik—l]

f[.TiO ce szk] =
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Beweis. Nach der Definition von f[...] ist dies gerade der Koeffizient von der
hochsten Potenz des Interpolationspolynoms. Betrachten . Das Polynom
links hat in der hchsten Potenz den Term f[z;, . .. x;, |2¥, das rechts stehende
hat in der hochsten Potenz

x flo o ot —x flrgy o om,  J2!

ZEik — Ty

~» Behauptung. O
Als Folgerung des Satzes findet man das folgende Schema

k=0 k=1 k=2
To | Yo = f[xo]
z1 |y = flr]  flroz] = w
o2 |2 = floa] Sl = L2 oy ) = Lozl fined

Es wird ”Schema der dividierten Differenzen” genannt. Daraus liest man das
Newtonsche Interpolationspolynom ab:

pa(w) = flzo] + flwoz1](x — 20) + flrom122](T — 20) (T — 1)

Bemerkung 6.13. Stellt man jetzt die Newton-Interpolationspolynome der
Elemente der Monombasis

M={lz,....,2"}

auf, dann ergibt sich

n J
ZCka(x):l’j:ZCka(x>, ij,...,n,
k=0 k=0

also kann man die Monombasis durch

foltd] 0 0 . 0 No(z)
filzo]  filzxoxi] 0 . 0 Ni(z)
I [.xo] folzox1]  folromiza] ... fulzo... ) Nn(x)
N[)(ZL') 1

T Nl:($) |
N, (z) "
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darstellen, wobei die Koeffizienten fi[zg...] in der k-ten Zeile der Matrix
jeweils rekursiv ausgehend von filz;] = x? als dividierte Differenzen der
Funktionen f(x) = z* konstruiert werden. Man erkennt T),, als regulire

untere Dreiecksmatrix, womit der Nachweis, dass es sich bei
N ={Ny(z), N1(x),..., N,(2)}

tatsédchlich um eine Basis von II,, handelt, erbracht ist.
Fiir die Transformation der Koordinaten x, eines Polynoms beziiglich der
Newton-Basis in die Koordinaten des Polynoms beziiglich der Monombasis
ergibt sich

m = Tk, (6.10)

Beispiel 6.14. Kehren wir zum obigen Beispiel mit der der Tabelle

k|0 1 2
ap |01 2
yp |1 0 4

zuriick. Die Matrix T,,,,, die die Basistransformation von Newton-Basis zur
Monom-Basis realisiert, hat konkret die Form

0
Tom = 1
1

o O =
_ o O

Damit errechnet man die Koordinaten beziiglich der Newton-Basis ausgehend
von den Koordinaten in der Monombasis r,, = (1 — % 2)” unter Nutzung
von

1
Tr =10
0

o = O

0 1
1 2 Ky =T k= k=T k= —1 |,
1 5

2

also ergibt sich das Polynom

p(:v):1—1(3:—0)—1—2(:13—0)(3:—1):1—x+ga¢(x—1).

6.3.1 Algorithmische Aspekte der Polynominterpola-
tion - Horner-Schema

Fiir die Berechnung eines Polynoms in der Form

p($) = a0+a1$—{—a2x2+...+anxn
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Werden 1424 - - +n = ") Multiplikationen und n Additionen bendtigt.

2

Also O(n?) flops

p(x) =ap+z(ar+x(ag+--)) = (- (@ +a,_1)r+a, 2)x+---+a)r+ag
~» n Multiplikationen und Additionen, also 2n € O(n) flops.

Fiir die Newton Basis ergibt sich
p(z) = cxNi(z), cx gegeben
k=0

N}, rekursiv aufgebaut:

Ni(z) = (x = x0) -+ (v — )
~ Ni(2) = (2 — 2p-1) N1 (2)

p kann in der Form
p(x) =co+ (xr —xo)(c1 + (x —z1)(ca+ -+ cp(z —xp_q)) )

geschrieben werden. Daraus resultiert der Algorithmus:
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Algorithmus 2 Wertet Newton Polynom mittels Horner-Schema aus

Un+1 = 0

for kK = n downto 0 do
up = (T — xp)upyr + ck

end for

p(x) = ug

Mit Laufzeit 3n flops.

6.3.2 Verfahren von Neville und Aitken

Es ist vergleichbar mit der Herangehensweise bei der Newton-Interpolation
Aus Lemma folgt mit

Yo =: py(x)

Yn =: Py ()
die Rekursion

(z = 2o)pi(z) = (z — z1)p5()

pO,l(x) = 71 — 7
\ _ (@ —ap)pi () — (2 — 20)p; 4 ()
pn—l,n(x) -
Tp — Tp—1
USW.
\ (@ —2o)pi (@) — (2 — @2)pj ()
Po,1,2(37) =

To — X

Fiir den Algorithmus von Neville und Aitken folgt das Schema zur Berech-

nung von p an der Stelle

) yozpa(w)

Ty |y =pi(w)  poa(w)

Ty |y =py(x)  pior)  phia(x)

Ty | Y = Pp(1) Phy,(2) Por...n(T)
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Beispiel.

[0 1 3
yp |1 3 2

Polynomwert soll an der Stelle x = 2 berechnet werden.

01
" 2-0)3—(2—1)1
13 p071(2) = 220802 )1,(() L=5 .
* 2—1)2—(2-3)3 * (2-0)5-(2-3)5
312 p1,2(2) = % = % p0,1,2(2) = ;2;,0 = %

6.4 Fehlerabschitzung der Polynominterpo-
lation

Handelt es sich bei den Stiitzpunkten (zy,yx) nicht um diskrete Messwerte,
sondern um die Wertetabelle einer gegebenen Funktion f(z), dann ist der
Fehler f(x) — pn(x), den man bei der Interpolation macht, von Interesse.
Nimmt man zu den Stiitzwerten xy, ..., x, den Wert x = x,,,1 hinzu, ergibt
die Interpolationsbedingung y = f(z) = py.1(x)

n

Pt (2) = f(2) = pal@) + floowr .. wn, 2] [ [ (2 — 1)

NN k=0
Prt1(Tnt1)=Yn+1

bzw.

f(@) = pn(@) = flzozs . anz](z — zo)(x — 21) -+ (¥ — ) (6.11)

Der folgende Satz liefert die Grundlage fiir die Abschéitzung des Interpolati-

onsfehlers (6.11]).

Satz 6.15. Sei |a,b] =] ming<;<, =;, Maxo< <, ;[ und sei p,(z) das Interpo-
lationspolynom zur Wertetabelle (xy, f(xg)) der (n+1)-mal stetig differenzier-
baren Funktion f auf |a,b], wobei die Stitzstellen xy paarweise verschieden
sind.

Dann gibt es fir jedes T €|a,b| einen Zwischenwert & = &(xo, ..., x,) €a,b]

mit
FrE)
(n+1)!

Beweis. Siehe Vorlesung oder Barwolff, entscheidend genutzt wird das Ver-
halten der Hilfsfunktion

f(@) —pa(@) =

(T —x0) (T — )

O(x) 1= F(2) — pule) — (@) [J (o — ) mit o) = LI —PolT)

k=0 B HZ:O(“% — Ty) ’

97



die x als Nullstelle hat und damit mit den Nullstellen z, k& = 0,...,n
insgesamt n + 2 Nullstellen hat. Die sukzessive Anwendung des Satzes von
Rolle auf die Ableitungen ®V)(z), j = 0,...,n beweist den Satz. m

Aus dem Satz folgt direkt fiir eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion die Fehlerabschéitzung

maxeeiay |/ ()] 17
(n+1)! | kl:[O(l“ — ) | (6.12)
—

=w(z)

[f(x) = pa(z)| <

Hat man bei den Stiitzstellen die freie Wahl und soll auf dem Intervall [a, b]
interpoliert werden, dann ist die Wahl der Nullstellen des Tschebyscheft-
Polynoms T,,,1(x) auf [a, b] transformiert, d.h

Ty =

a+b b-a 2(n+1—-k)—1
k=0,... 1
von Vorteil, denn fiir w*(z) = [[}_,(z — x}) bzw. w(z) = [[}_,(z — z) gilt:

Satz 6.16. Seien xy, dquidistante und x; gemdfs (6.13|) verteilte Stitzstellen
des Intervalls [a,b]. Dann gilt:

* <
max [w*(z)] < max jw(z)]

und falls f beliebig oft differenzierbar ist, gilt

lim pi(x) = f(z) auf la,0]

k—o0

mit py. als dem Interpolationspolynom, das die Interpolationsbedingung

pi(ej) = f(z3), 5 =0,.... K,

erfillt.

6.5 Hermite-Interpolation

Hat man einen Stiitzpunkt (zo,yo) vorgegeben, so ist damit ein Polynom 0-
ten Grades festgelegt (Gerade parallel zur a-Achse). Hat man an der Stelle
noch eine Ableitungsinformation, d.h. (z¢,y;), dann ist damit eine Gerade
durch den Punkt (z¢,y0) mit dem Anstieg y( festgelegt, also ein Polynom
1-ten Grades.
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Satz 6.17. Sei f eine (n+1)-mal stetig diff ‘bare Funktion in einem Intervall
um den Punkt x. Dann gilt

. _ ()
rooim oy waa] = (n+1)!
Beweis. vollstandige Induktion, MWS O
Der Satz rechtfertigt
Definition 6.18.
nH)( ) 6.14

Auf der Basis dieser Definition enstehen gemischte Differenzen wieder rekur-
siv, z.B.

flrorizs] = f[xoxxl(]) - thz]
flrozozoz:] = f[xoa:ox;j : il[xomoxﬂ

Beispiel. Man iiberlegt sich, dass zur Bestimmung der Polynomkoeffizien-
ten eines Hermiteschen Interpolationspolynoms (zur Erfiillung von Interpo-
lationsbedingungen bei Beriicksichtigung von Ableitungsinformationen) das
folgende Schema fiir die Bedingungen

(LC(), yO) = (07 1)
(2o, yo) = (0,2)
(%0, 9g) = (0,4)
(z1,91) = (1,2)
<x1a yll) = (17 3)
die allgemeine Form
Co Cc1 Co Cs C4
o | flzo]
zo | flvo]  flwozo]
xo | flzo] flzowo] flwomowo]
zy | fle] flroza]  flrozori] flromozom:]
T f[l’l] f[l"l%l] f[%iﬁ%l] f[icoloilflfb'l] f[3305603301'1$1]
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bzw. mit unseren Daten die Form

Co C1 Co C3 Cy
01
0|1 yy=2
0]1 y=2 =2
12 2=1 21 2CU__3
112 yp=3 =2 =3 FL=6

hat, und es ergibt sich

Co = f[wo], C1 = f[mol’o], Cy = f[iUofL’o%]; C3 = f[woxomol’l , C4 = f[$ol’o$0$1331] .

Fithrt man nun
To = To, T1 = Tg, Ta = To, T3 = Ty, T4 = T1

ein, so kann man das Interpolationspolynom in der Form

k—1

p(x) =Y flEo... 0l [ [(x - &)
k=0 j=0
aufschreiben und in unserem Beispiel ergibt sich das Hermite-Interpolationspolynom
4 k—1
p(x) = flio... &) [ [ (= — 7))
k=0 j=0

bzw.

p(z) = flzo) + flmozo)(z — o) + flmozozo](z — 0)
+ flrozorori)(z — 20)® + flrozozozi21](T — 20)* (T — 21)

also fiir obige Werte

p(z) =1+ 21+ 22> — 32° + 623 (x — 1) .

6.6 Spline-Interpolation

Problem bei der Polynom-Interpolation:

Eventuell grofle Oszillationen durch Polynome hoheren Grades bei Stiitz-

punktzahlen > 10
Deshalb:
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Statt eines Interpolationspolynoms konstruiert man fir (zg, yx), £ = 0,1,...,n
in jeden Teilintervall einzelne Polynome, die an den Randstellen glatt inein-
ander iibergehen. Betrachten mit

A={a=xy<mz <...<x, =0}

eine fest gewihlte Zerlegung von [a, b], wobei die Stiitzstellen x, . .., xy auch
als Knoten bezeichnet werden.

Definition 6.19. Eine Splinefunktion der Ordnungl € N zur Zerlegung A
ist eine Funktion s € C'[a,b], die auf jedem Intervall [xy_1,x}] mit einem
Polynom [-ten Grades tibereinstimmt. Der Raum der Splinefunktionen wird
mit Sa,; bezeichnet, es gilt also:

Sap = {3 € Clil[av b} : 3‘[9%71,%] = pk‘[zk—lvmk} fiir ein py, € Hl}
Anstelle Splinefunktionen verwendet man auch einfach Spline.

Splines erster Ordnung nennt man auch lineare, die zweiter Ordnung auch
quadratische Splines. Besonders hervorzuheben sind kubische Splines, die in
der Praxis besonders hiufig verwendet werden.

Da wir vorgegebene Wertetabellen interpolieren wollen, geht es im Folgenden
um die Berechnung interpolierender Splinefunktionen, also Splines mit der
Eigenschaft

s(xg) = fi fir k=0,1,...,n (6.15)

fir (zy, fr),k=0,1,....n

6.6.1 Interpolierende lineare Splines s € Sa
Offensichtlich gilt:

s(x) = ap + bp(x — xg), x € [Tg, Tpy1]
aus sg(zy) = fr sowie sg(xpy1) = fry1 folgt

ak:fk, bk:M, ]{3:0,...
Tp+1 — Tk

Satz 6.20.

(a) Zur Zerlegung A = a =19 < ... <z, =b und fy,...,f, gibt es genau
einen Spline s € Sa1 mit der Eigenschaft (6.15)
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(b) Zu einer Funktion f € C*[a,b] sei s € Sa,y der zugehirige interpolierende
lineare Spline. Dann gilt

1
HS - f”oo <z ||f//Hooh?nax

mit hypax := MaXg—o

Beweis. (a) nach Konstruktion
(b) Fiir jedes k € 1,...,n stimmt s auf [xy_1, 2] mit demjenigen p € II;

tiberein, fiir das p(zr_1) = f(xp_1) und p(xy) = f(xx) gilt. Der Fehler
bei der Polynominterpolation (Satz [6.15]) liefert

x—xp1)(rE — "
) - flo) < CBAEED g
E€[zk—1,7%]
1 "
< ghfnax 1 s 2 € [za-1, x2] O

6.6.2 Kubische Splines

Betrachte nun Sa 3, und verwenden

wmfz(lﬂwmfm)%

Lemma 6.21. Wenn eine Funktion f € C?[a,b] und eine kubische Spline-
funktion s € Sa 3 in den Knoten tbereinstimmen, d.h.

s(zg) = flag) fir k=0,...,n

so gilt

r=b

19" = "1 = 18715 = 15”13 = 2" = ") @) (6:16)

r=a

Beweis.
b b
|wuww3=/|ﬂmww%mﬁmznﬂﬁ—2/kﬂﬂx@M+nﬂﬁ

2 b 2
:wm—z/WWw%wmm—wm
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Fiir den mittleren Term ergibt die partielle Integration

[ =1

Tp—1

— (=@ = [
A 0 L0 N (T S O R IO
=5 — ~ g
Die Summation iiber £k =1,... n ergibt

n

/ (If" = s"s") @)z = Y _{([f" = '1s")(wx) = (If = 8']s") (2r1)}

k=1

= (If" = &1s")(0) = ([f" = &15")(a)

Satz 6.22. Gegeben sei f € C?[a,b] und ein kubischer Spline s € Sa 3 mit
s(zg) = f(ag),k =0,...,n. Dann gilt die Identitdt

1F715 = 1Is"ll5 = 1F" = "Il (6.17)
sofern eine der 3 folgenden Bedingungen erfillt st
(a) s"(a) = s"(b) = 0 (natiirliche RB)
(b) §'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b) (vollst. RB)
(c) f'(a) = f'(b), §'(a) =$'(b), s"(a) = s"(b) (period. RB)

Beweis. Die Aussage des Satzes ergibt sich durch Beriicksichtigung von (a), (b)
bzw (c) in der Identitét (6.16)) O

Korollar 6.1. Zu gegebenen Werten fo, ..., f, € R hat ein interpolierender
kubischer Spline s € Sas mit s"(a) = s"(b) = 0 unter allen hinreichend
glatten interpolierenden Funktionen die geringste Deformationsenergie (De-
formationsenergie eines interpolierenden Stabes g ist B = %fab g"(r)*dx), es
qilt also

I"115 < I1F71l
fiir jede Funktion f € C*[a,b] mit f(xy) = fi firk=0,...,n
Beweis. Folgt direkt aus (6.17)) ]
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6.6.3 Berechnung interpolierender kubischer Splines

Lokaler Ansatz
s(x) = ap + bp(r — x1) + cp(x — 2)? + di(z — 21,)°,

6.18
x € [xp, 1], k=0,...,n—1 (6.18)

fir s : [a,b] — R, wobei s(x) =: px(z) auf dem Intervall [xy, ) 1] verabredet
wird.

Aufgabe: Bestimmung von ay,...,dy, k = 0,...,n — 1 so, dass s auf [a, b]
zweimal stetig differenzierbar ist und dariiberhinaus in den Knoten vorgege-
bene Werte fo,..., f. € R interpoliert

s(xg) = fe, k=0,....n
Setzen hy := 211 —xk, k=0,...,n

Lemma 6.23. Fulls n+ 1 reelle Zahlen sp, ..., s € R den folgenden n — 1
gekoppelten Gleichungen (k=1,...,n—1)

M1 sh_y +2(hy +he) sy +hisp,, = LS LY (6.19)
N~ N~ —~—~ R hk hk—l
Mmp—1 mg M1 N~
Ck
gentigen, so liefert der lokale Ansatz (6.18]) mit den Setzungen
M Mp+1 — Mg Jev1 — fe T
=5 G=fr dy o W 5 (M1 +2My,)

firk=0,...,n—1 eine kubische Splinefunktion s € Sa 3, die die Interpola-
tionsbedingung s(xy) = fr erfillt.

Beweis. Vorlesung oder Barwolft bzw. Plato O

Bemerkung. Die Momente my, ..., m, stimmen mit den 2. Ableitungen
der Splinefunktion s in den Knoten z iiberein

sp=mp=5"(xr), k=0,...,n

(6.19) bedeutet: Es liegen n — 1 Bedingungen fiir n + 1 Momente vor, d.h.
es gibt 2 Freiheitsgrade. Diese werden durch die folgenden Randbedingungen
festgelegt:

e Natiirliche RB s = s/ =0
e Vollstindige RB s;, = f{, s, = f! fir geg. fi, f, € R
e Periodische RB s = ¢/, sj = s
(diese Festlegungen korrelieren mit den Bedinungen (a), (b), (¢) des Satzes

6.22)
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6.6.4 Gestalt der Gleichungssysteme
Natiirliche Randbedingunden

2(h0 + hl) hl 0 my ‘@
hy 2(hy + hg) _
e hn—2
0 P 2(]1”,2 + hnfl) Mp—1 Cn—1
~ (6.20)
Vollstindige Randbedingungen
2h0 ho 0 mo o
ho  2(ho+ hy) _ | (6.21)
e Q(hn—2 + hn—l) hn—l
0 hnfl 2hn71 my Is
Dieses Gleichungssystem erhélt man durch die Beziehungen
— h
s'(xo) = pylzo) =bo = flh Jo_ EO(TM + 2my) (6.22)
0
n~— Jn— hn—
s'(xn) = pl,_q(x,) = J - Jn1 + 5 1(mn_l +2m,),  (6.23)
n—1

woraus sich mit s'(zg) = f} bzw. §'(z,) = f} die beiden Gleichungen

2homg + hgmy = —65"(z) + 6f1 — Jo = —6f;+ 6u =: ¢
ho ho
P11 + 2hy_1m, = 65 (z,) — 6M =6f, — GM =:c,
hn—l hn—l
und damit (6.21]) ergeben.
periodische Randbedingungen
2<hn_1 + ho) ho hy—1 mo o
ho 2(ho + hy) _
e hn—2
hnfl hn72 2(h/an + hnfl) mMy—1 Cn—1
- (6.24)
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Die erste Gleichung des Systems ergibt sich unter Nutzung der periodischen
Bedingungen mgy = m,, bzw. s; = s/, und der Beziehungen (6.22)), (6.23) zu

— h n— fn— P —
flhojb-—-?g(n@1+—2nuﬂr= J hnj; -+ 5 = (M1 + 2mo)
bzw.
Q(hn—l + ho)mo + h0m1 + hn_lmn_l = 6flf: fO - 6fnh_ fn—l =ICp .
0 n—1

Die letzte Gleichung des Systems ((6.24)) ergibt sich mit my = m,, unmittelbar.

6.7 Existenz und Eindeutigkeit der betrach-
teten interpolierenden kubischen Splines

Alle Koeffizientenmatrizen der Gleichungssysteme zur Berechnung der Mo-
mente my, = s;, haben die Eigenschaft, strikt diagonal dominant zu sein, d.h.
es gilt fiir die Matrix A = (a;;) € R™™

Z lai| < law|, k=1,...,n. (6.25)
k#£j=1

Lemma 6.24. (s. dazu auch Kapitel[{)
Jede strikt diagonal dominante Matriz A = (ay;) € R™™ ist requldr und es
qilt

H:vl\ooﬁkgaxn{(!akk!—Z!akj!)l}!\Aﬂin reR" (6:20)

7777 k;é]::[

Beweis. Fur x € R™ sei der Index = € {1,...,n} so gewahlt, dass |z;| =
|z||, gilt. Dann findet man

n n
12|l > [(Ax)e| = D> arja| > lawl el = Y lans| |z
j=1 k=1
n n
> arel okl = D larg] 2]l = <\Gkk\ -y \%’\) 2l
k=1 k=1
n —1
&zl < <|akk| - > |akj|> [ Az|
kj=1

Dies liefert die Giiltigkeit von ((6.26)) woraus die Regularitdt von A direkt
folgt. (Aus Ax = 0 folgt x = 0 als einzige Losung) ]
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Korollar 6.2. Zur Zerlequng A und den Werten fo, ..., f. € R gibt es je-
weils genau einen interpolierenden kubischen Spline mit den oben diskutierten
Randbedingunen.

Beweis. Die jeweiligen Koeffizientenmatrizen sind strikt diagonal dominant
~ s} eindeutig ~» Existenz und Eindeutigkeit der kubischen Splines. [

6.8 Fehlerabschitzungen fiir interpolierende
kubische Splines

Zuerst schreiben wir die Gleichungen ((6.19)) fiir die Momente durch die je-
weilige Division durch 3(hg_1 + hg) in der Form

hk—l " 2 " hk "
Sy S
3(het + ) F T 3% T BBy + ) R
_9 fr1 — fr fr — fem1 .
Ck

B hi(hi—1 + hy) a hi—1(hg—1 + hy) o

auf, was fiir natiirliche Randbedingungen auf das Gleichungssystem

— 2 hy 0 -
3 3(ho+h1)
h1 2 ha
3(h1+h2) 3 3(h1+h2)
B = : - .
3(hn—3+hn—2) 3 3(hn—3+hn—2)
O hn72 2
L 3(hn—2+hn—1) 3 .
8/1/ 61
B _ (6.27)
" oy
| Sn—1 i | Cn—1 |

fithrt (hy = k41 — xx). Die Eigenschaften der Matrix B, werden in den
Fehlerabschétzungen fiir interpolierende kubische Splines wesentlich benutzt.

Lemma 6.25. Zu ciner gegebenen Funktion f € C*[a,b] mit f"(a) = f"(b) =
0 bezeichne s € Sa s den interpolierenden kubischen Spline mit natirlichen
Randbedingungen. Dann gilt

3
_1 ‘8Il($k) - f/,(xk>’ S Zl Hf(4)||oo h12nax (628)
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Beweis. (Beweisskizze)
Die Aussage des Lemmas wird unter Nutzung einer Beziehung, der Form

[ f(21) — s (z1) ] [ 61—

B : = : (6.29)

i f"(@n-1) = 55y ] | On—1 — On1 i

nachgewiesen, die man durch Taylorentwicklungen von f"” und f erhélt, wobei
d; und 9, jeweils von der Ordnung O(h2,,.), Fmar = MaXk—0.. n—1 Thi1 — Tk,
sind.

Fiir die strikt diagonal dominante Matrix B kann man die Abschétzung

2]l < (1brk] — Z (b1 ) " 1 B2l
k#j=1
nachweisen (Ubung), und mit

n—1

2 hy, Pt 1
b - b:—— —_— :—’k/‘:2,.”’n_2’
| k:k| k%;J kJ| 3 3(hk+1 +hk) S(th +hk) 3

erhdlt man letztendlich die Beziehung (6.28]) (die erste und die letzte Glei-
chung des Systems (6.29) sind auf Grund der Randbedingungen trivial). [

Das Lemma ist die Grundlage fiir den folgenden Satz zur Fehlerabschéitzung
der Spline-Interpolation

Satz 6.26. Sei f € C%a,b] und sei s € Sa s ein interpolierender kubischer
Spline. Weiter bezeichne hy, = xpqy —xp firk=0,...,n—1 und

hmax = max  hg, hpn = min Ay
k=0 1 k 1

Falls
s [5'(20) ~ )] < © 1]

,,,,,

erfillt ist mit einer Konstanten C' > 0, so gelten mit der Zahl ¢ := 2 (C'+1)
die folgenden Abschdtzungen fiir jedes x € |a, b

|s(z) = f(@)] < || £ P (6.30)
|s'(x) — (1')! <c| Hoo max (6.31)
|s"(z) = f"(@)] < c||fD| ., hia (6.32)

5@ (2) — FO@)] < e[ fD||. Pnax (6.33)
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Beweis. Zuerst wird (6.33]) nachgewiesen. s” ist als 2. Ableitung eines Poly-

noms 3. Grades affin linear auf [z, xp4] fir K =0,...,n — 1, d.h.
7 o
5(3)(x) =2 (xkﬂ)h 5" (@) =const, xp <z <Ry (6.34)
k
Taylorentwicklung von f” um x € [xy, 441] liefert
" " 2 2
(3) _ [ (@p1) — " () . (Trt1 — ) (4) (x — x) (4)
F(a) - 2= )+ I

(6.35)

fiir gewisse Zwischenstellen ay, 85, € [a, b]. Subtraktion von (6.34) und (6.35)
ergibt

Iy h

(pr1 — )2 D (ag) — (2 — )2 f D (Br)
2h;,

®) (x) — f(3)(x) _ " (xp1) — f(aps1) 8" (k) — (k)

+

- [s9a) - SO@)

() 1 2 >, DM
SHf Hoo min{ho,... . 1}(Chmax+6hmax 2 )
hmax

G+ )11 = 26 [

wobel

(@h1 — )" + (& = 23)? = (231 — 23)? = 2801 — @) (2 — 22)
< <$k+1 — %k) < h? Vr € [xk,ka]

max

beriicksichtigt wurde.

Die restlichen Fehlerabschatzungen ((6.32)), (6.31), (6.30) erh&lt man durch
sukzessive Integration von ((6.33) unter Nutzung des Hauptsatzes der Diffe-
rential- und Integralrechnung. O

Bemerkung. Die wesentliche Voraussetzung des eben bewiesenen Satzes
iitber den Fehler der 2. Ableitungen in den Knoten ist typischerweise erfiillt
(siche auch Hilfssatz fiir den Fall natiirlicher Randbedingungen).

6.9 Trigonometrische Interpolation

Werden periodische Vorgénge “gemessen” oder vermutet man, dass gegebene
Stiitzpunkte zu einer periodischen Funktion gehoren, dann bietet sich eine

109



Interpolation durch trigonometrische Funktionen an. O.B.d.A. nehmen wir
als periode T' = 27 an und betrachten das Intervall [0, 27| (sonst Transfor-
mation)
Zerlegung;:

A={0=z9<...<zy1 <27}

mit xp = %27?,1{;20,...,7@—1
Es wird folgender trigonometrischer Ansatz gemacht:

W(z) = Ao L5 (Acos(lz) + Bysin(lz)) n—9m 4 1
x) = % + 2751 (A;cos(lz) + Bysin(lz)) + ATT” cos(mzx), n= Q(m |
6.36

Die Funktion W(x) soll die Interpolationsbedingung

mit gegebenen Werten f;, € R erfiillen, wobei die Koeffizienten A;, B; gesucht
sind.
Man kann zwar A;, B; aus (6.36|) durch Auswertung von (6.37) bestimmen,
aber im Komplexen wird es iibersichtlicher. Mit

1

1 . . . .
056 = (e + 7). sing= (e — )

folgt nédmlich:

N | —

coslxy = % (e“ffk + e—ilrk) _

( 2mil \ K —omit\ ¥ 2k
() () ) m=n
n
]. uy) k —2mi k
sinlzy = X ((62"l> - (e G l) ) (6.38)

Bemerkung. Wegen der 27-Periodizitit von e gilt

bzw.

=2l (=2 t2r)i

e n = e (_277”4'_27"7")2 (nil)Qwi

= e = e n

Also brauchen keine negativen Potenzen betrachtet zu werden, sondern nur
Terme

ek 1=0,...,n—1
. wird 1n den Ansatz (/6. eingesetzt, etwas umgeordnet, sodass man
(6.38) wird in den A (6.36)) eing geord d
mit
p(x) = Bo+ Bre” + -+ + By (6.39)
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ein trigonometrisches Polynom erhilt, welches die Interpolationsbedingung
erfiillt, d.h.

\I/(Jfk):fk@p(l’k):fk, k=0,....,n—1

(¥ und p stimmen nur in den Stiitztstellen xzy, tiberein, allerdings gilt ¥ (z) =
p(zx) nicht fiir beliebige z).

Fiir die Beziehungen zwischen (3, und Ay, By, ergeben sich einfache Formeln,
z.B. firn=2m+1

Ao

1 ) . .
5 B = §(Aj —iBj), Puj=(A;+iBj), j=1,....m

Ag =200, A =01+bPna, Bi=ilBi—0Bnu), l=1,....m

Bo =

N —

Setzt man w = €@, so folgt
p(x) = Bow’ + frw’ + -+ "t =1 P(w) (6.40)
Und P ist tatsédchlich Polynom in w.

Definition 6.27. o
w:=e" wp=e"k <: e”Tﬂ>

Bemerkung. Wir haben oben f;, € R gefordert, darauf kann man auch
verzichten und fj auch aus C vorgeben.

19.
- N Vorle-
Satz 6.28. Zu beliebigen Stiitzstellen (zy, fx),k=0,...,n—1, fr € C,zy =
o - : . : . sung
k=% gibt es genau ein trigonometrisches Polynom der Form (6.40) mit am
p(zk) = fr = P(wy), k=0,....,n—1 06.01.2014

Dabei gelten die wichtigen Beziehungen
(i) wi =wj, w' =)

- n-1 j 1 _ ) N j=1
(i) Zk:owkwk _{ 0 j#10<,j<n-—1

Beweis. Die Existenz des Polynoms und die Eindeutigkeit folgt analog dem
Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit der allgemeinen reellen Polynomin-
terpolation (z.B. Lagange-Interpolation)

zu (i) nach Definition
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u (i) Ist j =1

n—1
g wkw E 1=
=0 Y k=0

=1

Weiterhin ist w, = e eine der n-ten Einheitswurzeln und damit
(wp)" =1=0

Ausklammern von w, — 1 ergibt

(wWp—D(wi " +wr 24 +1)=0 (6.41)

Man findet nun
o k
Wi = (wj—1)

E :wkwk = E :Wk
0

und da j # [, ist w;—; # 1, d.h. Z(wj,l)k muss als 2. Faktor der linken Seite
von (6.41)) = 0 sein. m

3
—

II’\
=
IM;

M

B
Il

Aus dem eben bewiesenen Satz ergibt sich die Folgerung
Korollar. Die komplexen Vektoren

J l

wo Wo
wngl Wi—l

sind beziiglich des Skalarproduktes

- %i Fedi (6.42)
k=0

zueinander orthogonal, d.h. {¢q, ..., ¢n_1} ist Orthogonalsystem in C"

Definition 6.29. Die Koeffizienten By, ..., Bn-1 aus (6.40), d.h. die Koef-
fizienten von P(w) heiffen Fourierkoeffizienten oder diskrete Fourier-
transformierte von fy, ..., fn_1 falls P(wy) = fr,k=0,...,n—1 gilt.

Satz 6.30. Fiir die diskreten Fouriertransformierten 3; von fj,j =1,...,n—
1 gqult
1 il jk27r
& 6.43
B =~ ; fue™ (6.43)

d.h. sie sind eindeutig bestimmd.
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Beweis. Die Interpolationsbedingungen P(wy) = fr bedeuten
P(wg) = fowg + -+ 4 Burwh " = fo

P(wn 1) = Bow? |+ + Buawl "1 = fua

fo
~ o Bogo+ B+ -+ Buanr = fi= | (6.44)
fnfl

die skalare Multiplikation mit ¢; ergibt aufgrund der Orthogonalitét

n—1 n—1
Z 1 Z —j 1 Z _;2kin
k=0 k=0

k=0

6j<¢ja¢]> (f, ¢J =

3I>—‘

]

Bemerkung. Fiir die Fourierkoeffizienten oder diskreten Fouriertransfor-
mierten [y von fr wird auch die Notation

f[f(), ey fn—l] = [50, Ce ,Bn_l] (645)

verwendet.
(6.44) bedeutet das Gleichungssystem

—1
wy o wp wy Bo Jo
: Pl = o (6.46)
—1
W2—1 wrlz—l Wh_1 Bn-1 fna1
=V=(w})j k=0,....n—1
bzw .
B ' W 0 w0—1 . (n—=1) f
Pl==] : (6.47)
n -0 —1 —(n—1)
*%‘7 (""Jk )] k=0,...,n—1

Korollar. (i) Es gilt offensichtlich



und jeder Datensatz fo, ..., fu_1 € C lasst sich aus seiner diskreten
Fouriertransformierten

‘F[f()a ceey fnfl] = [BO? cee 7ﬁn71]
durch (siehe )

n—1
. jk2m .
fi= E 5ke“n , 7=0,....,n—1
k=0

zurickgewinnen. Es wird auch die Notation

fﬁl[ﬁo, cee 76n71] = [f(h .- '7fn71]

verwendet.
(ii) Es gilt

n—1 1 n—1
> B = HZ | fil”
k=0 k=0

6.9.1 Beziehungen zwischen den reellen und komple-
xen Fourierkoeffizienten A;, B;, 3;

Es galt ¥(z;) = fx und auBlerdem war wy, = e "¢ definiert. Fiir ungerades
n = 2m + 1 folgt

Ay & 1
U(zy) = 70 Y (Al—(wzlc +wh) + Bz—i(wé - W;Zl))
1

VT 1 - 1 -
=3+ 3 (Agled v+ Biged —ei )

= Bo+ Biwk + - + ﬁnqwzfl

Daraus folgt
A
Ag =20y & Bo = 70

sowie
1 1 1 )
b=+ -B)=5(A—iB), I=1....m

1 1 1 .
Bt = §(Al - ng) = 5(141 +iB), l=1,....m
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~ A =0+ B, Bi=i(B—Bua), I=1,...,m
Mit der Formel (6.43]) folgt:

IS )
== ka— ( i km) ka cos(lxy) (6.48)

und analog

n—1
2 .
B, = - E frsin(lzy)
k=0

Die Betrachtungen fiir gerades n = 2m verlaufen analog.
Zusammengefasst ergibt sich

Satz 6.31. Werden die Koeffizienten gemdfS (6.48) bestimmt, so erfillt

U(z) = { N 7AnTO_1+ > o(A cos(k:x).%— By, sin(ix)), n=9m+1
Ao 4 S (A cos(kx) + Bysin(kx)) + 4o cos(ma,)  n=2m

Die Interpolationsbedingung
\If(l'k):fk, k:O,...,n—l
fiir reelle fy.

Ziel ist die Reduzierung des Aufwands zur Berechnung der diskreten Fou-
riertransformierten Sy, ..., 8,_1 fiir einen Datensatz fy, ..., f,_1 der mit der
Auswertung der Berechnungsvorschrift

n—1
1 _jik2m .
ﬁ]zﬁ§fke ]nv .]:077n_]-

etwa O(n?) komplexe Multiplikationen bedeutet.

6.9.2 Schnelle Fouriertransformation (FFT)

Voraussetzung n = 2P, p € N, d.h. es werden Datensédtze mit n = 2P Daten
aus C betrachtet. Entscheidende Grundlage fiir die FFT ist der folgende
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Satz 6.32. Aus den diskreten Fouriertransformierten der beiden Datensdtze

go,---,9M—-1 und gMm, -5 92M—1

der Lange M lisst sich die diskrete Fouriertransformierte des Datensatzes

9o, -- -, 92M-1

der Liange 2M folgendermafen bestimmen.

1 o
§{fk[907"'7gl\/f—l]+e ]ijk[ng"'ag2M—1]}

= Filg0, 901> 915 Gra1 - - -5 Goni—1] (6.49)

1 e
5 {Fk[go, ce gM—1] — 672%}7@[9M, e 792M71]}
= Fr+k[90 905 915 Gra41 - - - > G2Mi—1] (6.50)

Firk=0,...,M — 1. Wobei Fy, bzw. Fpryx, die k-te bzw. (M + k)-te Kom-
ponente von F bezeichnen.

Beweis. Fir k=0,...,M —1 gilt

1 ML 2jk2 M-l (27+1)k2
—q JR&aT —q J s
fk[QOa e 792M71] = m (Z g;e = M + Z gm+;€ 2M >
Jj=0 j=0

M-1 M-1
1 Z _ijk27r _I_ —’ikj _ijk27r
2M Z
7=0

Die Gleichung ((6.50)) erhédlt man analog, wobei

.j(k+M)27 .. - jk2m . - jk2m
e VT M = e YUMo = (_1)36_Z 2M

beriicksichtigt wird. O

Ist n = 2P, dann soll der Satz auf einem Datensatz dieser Lange rekursiv
angewandt werden. Die Anordnung der Daten wird spéter erklart.

Ffo] Flfo] Flfil Flfs]
N v N v
Flfo, f2] Flfr, f3]

N\ e
Flfo, fr, fo, f3]

Erlauterungen zum Schema
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(a) Beim Ubergang von Stufe 0 zu Stufe 1 werden 2 diskrete Fouriertrans-
formierte der Léange 2 ausgehend von 4 diskreten Fouriertransformierten

der Linge 1 berechnet (Anwendung der Formeln (6.49)), (6.50)) je 2-mal).

(b) Beim Ubergang von Stufe 1 zu Stufe 2 wird 1 diskrete Fouriertransfor-
mierte der Lange 4 ausgehend von 2 diskreten F'T's der Léange 2 berechnet

(zweimalige Anwendung der Formeln (6.49)), (6.50))

(¢) SchlieBlich erhdlt man ausgehend von diesen die gewiinschte diskrete FT
des Datensatzes fy,..., f3

(d) Entscheidend fiir genau dieses Ergebnis war die Anordnung der Daten
auf der Stufe 0

(e) Die Anwendung des Satzes soll beim Ubergang von Stufe 2 zu Stufe
3 erldutert werden:

Setzt man
9o = fo.91 = f2,92= [1,93 =[5
dann erhélt man ausgehend von

Flgo,g2] und  Flgi, g3]
mit den Formeln (/6.49)),(6.50)
‘/—:[g(h g2, 91, 93]
also bei Beriicksichtigung der Setzungen

Flfo, frs f2, f5]

Bemerkung 6.33. Fiir Anordnung der Daten auf der Stufe 0 nutzt man das
folgende Schema der Bit-Umkehr, die in der folgenden Tabelle fiir n = 8 = 23
beschrieben wird:

’ fr Index \ Bindrwert \ Bindrwert revers \ Index ‘

0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
) 101 101 )
6 110 011 3
7 111 111 7

In der letzten Spalte liest man die Indexreihenfolge fiir die Anordnung der
Daten auf der Stufe 0 ab.
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6.9.3 Aufwand der FFT
Zum Abschluss der Thematik FFT soll nun der Aufwand diskutiert werden.

Bezeichnet man die Stufen der FFT mit r € {0,1,...,p}, also im Fall
8 =n =2 =2r € {0,1,2,3}, dann ergibt sich fiir den Aufwand der
FFT:

Fiir r € {0,...,p — 1} fallen beim Ubergang von der r-ten zur (r 4 1)-ten
Stufe der FF'T die folgenden komplexen Multiplikationen an

e Die Berechnung von Zahlen w?, ..., w? ~! € C (w Wert einer komplexen
Exponentialfunktion) erfordert 2" — 2 < 2" komplexe Multiplikationen

(Faktoren in den Formeln (6.49)), (6.50])

e Berechnung der diskreten Fouriertransformierten der Linge 27! aus-
gehend von je 2 diskreten Fouriertransformierten der Lange 2", und das
insgesamt 2P — r — 1-mal ergibt 2" - 2P~"~1 = 2P~! komplexe Multipli-
kationen

e Dazu kommen noch p — 2 < p komplexe Multiplikationen zur Berech-
nung etwa von wy, = wp,

e Fiir die Ausfithrung der Ubergénge von den Stufen 0 bis p ergibt sich
die Gesamtzahl an komplexen Multiplikationen

p—1

1
S @ ) fp<p2 42 p =" OQgQ L+ om)
r=0

Damit gilt der

Satz 6.34. Bei der FFT zur Bestimmung der diskreten Fouriertransformier-
ten eines Datensatzes der Linge n = 2P fallen nicht mehr als

nlog, n

5 + O(n)

komplexe Multiplikationen an.

Bemerkung 6.35. Wir haben fiir die Fouriertransformation die Formeln

n—1
12 : _ k2T
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n—1
fj:ﬁkz_oﬁke no, ]:O,,n—l

fiir die Hin- resp. Riicktransformation hergeleitet. In vielen Lehrbiichern sind
die diskreten Fourierkoeffizienten durch

n—1

B = Z fkefijk% (6.52)

k=0

definiert, also ohne den Faktor % Das hat fiir die Riicktransformation die
Konsequenz

n—1
1 k2w .
fj:ﬁZﬁkeﬂTv jzovvn_]-
k=0
Eine dritte Moglichkeit ist durch

jk2m

1 n—1 »
b= kz_%fke ; (6.53)

. jk2m

n—1
1 S e )
fj:\/ﬁk:oﬁke n’ jzo"“’n_l

gegeben.

Besonders bei der Nutzung von Numerikprogrammsystemen oder Bibliothe-
ken ist es daher ratsam, die jeweils verwendete Definition der Fouriertrans-
formation und der Riicktransformation zu ermitteln, also (6.51)), (6.52)) oder
(16.53)).
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Kapitel 7

Numerische Integration

20.
Ziel ist die Berechnung des bestimmten Integrals Vorle-
b sung
/ f(z)dw am
¢ 08.01.2014

wobei man aus unterschiedlichen Griinden nicht die Berechnung mittels einer
Stammfunktion F(z) durch

/ f(z)dz = F(b) - F(a)

nutzen kann oder will. Entweder findet man kein auswertbares F(z) wie im
Fall von f(z) = < oder f(z) = e~ oder die Berechnung von F(b), F(a) ist
zu miihselig.

7.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Definition 7.1. Die Ndiherungsformel

n

Qulf) = / pa(a)dz = (b—a) 3 f(ax)o (7.1)

k=0

mit dem Interpolationspolynom p,, zu den Stiitzpunkten (x¢, f(x¢)), ..., (Tn, f(2n))
fiir das Integral f; f(z)dz nennt man interpolatorische Quadraturfor-
mel.

Definition 7.2. Mit

b
Eulf] = / Fa)de — Qu = I(f) — Qu(f) (7.2)
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bezeichnet man den Fehler der Quadraturformel @,,. Eine Quadraturformel
hat den Genauigkeitsgrad m € N, wenn sie alle Polynome ¢(x) bis zum Grad
m exakt integriert, d.h. E,[q] = 0 ist, und m die grofitmogliche Zahl mit
dieser Eigenschaft ist.

Es gilt offensichtlich der folgende

Satz 7.3. Zu den n+1 beliebig vorgegebenen paarweise verschiedenen Stiitzstellen
a < xo < - < w, < b exmistiert eine eindeutig bestimmte interpolatorische
Quadraturformel deren Genauigkeitsgrad mindestens gleich n ist.

Satz 7.4. FEine interpolatorische Quadraturformel @), besitzt die Gestalt

t—t Ti—a
(b—a) T mit = ]dt t, =2 .
Qn( Zakf k) Ok = / v by b—a

(7.3)

Beweis. Die Beziehungen rechnet man ausgehend von dem Lagrangeschen
Interpolationspolynom p,,(z) = Y ,_, f(zx)Li(z) nach und findet mit einer
geeigneten Substitution

I t—t
b_a/aLk(SL’)dx: —O'k—/ tk—tj dt—O’k

J#k

]

Bemerkung 7.5. Durch die (exakte) Integration der Funktion f = 1 mit
einer interpolatorischen Quadraturformel ergibt sich fiir die Gewichte die
charakteristische Eigenschaft

zn:o_k =1.
k=0

7.2 Fehler bei der interpolatorischen Quadra-
tur
Die Abschétzung der Fehler einer interpolatorischen Quadratur basiert auf

dem Fehler, den man bei der Interpolation der Funktion durch das Interpo-
lationspolynom macht. Es gilt der
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Satz 7.6. Die interpolatorische Quadraturformel Q,(f) = (b—a) Y p_, onf(xk)
besitze mindestens den Genauigkeitsgrad r > n, und die Funktion f : [a,b] —
R sei (r + 1)-mal stetig diff 'bar. Dann gilt die Fehlerabschdatzung

(b—a)*2

I(f) = Q, <e, (r+1) 7.4
105) = Qu)] < & ma £ (€)) (7.4)
mit
1T
. . _ :C(,’k—(l _
Cr—thVI.I.l’gle[O’l]/O I —teldt, ;> k=01....n. (7.5)

k=0

Wenn mit Werten to, ..., t, aus (7.5)) fir eine bestimmte Wahl von t,i1,...,t, €
[0,1] das Produkt I} _,(t — ti) von einem Vorzeicher| in [0,1] ist, so gilt mit
einer Zwischenstelle £ € [a,b] die Fehlerdarstellung

/ (b - a)r+2

r

I(f) = Qu(f) = ¢

1
FUE) mit c;z/ (t—ty)dt. (7.6)
0 k=0

Bewers. s. Vorlesung oder Plato O

7.3 Numerischen Integration mit Newton-Cotes-
Formeln

Als spezielle interpolatorische Quadraturformeln sollen nun die Newton-Cotes-
Formeln diskutiert werden.

e Aquidistante Unterteilung von [a, b]

b—
xr=a+kh, k=0,...nh= ¢
n

e Verwendung des Interpolationspolynoms p, € II, fiir die Stiitzpunkte
(g, f(xy)), d.h. es ist

pn(-Tk) = f(l"k), k=0,...,n
e Niherung des Integrals fab f(z)dz durch

/abpn(:zc)dx ~ /abf(a:)dx

'Eine reelle Funktion ¢ heifit von einem Vorzeichen auf dem Intervall [c, d], wenn
p(x) >0 fa. x € [e,d] oder p(z) <0 fa. z € [cd] gilt.
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Mit dem Lagrangschen Interpolationspolynom
= ka[/k(x)a fre = flxr)
k=0

erhalt man

/abpn(x)dx _ i fi /b Lidz
_ka/ b _de_(*)

a k;ﬁ
und mit der Substitution s = , hds = dx folgt
- 1 (" 4 s—]
= (b— - d
(%) = ( G)kan/o H A s
k=0 k#j=0
Ok
also
b n
@)= [ pulo)is ==Y fion (.1)
a k=0
mit den Gewichten
1 (" Y s—7J
0% n/o H - s, 0,...,n (7.8)
k#j=0
Fiir n = 1 erhélt man
1
1

s—1 1
00:/ i ds = —=(s —1)?
s 0—1 2

woraus mit
b b
[ e~ Qun) = [ mde =" G@ 1 m) (19)

die Trapezregel folgt.
Fiir n = 2 ergibt sich

26—-1 s—2 1
= — -3 2d
o) /00_1 0= 4/5 S+ s
52 1
4

k‘“@‘iﬁflé
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woraus mit

[ 1@~ @un = [(mwar =" (@ +4s (50) + 10))
(7.10)

Die Simpson-Regel, auch Keplersche Fassregel genannt, folgt.
Fiir n = 3 findet man auf analoge Weise mit

[ e = aun = [ mas
_ b_T“ <f(a) 43y (2“;’)) 43y <‘”;)Qb) +f(b)> (7.11)

die Newtonsche g—Regel.

Gilt fir die Stiitzstellen x, = a + kh,h = ”‘Ta, k=0,...,n, also ro = a und
x, = b, spricht man bei der Quadraturformel von einer abgeschlossenen
Newton-Cotes-Quadraturformel.

Fiir die Simpsonregel findet man fiir den Genauigkeitsgrad

b b— b\’
E2[af3]:/ q:de—Ta a3+4<%> + b

b— 1
=-(b*—a") - 5 : [a?’ + §(a3 + 3a*b + 3ab* + b*) + b3]

und

Ey[zY #0
Aufgrund der Additivitat und Homogenitdt des Quadraturfehlers, d.h.

Eylaf + Bg] = aEu[f] + BE.]g],

ist die Simpsonregel fiir alle Polynome 3. Grades exakt, allerdings nicht mehr
fiir Polynome 4. Grades. Damit hat sie den Genauigkeitsgrad 3 obwohl ihr
nur ein Interpolationspolynom vom Grad 2 zugrunde liegt.

Generell findet man, dass die abgeschlossenen Newton-Cotes Quadraturfor-
meln @), fiir gerades n den Genauigkeitsgrad n 4 1 haben.

Setzt man bei der zu integrierenden Funktion f die (n+1)- bzw. (n+2)-malige
stetige Differenzierbarkeit voraus, dann gilt fiir Fehler der ersten Newton-
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Cotes-Quadraturformeln

B\[f] = —55h*f"(©). h=b-a

Blf) = g7 f0(E), h="3"
Blf] = b0, h="2"
Bl = g fO0), h="7"

21.
wobei £ € [a, b] jeweils ein geeigneter Zwischenwert ist. Diese Fehlerdarstel- Vorle-

lungen ergeben sich nach Satz Wir wollen dies fiir den Fehler Es[f] der

. . . sung
Simpson-Formel zeigen. Nach Satz [7.6] gilt am
(b—a)’ 13 13.01.2014
Balfl = 1(0) - @) = R0 mit o= [ [-n.
’ 0 k=0
(7.12)

vorausgesetzt, dass ¢(t) = Hi:o (t—ty) fiir ein geeignetes t3 € [0, 1] von einem
Vorzeichen ist. Bei der Simpsonformel ergeben sich die auf das Intervall [0, 1]
transformierten Stiitzstellen zu ¢y = 0, t; = 1/2 und ¢, = 1. Damit haben
wir

8(t) = t{t — )t =~ 1)(t ~ ts)

und man erkennt, dass der Faktor (¢ — 1)(t — 1) im Intervall [0, 5] grofier
oder gleich Null ist, und im Intervall [%, 1] kleiner oder gleich Null ist. Damit
wird ¢(t) < 0 fiir alle ¢ € [0, 1], also von einem Vorzeichen, fiir t3 = 1. Damit
ergibt sich fiir ¢

cg:/o t(t—%)(t—l)(t—%)dt:---:—ﬁlo.
Fiir Ey[f] erhdlt man damit
b—a)® h)® h?
Blf] = 1(1)-Qul) = — 2 U () = — 2 gy = gy

Bemerkung 7.7. Hilfreich fiir die Berechnung der Gewichte der abgeschlos-
senen Newton-Cotes-Formeln ist die Symmetrie-Eigenschaft

Op—k = Ok fiir k:O,l,...,n,
die als Ubung (Vorlesung !!!) unter Nutzung der nachzuweisenden Identitéit
Ly, k(x)=Lg(b+a—x), xz€]la,b

nachgerechnet werden sollte.
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7.4 Summierte abgeschlossene Newton-Cotes-
Quadraturformeln

Trapezregel (Q1) und Simpsonregel (Q2) bedeutet also die Integration von
p1 bzw. ps zur ndherungsweisen Berechnung on I = fab f(x)dz. Bei der Inter-
polation haben wir die Erfahrung gemacht, dass Polynome hoheren Grades
zu Oszillationen an den Intervallrindern neigen. Man stellt auch fest, dass
ab n = 8 negative Gewichte o auftreten.

Um die Genauigkeit zu erhdhen, verzichtet man auf die Vergréflerung von n
und wendet stattdessen z.B. die Trapez- oder Simpson-regel auf N Teilinter-
vallen an.

Zur néherungsweisen Berechnung von ff f(z)dz unterteilt man das Intervall
[a, B] durch

Oé:.l’l()<...<ZL‘1n:1’20<...<ZL‘N_1n:l’N0<...<ZL‘Nn:B

in N gleichgroie Teilintervalle [xjo,2;,], j = 1,..., N mit jeweils n 4+ 1
Stiitzstellen. Auf den Teilintervallen [a, b] = [0, 2] ndhert man das Integral

/Jnf(x)dx mit Qn;

zu den Stiitzstellen xj, ..., 2, an. Die Summation iiber j ergibt mit

N
Sn,N = Z Qn,j
j=1

die sogenannten summierten abgeschlossenen Newton-Cotes- Formeln.
Mit y;i, = f(xjx) erhélt man fiir n = 1 die summierte Trapez- Regel (h =
B*a)

N

1 1
Sin=nh §y10 + Y20+ -+ Yno + 51/1\11

N
1
=h [5(3/10 +yn1) + kZ; Yko (7.13)
und fiir n = 2 die aufsummierte Simpson-Regel (h = ’B;Ta)
N-1 N
SoN = 3 (Y10 +yn2) +2 ; Yjo +4 ; Z/jl] (7.14)

Fiir die Quadraturfehler summierter abgeschlossener Newton-Cotes- Formeln
gilt der
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Satz 7.8. Wenn f(x) in [, B] fir gerades n eine stetige (n+2)-te Ableitung
und fir ungerades n eine stetige (n + 1)-te Ableitung besitzt, dann existiert
ein Zwischenwert £ €la, B[, sodass die Beziehungen

Es, yf] = KW 2 f2(€)

fiir gerades n und
Es, [f] = L™ F0(€)

fuir ungerades n gelten, wobei K und L von «, 8 abhingige Konstanten sind,
und h = i;No‘ gilt.

Beweis. S. Satz[7.6] bzw. Plato, Barwolff O

7.5 Gaufl-Quadraturen

Bei den Newton-Cotes-Quadraturformeln ist man von einer vorgegebenen

Zahl von &quidistanten Stiitzstellen xg,...,z, ausgegangen und hat eine
Néaherung des Integrals f;o" f(z)dz durch das Integral des Interpolations-
polynoms p,(x) fur (xg, f(zx)), k = 0,...,n angendhert. Dabei waren als

Freiheitsgrade die Integrationsgewichte o zu bestimmen.

Bei den Gaul-Quadraturformeln verzichtet man auf die Vorgabe der Stiitzstel-
len und versucht diese so zu bestimmen, dass die Naherung des Integrals
besser als bei den Newton-Cotes-Formeln wird.

Bei den GauB-Quadraturen verwendet man als Bezeichnung fiir die Stiitzstel-
len oft Ay,...,\,, da sie sich letztendlich als Nullstellen eines Polynoms n-
ten Grades ergeben werden. Wir wollen sie im Folgenden aber weiter mit
x1,...,T, bezeichnen und beginnen aber im Unterschied zu den Newton-
Cotes-Formeln bei k = 1 zu zéhlen.

Ziel ist die Berechnung des Integrals ff g(x)dz wobei man die zu integrierende
Funktion in der Form g(x) = f(z)p(z) mit einer Funktion p(z), die mit der

evtl. Ausnahme von endlich vielen Punkten auf [a, b] positiv sein soll, vorgibt.
p(x) heifit Gewichtsfunktion. Es ist also das Integral

1= [ s@pwar = [y

numerisch zu berechnen. Im Folgenden geht es darum, Stiitzstellen z, € [a, b
und Integrationsgewichte o so zu bestimmen, dass

I, = Z o, f(z;) (7.15)
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eine moglichst gute Ndherung des Integrals I ergibt. Fordert man, dass
die Formel (7.15)) fiir alle Polynome f(z) bis zum Grad 2n — 1, d.h. fur

20,21, .. 2?1 exakt ist und somit I,, = I gilt, dann miissen die Stiitzstellen

x1,...,T, und die Gewichte oy, ..., 0, Losungen des Gleichungssystems

n b
> 52/ a*p(z)de (k=0,1,...,2n—1) (7.16)
j=1

a

sein.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass das Gleichungssystem ([7.16)) eindeutig
losbar ist, dass fiir die Stiitzstellen zy €]a, b[ gilt und dass die Gewichte oy,
positiv sind.

Zuerst ein

Beispiel. fiir die Berechnung von fjl f(z)p(x)dz mit der Gewichtsfunktion
p(z) =1 und der Vorgabe von n = 2 bedeutet ([7.16]) mit

1 1 1 9 1
/ dz =2, / rdr =0, / 2?dz = =, / z3 =
-1 -1 -1 3 -1

das Gleichungssystem

o1+ 09 = 2
0121 + 02%9 = 0 (717)

2

alx% + Ong = 3

o175 + o9 = 0

Fiir (7.17) findet man mit

1 1
= Ty = —p=,
V3 V3

eine Losung und damit ist die Quadraturformel

() ()

fiir alle Polynome f(x) bis zum Grad 3 exakt, d.h. es gilt

[sone=s(=35) 1 ()

Wir sind also besser als mit der Trapezregel.

Ty — — 0'120'2:1
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7.5.1 Orthogonale Polynome

Die beiden Stiitzstellen aus dem eben diskutierten Beispiel sind mit —\/Lg

und ig gerade die Nullstellen des Legendre-Polynoms py(x) = 2% — % zweiten

Grades. Das ist kein Zufall, sondern darin steckt eine Systematik. Deshalb
sollen im Foglenden orthogonale Polynome besprochen werden.

Mit einer Gewichtsfunktion p(z) statten wir den Vektorraum P aller Poly-
nome iiber dem Korper der reellen Zahlen mit dem Skalarprodukt

.0}, = / p(2)q(x)pla)de (7.18)

fiir p, ¢ € P aus. Folglich ist durch

b
Ipl2 = (b, ), = / P (@) pla)da (7.19)

eine Norm definiert. Der Nachweis, dass (7.18), (7.19) Skalarprodukt bzw.
Norm sind, sollte als Ubung betrachtet werden.

Definition 7.9. Die Polynome p,q € P heiffen orthogonal beziglich (-, ->p,
wenn

(p,q),=0
qgilt.
Ist V' ein Unterraum von P, dann wird durch

VE={f€P|{f,p),=0 VYpeV}

das orthogonale Komplement von V bezeichnet.
Die lineare Hiille der Funktionen p1,...,p, € P wird durch

span{py,...,pn} = {aipr + - + cubulcr, ... 0 € K}

definiert, wobei K der Zahlkdrper ist, iiber dem der Vektorraum der Polynome

P betrachtet wird (und wenn nichts anderes gesagt wird, betrachten wir K =
R)

7.5.2 Konstruktion von Folgen orthogonaler Polynome

Wir wissen, dass die Monome 1,z,...,2", ... eine Basis zur Konstruktion

von Polynomen bilden. Mit pg(x) = 1 wird durch

) P () (7.20)



also mit dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt eine Folge
paarweise orthogonaler Polynome definiert (beziiglich des Skalarproduktes

<'7'>p)

Beispiel. Mit [a,b] = [—1,1] und p(x) = 1 erhélt man ausgehend von
1 3 5 4

pi(e) =z, p(e) =2 =2, psle) =’ = cw, pal) =o't - Sot 4 oo

(7.21)

paarweise orthogonaler Polynome beziiglich des Skalarproduktes

.q), = / p(x)q(x)da

1

Die eben konstruierten orthogonalen Polynome heiflen Legendre-Polynome.

Bemerkung 7.10. Bezeichnet man durch Pi; = span{py,...,pr} en Vek-
torraum der Polynome bis zum Grad k, dann gilt allgemein fiir die Folge
paarweise orthogonaler Polynome py, ..., p, mit aufsteigendem Grad

1L
Pn € Pn—l

Beispiel. Mit [a,b] = [~1, 1] und der Gewichtsfunktion p(z) = (1 —22)"z =
\/11_7 erhdlt man mit dem Gram-Schmidt-Verfahren ([7.20) ausgehend von
po = 1 mit

po(z) =1, p(z) =2, pox)=2>— %, p3(z) = 2% — zx (7.22)

die orthogonalen Tschebyscheff-Polynome.

Sowohl bei den Legendre- als auch bei den Tschebyscheff-Polynomen findet
man jeweils einfach reelle Nullstellen, die im Intervall ]a, b] liegen. Generell
gilt der

Satz 7.11. Die Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms beziiglich eines
Intervalls [a,b] und einer Gewichtsfunktion p sind einfach, reell und liegen
im Intervall |a, b|

Beweis. Es seien a < Ay < --- < A\; < b (0 < j < n) die Nullstellen von p,
in ]a,b[, an denen p,, sein Vorzeichen wechselt (diese Nullstellen haben eine
ungerade algebraische Vielfachheit). Es wird nun j = n nachgewiesen.

Fiir j < n — 1 hétte das Polynom

g(x) == [J(@ = M)
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den Grad 0 < j <n —1, so dass

Pna), =0 (7.23)

folgt, weil p,, nach Konstruktion orthogonal zu sdmtlichen Polynomen mit
Grad kleiner oder gleich n — 1 ist. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
ist p,, als Produkt

Pu() = v(2)q(x)

darstellbar, wobei v(z) auf [a,b] keine Stellen enthélt, wo sein Vorzeichen
wechselt. Damit wire aber

b b
(Pns @), =/ pu()q(z)p(z)dz :/ v(2)?(x)p(x)dx # 0

was der Annahme (|7.23) (bzw. j < n — 1) widerspricht. Also gilt tatsichlich
Jj = n und damit ist der Satz bewiesen. O

Nun kommen wir zur Definition der Gaufl-Quadratur

Definition 7.12. Mit x4, ..., x, seien die Nullstellen des n-ten Orthogonal-
polynoms p,(x) gegeben. Die numerische Integrationsformel

n b
fnzzajf(xj) mit o; = (L;,1), = / L;(x)p(x)dx (7.24)

heiffit Gaufische Quadraturformel der n-ten Ordnung oder kurz Gauf-Quadratur

zur Gewichtsfunktion p

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Stiitzstellen x; und Gewichte o} als
Losung des Gleichungssystems gerade die Nullstellen des n-ten Ortho-
gonalpolynoms p,(z) bzw. die Gewichte geméafl sind und damit die
Gleichwertigkeit der Formeln und nachgewiesen.

Satz 7.13. Mitxy,...,x, seien die Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms

pa(z) gegeben.
FEs existiert eine eindeutig bestimmte Gaufs-Quadratur (7.24). Bei der Gauf-
Quadratur sind alle Gewichte gemdajfs (7.24) positiv und die Quadratur ist fiir

jedes Polynom vom Grad m < 2n — 1 exakt, d.h. es gilt

[ p@peiis =1, = S oplw), Vpelay (729
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Auflerdem ist die Quadratur interpolatorisch, d.h. es gilt fiir das Interpolati-
onspolynom g,—1 zu den Stitzpunkten (z;, f(z;)),7=1,...,n

b
/ qn— 1 dx_ZUJQn 1 x] Zajf x]

Beweis.
Wir betrachten ein Polynom p € Il,, 1 mit Grad m < 2n — 1. Durch Po-
lynomdivision findet man fiir das n-te Orthogonalpolynom Polynome ¢,r €

Hn—l mit

.
L gr e p=gptr (7.26)

DPn n
Mit den Nullstellen x4, ..., z, von p, gilt p(z;) = r(x;) fir j =1,...,n. Das
Lagrangesche Interpolationspolynom fiir r(z) ergibt

=) Lie) =D _pla;)Ly(x)

wegen (q, pn) , = 0 ergibt die skalare Multiplikation der Darstellung (7.26)

von p mit 1

= p(ay) (L 1), =Y oypla) . (7.27)
=1 =1
Fiir p(x) = L3(x) € Ily,_» ergibt die eben nachgewiesene Formel (7.27)
0 < ILI2 = (I2,1) =3 on(wn) = o,

Wegen L (z) = 67, folgt die Positivitéit der Gewichte.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit der Gauf-Quadratur nimmt man an, dass
eine weitere Formel

= Z ot f(z5) (7.28)

existiert mit ay # x7 fiir k # j, deren Genauigkeitsgrad gleich 2n — 1 ist. Die
Positivitdt der o wird analog der Positivitdt der o; gezeigt.
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Fiir das Hilfspolynom vom Grad 2n — 1

*

h(z) = Li(@)pa(z), Li(z) = [] T

i — x¥
k#j=1"Fk

ergibt (7.28)) den exakten Wert des Integrals fiir h(x), also
b b
[ h@pla)de = [ L@@z
=Y o;Li(@)pa(w}) = ofpala)
j=1

fir alle k = 1,...,n. Da das 2. Integral ff Li(x)pn(z)p(z)dz = (Lj,pn),
wegen der Orthogonalitdt von p,, zu allen Polynomen bis zum Grad n — 1
gleich Null ist, folgt o;pn(zy) = 0 fiir alle K = 1, ..., n. Wegen der Positivitét
der Gewichte miissen die 2} Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms p,(x)
sein, die eindeutig bestimmt sind. Damit ist die Eindeutigkeit der Gauf}-
Quadratur bewiesen. O

Auf der Grundlage des Fehlers der Polynominterpolation von f(z) durch ein
Polynom n-ten Grades kann man den Fehler der Gauf3-Quadratur bestimmen,
es gilt der

Satz 7.14. Mit den Stiitzstellen und Gewichten aus Satz[7.15 gilt fir auf
dem Intervall [a,b] 2n-mal stetig diffbare Funktionen f(x)

/ fa Z 0sf () = 'ip”')’P @n(e) (7.29)

mit einem Zwischenwert & €a, b|.

Die folgende Tabelle zeigt Intervalle, Gewichtsfunktionen, die zugehdrigen
Orthogonalpolynome und deren Name (o, 5 > —1)

’ Intervall ‘ p(x) ‘ Dos P1y - - - ‘ Bezeichnung ‘
[—1,1] 1 l,z,x —%,... Legendre
[—1,1] \/1177 La,a?—3, ... Tschebyscheff
—-1,1] | 1 —-2)*(1+2)% |1, 1[04—6+(oz+6+2) ] Jacobi

| — 00, 0] e’ 1,2, 2% — %,x?’ — %Z‘, Hermite
[0, 0o e T Lr—a—1,... Laguerre
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Mit den in der Tabelle angegebenen Polynomen und deren Nullstellen las-
sen sich Quadraturformeln fiir endliche Intervalle und unendliche Intervall
konstruieren.

Die Tschebyscheffpolynome sind trotz der Gewichtsfunktion gegeniiber den
Legendrepolynomen attraktiv, weil man die Nullstellen des n-ten Tschebys-
cheffschen Orthogonalpolynoms explizit angeben kann (durch eine Berech-
nungsformel, s.dazu (6.13) ) ohne die Polynome auszurechnen. Das ist bei
den anderen Polynomen aus der Tabelle nicht direkt moglich.

Beispiel 7.15. Zur Berechnung von uneigentlichen Integralen sind die or-
thogonalen Hermite-Polynome von Interesse und mit dem Skalarprodukt

(p,q) = /_00 p(x)q(z)e™" da

findte man ausgehend von der Monombasis durch Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
die ersten Orthogonalpolynome

po = 1
o= - g:i;lzx
by = o <<fv127,11>>1 ig)x:xz ;
wobei wir ausgenutzt haben, dass ze ™ bzw. 2de ungerade Funktionen

sind, und dass man mit partieller Integration

(@*1) 1
1==
(1,1) 2
erhélt. Die Nullstellen des 2. Orthogonalpolynoms sind damit z; = —\%, To =
75+ Mit

1

L_:E—xg_l“ /2
1= - 2
Tl — X2 —75

erhalt man fiir die Gewichte

S I
o = (L1,1>:/ _2\/5671 dx

V2 1 [ Vs
L R _ VT _
2 V2 ) o 2
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Damit ist

L(f) = “—%m% + i)

eine Quadratur mit der Genauigkeit m = 3 zur Berechnung des Integrals

/ Z fl@)e™ du .

7.6 Numerische Integration durch Extrapo-
lation

Die summierte Trapezregel zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals
fab f(z) dx kann man bei der Verwendung von N Teilintervallen in der Form

N-1

T(h) = Su = W@+ J) + Y fla-+ih)

mit A = b_T“ aufschreiben.

Die Grundidee der numerischen Integration durch Extrapolation besteht in
der Nutzung der Werte der Trapezsumme 7'(h) fiir unterschiedliche Schritt-
weiten hg, h1, um durch Extrapolation auf A = 0 zu schlielen.

Die entscheidende mathematische Grundlage hierfiir ist der

Satz 7.16. Fiir eine Funktion f € C*""2[a,b] besitzt T'(h) die Entwicklung

T(h) =19+ 1h* + (R + - + Tu(h®)™ + Rppy1(h) (7.30)
mit
b
no= [ S,
_ Boy (2k=1) (p) _ £(2k=1)
Tk = W[f () = f (a)]

(Bar sind die Bernoullischen Zahlen, die unabhingig von h sind, und damit
sind auch die T, unabhdngig von h) und dem Restglied R, 1

R (h) = O(R*"+2) .

Beweis. Fir Interessenten s. Plato ]
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Es ist offensichtlich, dass nach dem Satz [7.16]

/abf(x)dx:Toz}lLi{‘%T(h)

gilt.

Schreibt man nun die asymptotische Entwicklung ((7.30)) z.B. fiir 3 Schritt-
weiten auf, dann erhilt man

T(hy) =~ 7o+ Tlhg + Tghé
T(hy) =~ 7o+ mhi+mhi (7.31)
T(hy) =~ 719+ Tlhg + Tghé

und kann bei Kenntnis der Trapezsummen T'(hg), T (h;) und T'(hy) daraus 7
niherungsweise ermitteln. Bei den Beziehungen ([7.31)) macht man aufgrund
von Satz nur Fehler der Ordnung O(hS).

T(h)

Th ) |

| | | )
2 "2 ' 2

Abbildung 7.1: Polynom p, und Stiitzwerte (h3,T'(hy)), k= 0,1,2
Eine andere Interpretation dieser Extrapolationsidee besteht in der Nutzung
der Wertepaare

(73, T(ho)), (hi,T(h1)), (h3, T(h2))
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zur Bestimmung des Interpolationspolynoms zweiten Grades in h = h2, also

pa(h) = pa(h?) = 7o + T1h* 4+ To(h?)?
mit der Eigenschaft
pa(hi) = T(hy) , k=0,1,2.

Die Auswertung dieses Polynoms an der Stelle h? = 0 (Extrapolation, s.auch
Abb. liefert dann die N&herung

b
/ flx)de =19~ py(0) = 7o .

7.7 Anwendung des Schemas von Neville Ait-
ken - Romberg-Verfahren

In Anlehnung an die Entwicklung sucht man also ein Interpolati-
onspolynoms p,, an den Stiitzstellen h? mit den Funktionswerten T'(hy)
(k=0,...,m) und méchte dann den Wert des Interpolationspolynoms p,, an
der Stelle h = h2 =0 ausrechnen, dann bietet sich das Schema von Neville-
Aitken zur Polynomwertberechnung fiir das Interpolationspolynom fiir die
Wertepaare (xy, f(zx)), k= 0,1,...,m, an, also

X Tz‘,o = f(xz) Tz’,1 Tz’,z ce. Tz’,m—l Tz’,m
Zo Too = f(ﬂfo)
x1 || Tho= f(z1) | Tha
) TQ,O = f($2) T2,1 T2,2
Tm Tm,() = f(zm) Tm,l Tm,2 cee Tm,m—l Tm,m
mitm >¢ >k > 1 und
Ti,() = f(%)
Tin(z) = (= )T g1 (x) — (v — 2) Tim1 k-1 () k>,
Ti— Ti—k
woraus
T, — (¢ —x) T g1 + (vi — i) Tipm1 — (¢ — 2) L1 1
ok Ti— Ti—g
A ﬂ7kflf_lri_kTi__117k_l

T—T;
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folgt (das feste Argument 2 wurde hier der Ubersichtlichkeit halber weg ge-
lassen).
Beim Romberg-Verfahren geht man von der Entwicklung als Polynom
von T'(h) in h?* aus, und d.h., man muss z; = h? setzen. Fiir die Berechnung
des Wertes von p,, an der Stelle i = h% = 0 ergibt das obige Neville-Aitken-
Schema,

Tio = T(h)
Tig—1—Ti—1 k1

(%) = 1

Tixy = Tip—1+

mit 75, ,,, den Naherungswert fiir 7p = ff f(z)dx.
Fiir m = 1 erhélt man mit ho =b—a, hy = (b—a)/2

Tio—"Toe 4 1
T - T L A LA
1,1 1,0+ (2_2)2_1 31107 3400
b—a a+b b—a
= 00 2f () )] - T

3
)+ )],

[f(a) + F(b)]

b—a a+b

= @+

b—a

also die Simpsonregel. Fiir h; = °5#, i = 0,1 erhélt man mit

b—a 2a + b a-+3b

Ty, = [f(a) +3f( 3 ) +3f( 3

)+ f(0)]

die Newtonsche 3/8-Regel.
Als géngige Folgen h;, © = 0,... werden die Romberg-Folge

h h h
ho=b—a, h==2" hy=—, h==".
oder die Bulirsch-Folge
— _ h’O o hO . hy . ho
ho—b—a, h1—2, h2—3, h3—2; h4_2a"'

verwendet. Zur Romberg-Folge ist noch anzumerken, dass man T'(h;yq) re-
kursiv aus T'(h;) durch die Formel

1
T(hivr) = T(Ghi) = 5T (i) +hia[f(athivr)+ fla+3hizy)+- -+ f (0= hin1)]
bestimmen kann.
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Beispiel 7.17. Wir wollen das Schema der 7; ; mal fiir die Folge hy = b —a,
hi = ho/2, ha = hy/2 mal aufschreiben, und erhalten

i | hi | Tho | Tigin | Tovig
0] ho | Too

1V hi | T | Tha

2 hy | Top | Ton | Top

und wenn wir z.B. das Integral ff % dr = In 2 anndhern wollen, erhalten wir
das Schema

i ‘ h; ‘ Tio ‘ Th4ia ‘ Tryio

0| 1 | 0.750000000000000

1| 1/2 | 0.708333333333333 | 0.694444444444444

2| 1/4 ] 0.697023809523809 | 0.693253968253968 | 0.693174603174603
und konnen mit 759 = 0.693174603174603 die Néherung fiir In 2 mit einem
Fehler der Ordnung O(h%) ablesen.
Die Ergebnisse habe ich mit einem Octave/Matlab-Programm ausgerechnet
(s. dazu auch das |Verzeichnis).
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Kapitel 8

Numerische L6sung von
Anfangswertaufgaben

Anwendungen wie Flugbahnberechnungen, Schwingungsberechnungen oder
die Dynamik von Réauber-Beute-Modellen fithren auf Anfangswertprobleme
fiir Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen:

Definition 8.1. Ein Anfangswertproblem fiir ein System von n gewdohn-
lichen Differentialgleichungen 1. Ordnung ist von der Form

y, = f(ta y)> te [av b] (81)
y(a) = yo (8.2)

mit einem gegebenen endlichen Intervall [a,b], einem Vektor yo € R™ und
einer Abbildung
f:la,b] x R" — R" (8.3)

wobei eine differenzierbare Abbildung y : [a,b] — R™ mit den Figenschaften
(8.1) - (8.3) als Losung des Anfangswertproblems gesucht ist.

Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung liefert

Satz 8.2. Erfillt f aus (8.3)) die Bedingung
1) — fEol <Llu—ol, telabl mveR (34

mit einer Konstanten L > 0 in einer beliebigen Vektornorm ||-|| des R™, dann
gelten die Aussagen

(a) Das AWP (8.1)),(8.2)) besitzt genau eine stetig diff ‘bare Lésungy : [a, b] —
R™ (Picard-Lindeldf)
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(b) Fiir differenzierbare Funktionen y, 3 : |a,b] — R™ mit

vy =fty), telabl: yla)=u
V=19, telmth glo)=d
gilt die Abschdtzung
ly(®) = 9@ < e lyo = Goll, ¢ € [a,b] (8.5)
Beweis. Vorlesung DGL oder Analysis m

Bemerkung.

(1) Mit den Aussagen des Satzes hat man die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung und die stetige Abhéngigkeit der Losung von den
Anfangsdaten unter der Voraussetzung der Lipschitzstetigkeit von f(¢,-)
vorzuliegen.

(2) Im Folgenden sollen numerische Losungsverfahren entwickelt werden, wo-
bei wir ohne die Allgemeinheit einzuschrénken den Fall n = 1 betrachten.
Die besprochenen Verfahren gelten allerdings auch im allgemeinen Fall
n>1

Definition 8.3. Unter dem Richtungsfeld der Differentialgleichung

y/ = f(tvy)

versteht man das Vektorfeld

1

1+ f2(ty)
T(tay) = f(ty) Y

V1+2(ty)
d.h. das Vektorfeld der normierten Steigungen

Betrachtet man einen beliebigen Punkt (¢, yo) der (¢,y)- Ebene, kann man
Losungskurven y(t) durch diesen Punkt annéhren:

Beispiel.
1

1 (y2+12)2
y=y ety = e
1+(y2+t2)2
(I) ¥'(to) = y2 + 2, (to = a entspricht Start in Anfangspunkt (a, o))

t-Achse wird durch t, = tg + hk dquidistant unterteilt
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(II) mit dem Schritt von Punkt
(to,yo) 2w (to+ h,yo + hy'(to)) =: (t1, 1)
bzw. allgemein vom Punkt

(tk,ye) zu (tp + hyyr + hf(te, ye) =t (Bes1s Ykt1)

erhalt man mit h = b’T“ nach m Schritten mit

Yo, Y1,-- -, YN

unter “giinstigen” Umsténden eine Approximation der Losung y(t) an
den Stellen
a:t(),tl,...,tN:b

(ITT) D.h. man fahrt das Richtungsfeld geeignet ab, um eine numerische
Losung yi, k= 0,1,..., N zu erhalten

8.1 Theorie der Einschrittverfahren

Definition 8.4. FEin FEinschrittverfahren zur ndherungsweisen Bestimmung

einer Losung des AWP , hat die Form
Yer1 = Yk + he@(le, Yrs Y1, b)), k=0,1,...,N —1 (8.6)
mit einer Verfahrensfunktion
Q:fa,b) x RxRxRy - R
und einem (noch nicht niher spezifizierten) Gitter bzw. Schrittweiten

A:{a:t0<t1<...<t1\[§b}, hkiztk+1—tk, k’:O,l,...,N—l
(8.7)

Bemerkung. Hingt die Verfahrensfunktion nicht von y,., ab, ist die Be-
rechnungsvorschrift eine explizite Formel zur Berechnung von g, und
man spricht von einem expliziten Einschrittverfahren.

Zur Klassifizierung und Bewertung von numerischen Losungsverfahren fiir
AWP benétigen wir im Folgenden einige Begriffe (y(t) bezeichnet hier die
exakte Losung).
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Definition 8.5. Unter dem lokalen Diskretisierungsfehler an der Stelle
tk+1 des Verfahrens versteht man den Wert

At = y(tk+1) - y(tk) - hkq’(tka y<tk)7 y(tk+1)a hk) (8-8)

Definition 8.6. Unter dem globalen Diskretisierungsfehler g, an der Stelle
t, versteht man den Wert

g = y(tk) — Yk

Definition 8.7. Ein FEinschrittverfahren besitzt die Fehlerordnung p,
falls fiir seinen lokalen Diskretisierungsfehler dy, die Abschdtzungen

|dy.| < const.h?™' k=1,...,N

max |d;| < D = const.hPt! = O(hPH) (8.9)

1<k<N max max

Mit Rmax = MaXg—o N—1tkr1 — i gilt. (Statt Fehlerordnung verwendet man
auch den Begriff Konsistenzordnung.) Ist p > 1, dann heifit das Verfahren
konsistent.

Die Bedingungen

|<D<t7u17u27 h) - (I)(t,’ljl,UQ, h)‘ < Ll ’ul - /Ul‘

|D(t, ur, ug, h) — ®(t, uy, v, h)| < Lo |ug — vy (8.10)

fur t € [a,b],0 < h < b —t,uj,v; € R, mit positiven konstanten L;, Lo
sind fiir die folgenden Konvergenzuntersuchungen von Einschrittverfahren
von Bedeutung

Satz 8.8. Ein Einschrittverfahren zur Losung des AWP (8.1)), (8.2))

besitze die Konsistenzordnung p > 1 und die Verfahrensfunktion erfille die
Bedinung (8.10)). Dann liegt die Konvergenzordnung p vor, d.h. es gilt

max [y, — y(t)| < KA.

max
..... N

Mit einer Konstanten K, die vom Intervall [a,b], Konstanten C aus der

Abschditzung und Ly, Ly aus (8.10) herrihrt.

Bewiesen werden soll der Satz [8.8| fiir ein explizites Einschrittverfahren (Be-
weis fiir allgemeines Einschrittverfahren in der Vorlesung).
Benétigt wird das
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Lemma 8.9. Fiir Zahlen L > 0,a; > 0,hi > 0 und b > 0 sei
ak+1§(1+hkL)ak+hkb, k‘ZO,l,...,N—l
erfiullt. Dann gelten die Abschdtzungen

L

k-1
1
a < b+ el*ay  mit tk::Zhj (k=0,...,N)
=0

Beweis. (vollstdndige Induktion)
Induktionsanfang ist fiir £ = 0 offensichtlich gewihrleistet. Dr Schritt & —
k + 1 ergibt sich wie folgt:

Lty _

L

1
(0770 < (1 + hkL) (6 b+ eLt’“a0> + hkb

Ltethe) — 1 — b, L
S (6 . k + hk) b+ €L(tk+hk)a0
e |
— b Lty
—L +e Ao
(es wurde 1+t < e benutzt). O

Beweis von Satz[8.8. Mit den Festlegungen
ek:yk—y(tk), kIO,l,...,N
gilt fir k=0,1,...,N —1

Y(tes1) = y(tr) + he®@(tr, y(te), i) — dra
Ykt1 = Y + he®(tr, Yi, hi)

und damit
err1 = ek + he(P(te, Yr, hi) — (b, y(te), i) + diia
bzw.

leps1| < lew| + hi [Ptk Yis hie) — P (te, y(tr), hie)| + |diesa |

max

Die Abschitzung des Lemmas liefert wegen eqg = 0 die Behauptung des
Satzes 8.8 O
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8.2 Spezielle Einschrittverfahren

8.2.1 FEuler-Verfahren

Mit der Verfahrensfunktion

(I)(tw Y, hk) = f(tv y)

erhalt man mit

das Euler-Verfahren.
Fiir eine stetig partiell diff’bare Funktion f : [a,b] xR — R besitzt das Euler-
Verfahren die Konsistenzordnung p = 1, denn mit der Taylorentwicklung

2

-+ B) = y(0) +y (Oh+ y"(©), €€ ol

erhalt man
2

e = oltin) — (te) — if (b, y() = 2y (€)

bzw.

1
|di1] < Chj, mit C'= 5 max [y"(€)
2 ¢€la,b]

8.2.2 Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p = 2

Um ein explizites Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p = 2 zu erhal-
ten, machen wir den Ansatz

(I)(tv Y, h) - a'lf(ta y)+a2f(t+blha y"’thf(ta y))? te [CL, b]v h € [07 b_t]v y e R
(8.12)
mit noch festzulegenden Konstanten a;,b; € R. Es gilt nun der

Satz 8.10. Fin Einschrittverfahren mit einer Verfahrensfunktion der
Form (8.12)) ist konsistent mit der Ordnung p = 2, falls f : [a,b] x R = R
zweimal stetig partiell diff ’bar ist und fir die Koeffizienten

1 1
a; + ay = 1, CLle = 5, a2b2 = 5 (813)

qgilt.
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Beweis. Taylorentwicklung von ®(¢,y(t),-) im Punkt A~ = 0 und von der
Losung y in t ergeben

B(t, (1), h) = (1, y(1),0) + b5 (1.0(0),0) + O(1?)

= (a1 + a2) f(£,y(t))

1 (a0, 0(0) + a0, 0) 5 1,000 ) + O
= (65(0) + 5 A 00(0) + 5 £ YO (¢ yl0) + O0)
Vit B) = y(t) + by (5) + "/ (0) + O
= y(t)+ b | Fepl0) + 5] + O
=0+ 0| Fpt) + 5 { S wvo) + rap It }] + o)

=y(t) + h®(t,y(t), h) + O(h?)

(hier wurde die Differentialgleichung und deren Ableitung benutzt) und da-
mit folgt

dir1 = y(terr) — y(te) — @ (e, y(t), hi) = O(h})
also p =2 O]

Mit der konkreten Wahl a; = 0,a = 1,b; = by = 5 erhélt man mit

h h

das modifizierte Euler-Verfahren (verbesserte Polygonzugmethode) mit
der Konsistenzordnung p = 2
Mit der Wahl a; = ay = %, by = by = 1 erhalt man mit

h
Yk+1 :yk+7k[f(tlmyk)+f(tk+hk7yk+hkf(tkayk))]a k=0,...,N—1

das Verfahren von Heun mit der Konsistenzordnung p = 2
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8.3 Verfahren héherer Ordnung

Die bisher besprochenen Methoden (Euler, Heun) haben wir weitestgehend
intuitiv ermittelt. Um systematisch Einschrittverfahren héherer Ordnung zu
konstruieren, betrachten wir die zum AWP 3/ = f(¢,v),y(a) = yo dquivalente
Gleichung (nach Integration)

y(t) = yo + / £(s,(s))ds (8.16)

bzw. fiir eine Diskretisierung des Intervalls [a, b]
tr4+1
) = () + [ Flsy(s)ds (817)
ty
Das letzte Integral aus (8.17)) approximieren wir durch eine Quadraturformel

/ " s y(s)ds (8.18)

tg

wobei die s; zu einer Zerlegung von [ty, tx. 1] gehoren. (8.17) und (8.18]) erge-

ben

y(trer) = y(te) + e > nf (s1,9(s1)) (8.19)

=1

wobei wir die Werte y(s;) nicht kennen. Sie miissen ndherungsweise aus y(tx)
bestimmt werden, damit als Integrationsverfahren benutzt werden
kann.

Wahlt man z.B. m =2 und v, = v = % sowie s; =t und sy = tj,1, dann

bedeutet (8.19)

h
(tien) = (1) + 2 [t y(8) + (b, u(tiin))]
und mit der Approximation

Y(tesr) = y(te) + haf(tr, y(te))

ergibt sich mit

Y(the1) = y(tr) + % L (e, y(te)) + f(trrr, y(te) + i f (e, y(te)))]

die Grundlage fiir das Verfahren von Heun.
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Im Weiteren wollen wir mit y;, die Verfahrenswerte zur Naherung der exakten
Werte y(t;) bezeichnen und als Naherungen von f(s;, y(s;))

f(s1,y(s1)) = ki(ts,95)
verwenden. Mit -
sy =1y +aghy, o= Zﬁzr
r=1
werden die k; rekursiv definiert:

ki(te, ye) = f(tr, ur)
ko(tr, yx) = f(tr + ahy, yp + hiBorkr (e, yi))
ks(ti, yr) = f(ti + ashy, yx + hi(Bs1k1 + Ba2k2)) (8.20)

km<tk7 yk) = f(tk + Oémhk, Yk + hk(ﬁmlkl + -+ Bmm—lkm—l»

Ausgehend von (8.19) und (8.20) wird durch

Y1 = Uk + h(vika (b, yie) + - + Yk (te, Yi)) (8.21)

ein explizites numerisches Verfahren zu Losung des AWP v/ = f(¢,v),y(a) =
Yo definiert.

Definition 8.11. Das Verfahren (8.21) heifit m-stufiges Runge-Kutta-
Verfahren mit k; aus (8.20) und die k; heiffen Stufenwerte.

Bemerkung. Wir haben oben schon festgestellt, dass im Fall m = 2 mit
V=Y = %, ag=1,0n=1 gerade das Heun-Verfahren ergibt, also ein
Verfahren mit der Konsistenzordnung p = 2. Wir werden nun Bedingungen
fiir die freien Parameter im Verfahren formulieren, sodass einmal ein
konsistentes Verfahren (p > 1) entsteht und andererseits eine moglichst grofie
Konsistenzordnung erhalten wird.

Aus der Verwendung der Quadraturformel

Sl = [ fal)as

folgt die sinnvolle Forderung

1:71+’72+"'+’Ym (822)
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also haben die v; die Funktion von Gewichten.
Fordert man vom Verfahren (8.21)), dass die Dgl ¢ = 1 (y linear) exakt
integriert wird, ergibt sich die Bedingung

=P+ + Bua (8.23)
Es ist ndmlich f(¢,y) = 1 und damit k; = 1 fiir alle [. Ausgangspunkt war

ki(tr, ye) =~ f(s1,y(s1))

und
ki~ f(ty + aghy, y(te) + he(Bnks + - - - + Bu—1ki—1)) -

Also steht das y-Argument fiir y(s;) = y(tx + ayhy). Wir fordern, dass dies
bei f =1 exakt ist, also

y(st) = y(te) + he(Bn + - + Bu-1) (8.24)
da alle k. = 1 sind. Andererseits ist y als exakte Losung linear, d.h.
y(si1) = y(tx) + arhi (8.25)
und aus dem Vergleich von , folgt
=P+ + Bua

Definition 8.12. Die Tabelle mit den Koeffizienten oy, By, v in der Form

0
%) 521
Qs 531 532 (8 26)
(07%%) /Bml BmQ o Bmm—l
4! T2 - TYm—-1 TUm

heifst Butcher-Tabelle und beschreibt das Verfahren (8.21). «y ist hier
gleich 0, weil explizite Verfahren betrachtet werden.

Satz 8.13. FEin explizites Runge-Kutta-Verfahren (8.21), dessen Koeffizien-
ten die Bedingungen (8.22) und (8.23)) erfillen, ist konsistent.
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass der lokale Diskretisierungsfehler die Ordnung
O mit p > 1 hat. Wir setzen hy, =: h, da k jetzt fixiert ist.

| = [y(trrr) — y(te) — h(ti, y(ts), b))
= y(te) = y(te) = h > ke (te, y(E))
5= () — y(te) — hf (ty(te) — hi%wk,y(tm — F(te,y(te))

< [yltesn) = y(te) = hy/ (G| +h > (et y(t) — F(t, y(t))

-~ -~

€O (h?) €O(h)

r=1

also

|dis1| < CR?
O]

Bemerkung. Butcher hat bewiesen, wie groff die maximale Ordnung ist,
welche mit einem m-stufigen Runge-Kutta-Verfahren erreichbar ist, was in
der folgenden Tabelle notiert ist:

m |
p |

1 23456 7 8

1 2 3 445 6 6

8.4 Einige konkrete Runge-Kutta-Verfahren
und deren Butcher-Tabellen

0
4‘T m:1,71:1

Yer1 = Y + hkf<tk7yk)7 p=1

(i) Euler-Verfahren

(ii) Modifiziertes Euler-Verfahren

o= O

1 1
m » V1 y V2 , Q2 2;521 5

[es) NI

1
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kv = f(tr, yr)
1 1
ky = f(ty + §hk,yk + §hkk1)
Y1 = Yp + hike, p=2

(iii) Verfahren von Runge von 3. Ordnung

- O

O Ol

1
0 1

1 1
m=3,7 27220,7321,042:57043:1,521 = 57531 =0,03 =1

kv = f(tr, yr)
1 1
ky = f(ty + §hk7yk + §hkk1)
ks = f(tx + hw, yx + hiks)
Ykl = Y + hiks, p=3

(iv) Klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

0
111
112 4
210 3
110 0 1
I 1 1 1
6 3 3 6
klzf(tkayk)
1 1
ko = f(ty + Ehlmyk + §hkk1>

1 1
ks = f(ty + §hk7yk + §hkk2)
ky = f(ti + hi, Y + hiks)

1 1 1 1
= hi | =k1 + =ko + ks + =k =14
Yk+1 = Yk + k(61+32+33+64): p
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Bemerkung. Die Ordnung eines konkreten Runge-Kutta-Verfahrens kann
mit Hilfe von Taylor-Entwicklungen ermittelt werden, wobei man dabei von
einer geeigneten Glattheit von f(t,y) ausgeht.

Im Folgenden soll die Ordnung eines 3-stufigen expliziten Runge-Kutta- Ver-
fahrens bestimmt werden.

Satz 8.14. Sei f dreimal stetig partiell diff ‘bar und gelte fir die Parameter

042:521
as = B31 + P32
Y1t+Y2+y3=1

sowie
QoY + Qi3Y3 =
QY3330 =

a3y + a3y =

Wl RPN -

Dann hat das Runge-Kutta-Verfahren (explizit, 3-stufig) die Fehlerordnung
p=3

Beweis. Grundlage fiir den Beweis ist die Taylor-Approximation

Pt + Aty + Ay) = f(t,y) + ( 5 ) | ( 22)

Lty)
! ) Zin) ) ( A (527
+=(At,Ay) | 22077 oyt ( )+O(A3)
2 aaty) SLty) Ay

der Funktion f, wobei aatiaj; = % aufgrund der Glattheit von f gilt. Mit

ki = f(te, y(te))
ky = [ty + agh,y(ty) + 521hifl) = f(tx + agh,y(ty) + Oé2hi€1)
ks = f(te + ash, y(ty) + h(Bsiky + Baoks))

gilt es, den lokalen Diskretisierungsfehler

dir1 = Y(tesr) — y(te) — h(yiks + Y2ke + 73ks)
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abzuschéitzen, wobei schon a2 Po1 verwendet wurde (h = hy). Mit At =
ash und Ay = ashf(ty, y(tr)) ergibt (8.27 - fir ko

ko = flte + At y(ty) + Ay)
= [+ ahfi +ashff, + CYQ > fu + a2h2ffty + O‘thf fyy + O(h?)
= f+ ashF + %aghQG + O(h%) (8.28)

fife,--., fyy sind dabei die Funktions- bzw. Ableitunswerte an der Stelle
(tr,y(t )) Fiir k3 erhélt man unter Nutzung von (8.28) und (8.27)

ks = f(ty + ash,y(ty) + h(Bsik + ﬁ32/€2)
= [+ ashfi + h(Bs1k1 + Ba2k2) fy + = a3h2ftt

+ as(Bsrks + 6321;52)h2fty + §(ﬁ317€1 + B32k2)2h2fyy + O(h?)
= [+ h(asfi+ [Bs1 + Ba2l f f) + B (042532ny

+ %oﬁftt + ag3[fs1 + 532]ffty + %(ﬁ?ﬂ + ﬁ32)f2fyy> + O(h?)

= f + azhF + h* (B3 Ff, + a3G) + O(h?) (8.29)

Mit (8.28)) und (8.29) folgt fiir den lokalen Diskretisierungsfehler

1
diyr =h(l —y1 —v2 —3) f + A° (5 — Yy — Oé3’Y3> F
(8.30)

1 1 1 1
+h° <[6 - 04273532] Ffy,+ {6 - 506372 - 506373] G) + O(h*)

Aufgrund der Voraussetzungen werden dei Klammerausdriicke gleich Null
und es gilt

dk+1 - O<h4)
also hat das Verfahren die Fehlerordnung p = 3 [

Korollar. Mit Lisungen des Gleichungssystems

NMt+rty=1

QY2 + Q373 =
Y3082 = (8.31)

a3y +agys =

W=D =N =
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hat das dazugehirrige 3-stufige Runge-Kutta-Verfahren die Fehlerordnung
p =3, wobei ag = Poy ist. (8.31)) hat z.B. mit den Einschrinkungen as # as

und o # % die Losungen

3ag — 2 2 — 3z
_ _ o cT 0% 8.32
V2 6(1/2(043 — O./Q)7 3 6043(0[3 — Ozg) ( )
60(2053 +2— 3(062 + Oég) 063(6(3 — Oég)
M= ) /632 = 5 a

Govaors a2(2 — 3a)

fiir ag, a3 € R, also die zweiparametrige Losungsmenge
M = {(71, 72,73, @2, 3, B32) |71, V2, 3, B3z gemaifs (8.32),
g, a3 € R g # az, a0 # ;}
Die restlichen Parameter des Verfahrens ergeben sich aus

521 = (g, 531 = a3 — 532

8.5 Schrittweitensteuerung bei Einschrittver-
fahren

8.5.1 Schrittweitensteuerung durch Einbettung 26

Bei der Konvergenzuntersuchung von Einschrittverfahren werden die loka- yr]e-

len Diskretisierungsfehler in gewissem Sinn summiert und deshalb erscheint gypg

eine Beschriankung des Absolutbetrages von dj durch die Wahl geeigneter 99 01.2014
Schrittweiten hj sinnvoll. Man spricht hier von Schrittweitensteuerung.

Das Prinzip soll am Beispiel des Heun-Verfahrens

kv = f(tr, yr)
ko = f(tx + h, yp + hk1)

1
Ye+1 = Y + §h[/f1 + k2]

erldutert werden. Als lokaler Diskretisierungsfehler ergibt sich
1 -
déﬂ = y(tis1) — y(te) — 5’1[/?1 + ko (8.33)

mit ky = f(te, y(tx)), ko = f(tx + h, y(tx) + hky)
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Nun sucht man ein Verfahren hoherer Ordnung, also mindestens dritter
Ordnung, dessen Steigungen ki, ko mit den Steigungen des Heun-Verfahrens
iibereinstimmen.

Die Forderung der Gleichheit von k; und ks bedeutet ay = f9; = 1. Die
weiteren Parameter ergeben sich aus bei der Wahl von ag = % ANl

2 1 1 1 1
73—57 ’72—6, 71—6, /632—17 531—043—532—1
sodass sich das Runge-Kutta-Verfahren 3. Ordnung
ki = f(te, yx)

ko = f(tx + h,yx + hk1)

h h
ks = f(tr + §ayk’ + Z(k’l + ko))

h
Yk+1 = Yr + g[k‘l + ko + 4ks] (8.34)

ergibt. Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler des Verfahrens (8.33)) ergibt
sich "
Ay = y(tenn) = y(te) = [k + R + 4] (8.35)

mit k3 = f(tx + 2, y(te) + 2(k1 + k2)). Mit (8.33) und (8.37) ergibt sich die

Darstellung des lokalen Diskretisierungsfehlers des Heun-Verfahrens
) _ M e a1 M R 1 g®
Ay = Gl + ke + 4ks] = Dl + Eo] + 4

Ersetzt man nun die unbekannten Werte von l;:j durch die Ndherungen £;
und berticksichtigt dgff) = O(h*), so erhilt man

h h h
Qﬂ:6m+@+ﬂg [h+m+0wﬂ:§%ymrwﬂ+QM)

2
und damit kann der lokale Diskretisierungsfehler des Heun-Verfahrens mit
einer zusédtzlichen Steigungsberechnung von k3 durch den Ausdruck %[2/{3 —
ki — ko] recht gut geschitzt werden.

Aufgrund der Kontrolle des Betrags dieses Ausdrucks kann man eine vorge-
gebene Schranke €y, > 0 durch entsprechende Wahl von h = hy =t — 1

3é€tol I

h —2ks — k1 — K o
k<|2k:3—k:1—k:2|(:)3[ 3 1 2]<€tl

unterschreiten. D.h. man kann die aktuelle Schrittweite evtl. vergroflern oder
muss sie verkleinern.
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Die eben beschriebene Methode der Schrittweitensteuerung bezeichnet man
auch als Einbettung des Heun-Verfahrens 2. Ordnung in das Runge-Kutta-

Verfahren 3. Ordnung (8.34]).

Die Einbettung beschreibt man auch mit der erweiterten Butcher-Tabelle

NI= = O

O [ [ = =t
OO | | =

2
3

In den letzten beiden Zeilen stehen erst die Gewichte fiir das Heun-Verfahren
und darunter die Gewichte des Verfahrens, in das eingebettet wird.

8.5.2 Schrittweitensteuerung durch Extrapolation (nur
zur Information, nicht priifungsrelevant)

Zur Losung des AWPs v = f(t,y), y(a) = yo wird fiir eine Verfahrensfunk-
tion ® mit der Konsistenzordnung p > 1 die Vorschrift

wo= Yt hg_kq)(tkv Yk, h?k)a
Yp+1 = W + th(I)(tk + %a ) hk)) (836)

betrachtet. Nun wird eine adaptive Wahl der Schrittweiten hy diskutiert mit
dem Ziel einer effizienten Fehlerkontrolle.

Ausgehend von einer gegebenen Stelle ¢ € [a, b] und einer gegebenen Néhe-
rung yx ~ y(x) soll eine Schrittweite hy, > 0 bestimmt werden, fiir die

Y1 — 2(s + )| = €tor (8.37)

erfiillt ist, wobei yx,1 aus einem Schritt des Verfahrens (8.36|) hervorgeht,
€tor > 0 eine vorgegebene Fehlerschranke ist, und z : [tg, ] — R die Losung
des AWPs

2= f(t,z), teltyb];z(ts) =y, (8.38)
ist.
Bemerkung 8.15. Die Forderung (8.37) bedeutet, dass die angestrebte
Schrittweitensteuerung auf einer Vorgabe des lokalen Verfahrensfehlers be-

ruht.
Die Losung des AWPs (8.38)) ist nicht bekannt, also insbesondere z (), + hy),

und muss erst noch bestimmt werden.
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Zur Vereinfachung der Notation wird die Bezeichnung fiir einen von dem
Punkt (tx,yx) ausgehenden Verfahrensschritt (8.36) mit der Linge h ein-
gefiihrt (... 2 Halbschritte mit der Schrittweite 2),

h h h . h h
Yasiys = w o @t + o w, =) mit w = gy + Bt o) - (8:39)
2 2 2 2 2
Zur Bestimmung einer Schrittweite hy, mit der die Forderung (8.37)) anné-
hernd erfiillt wird, geht man von einer nicht zu kleinen Startschrittweite h(®)
aus, und fiir j = 0,1,..., fiihrt man den folgenden Algorithmus aus:

1) Berechnung von yaxp/2.

2) Ermittelung einer Schétzung fiir den Fehler |yaupn/2 — 2(t, + h)| und
Abbruch des Iterationsprozesses mit j.,,, = 7, falls die Schétzung kleiner
gleich €, ausfallt.

3) Anderenfalls, falls diese Schitzung grofler als €, ist, wird eine neue
Testschrittweite AT < Al bestimmt.

Wie man den unbekannten Wert z(¢; + h) schitzt und im Falle von 3) die
neue Testschrittweite A*+Y) bestimmt, soll im Folgenden beschrieben werden.
Der Wert z(t;+ hy) wird mittels lokaler Extrapolation mittels 2, geschétzt,
wobei man mit v, = yr+h®(tx, Yk, h), also einem Schritt mit der Schrittweite
h = h(s), und yaxn/2

vr —

-~

2(te+h () +O(hr+2)

Zh = Yoxh/2 —

erhilt. Der Fehler yo, ) o — 2(tx + h())| berechnet sich dann niherungsweise

ANl
|on, — yth(s)/2|

20 — 1
s+1

0 = |y o — 2(tk + )| = (8.40)

Zur Bestimmung der neuen Testschrittweite A**Y benutzt man die nihe-
rungsweise Darstellung des Fehlers yoy5/2 — 2(tx + h). Dazu benutzen wir
ein Ergebnis der Asymptotik des globalen Verfahrensfehlers, das hier nicht
bewiesen wird.

Lemma 8.16. Mit den Notationen (8.38))-(8.40) gilt

h
|[Yaxns2 — 2(tk + h)| = (W)“ld(s) +O((RYPH2), 0<h<h® . (841)
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Gilt also (R)WP+? < €, s0 gewinnt man aus der Darstellung (8.41) unter
Vernachlissigung des Restgliedes die neue Testschrittweite

S EtOl s
pls+l) — (W)l/(ml)h( ) (8.42)
und wiederholt damit den oben beschriebenen Algorithmus mit s um eins
erhoht.

8.6 Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Explizite Verfahren neigen zur Instabilitdt und damit besteht die Gefahr der
Verstéarkung von Rundungsfehlern.

Implizite Verfahren erweisen sich als stabil, speziell, wenn es sich um die
Losung von AWPs mit sogenannten steifen DGL handelt.

Im Unterschied zum Gleichungssystem wird beim impliziten Runge-
Kutta-Verfahren das Gleichungssystem

kr(tkyyk) = f(tk—{—Oérhk,yk—Fhk(ﬁrlkl—i—' . +ﬁrmk‘m)), T = 1, o.M (843)

zur Bestimmung der k, zugrunde gelegt.
Mit (8.43)) wird (8.21) zu einem impliziten Runge-Kutta- Verfahren. Aus
(8.43) ergibt sich die Butcher-Tabelle

ar | B oo Bim
ay | B ... Pom

: : : (8.44)
Om | Bm1 -+ Bmm
2 T 1

Die Uberlegungen, die bei den expliziten Verfahren die Bedingung (8.23)) fiir
die Koeffizienten «,., 5,; gerechtfertigt haben, ergeben analog bei den impli-
ziten Runge-Kutta- Verfahren die Bedingung

& =0n+be+ + B, r=1...,m (8.45)
Zur Losbarkeit des Gleichungssystems (8.43)) gilt der

Satz 8.17. f geniige auf [a,b] x R der Lipschitz-Bedingung

[f (1) = f(ty2)] < Ljyr — o
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und die Schrittweite h = hy, geniige der Bedingung

q=hL max <Zl \53'7«!) <1
Dann hat (8.43)) zur Bestimmung von ky, ..., k,, genau eine Lisung

Beweis. Aussage folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz. m

8.7 Rundungsfehleranalyse von expliziten Ein-
schrittverfahren

Zur numerischen Losung eines AWP betrachten wir das Verfahren
Yk+1 :yk+hk¢)(tkaykahk>7 k:071a27N_1 (846)

mit der Verfahrensfunktion ®. Durch Rundungsfehler arbeitet man statt
(8.46|) mit einem Verfahren der Form

Yr+1 :yk+hk¢(tk7ykahk)+pk7 k:O717"'7N_ 1 (847)

Yo = Yo + €o, |Pk|§67 kzovlv"'aN_la |60|§€

mit gewissen Zahlen eg, pp € R
Fiir die Rundungsfehler infolge des Verfahrens (8.47)) gilt der folgende

Satz 8.18. Zur Lisung des AWP y = f(t,y),y(a) = yo, sei durch
ein Einschrittverfahren mit der Konsistenzordnung p > 1 gegeben, wobei die
Verfahrensfunktion beziiglich der 2. Variablen Lipschitz-stetig mit der Kon-
stanten L > 0 1st.

Dann gelten fiir die durch die fehlerbehaftete Verfahrensvorschrift ge-
wonnenen Approximationen die Abschdtzungen

)
max Jyy — y(t)| < K(hf + —) +e 0™ (8.48)

max
0., hmin

mit der Konstanten K = w [eL(b_“) — 1} . C ist dabei die Konstante aus
der Abschitzung |di| < C’hfrl fiir den lokalen Diskretisierungsfehler.
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8.8 Ein Anwendungsgebiet fiir Loser von AWPs

Eine wichtige Anwendung der numerischen Losungsverfahren fiir Anfangs-
wertprobleme ist die Losung von Zweipunkt-Randwertproblemen mit Schief3-
verfahren.

Schieflverfahren zur Losung von Zweipunkt-Randwertproblemen basieren auf
Methoden zur Lésung von Anfangswertproblemen. Beim sogenannten ersten
Randwertproblem

y' = f(r,y), yla)=na, yb)=mn (8.49)

nutzt man dabei z.B. die Randbedingung y(a) = 7, als Anfangsbedingung
und versucht durch eine geeignete Wahl von (, = ¢/(a) als Anfangsbedingung
fiir die Ableitung mit einer Losung des Anfangswertproblems

y' = f(z,y), yla)=n., ¥y(a)=¢ (8.50)

die Randbedingung y(b) = n, zu treffen. Fiir vorgegebenes ( sei y(zx, () die
Losung von (8.50)). y(z, ¢) ist dann Losung des Zweipunkt-Randwertproblems
(18.49), wenn ¢ Nullstelle der Funktion

9(¢) = y(b,¢) —mp (8.51)

ist. Fiir eine Funktionswertberechnung von ¢ ist ein Anfangswertproblem
(18.49) zu l6sen. Eine Moéglichkeit zur Bestimmung der Nullstelle von g ist mit
dem Bisektionsverfahren gegeben. Allerdings ist es durchaus moglich, dass
durch Fehler bei der Losung des Anfangswertproblems das Vorzeichen von g
nicht immer korrekt berechnet werden kann, so dass das Bisektionsverfahren
unbrauchbar wird.

Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung der Nullstelle von ¢ bietet das
Newton-Verfahren. Die Differentiation von g nach ¢ ergibt

9'(Q) = e (b,¢) (8.52)

wobel y. (b, ¢) die partielle Ableitung von y(z, () nach ¢ ausgewertet an der
Stelle = b ist. Die Differentiation der Gleichung y"(x,() = f(z,y(z,())
nach ( ergibt

a%[y"(x,o] — £ (e, Oy, ) - (8.53)

fy bedeutet dabei die partielle Ableitung von f(x,y) nach y. Mit der Vor-

aussetzung der Vertauschbarkeit der Ableitungen nach ¢ und z erhélt man
aus ([8.53) die Differentialgleichung 2. Ordnung

ye (@.¢) = fy(x,y(z, ))yc(x, C) (8.54)
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fir y¢(z, ¢). Durch Differentiation der Anfangsbedingungen der Aufgabe ({8.50))
nach ( erhélt man die Anfangsbedingungen

ve(a,0) =0, ye(a, () =1. (8.55)

Mit (8.54)), (8.55)) liegt ein Anfangswertproblem zur Berechnung von y.(z, (),
also auch zur Berechnung der Ableitung von ¢ vor (gemifl (8.52))). Da-

mit kann man durch Losung der Anfangswertprobleme und (8.54)),
Funktionswert und Ableitung von g(¢) berechnen und kann somit ein
Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung von ¢ durchfithren. Hierzu ist
anzumerken, dass man zur Losung von (8.54), die Funktion y(z, () als
Losung des Anfangswertproblems bendétigt, um die Funktionswerte von
fy(z,y(z,()) berechnen zu kénnen. Da man die exakte Losung y(x, () nicht
zur Verfiigung hat, verwendet man die Naherungswerte g, an den Stiitzstellen
xy, des Intervalls [a,b] zur Berechnung von f, an den Stiitzstellen xj. Beim
Schiefiverfahren ist es in jedem Fall sinnvoll, ein recht genaues Verfahren zur
erforderlichen Losung der Anfangswertprobleme und , zZu
verwenden, da speziell bei wachsenden Losungen die Sensibilitét der Losung
y(z, ) von ¢ sehr grof sein kann und somit kleine Anderungen von ¢ groBe
Auswirkungen auf y(b, ¢) haben kénnen. SchieBverfahren kann man bei nicht-
linearen Problemen anwenden, da bei den benétigten Integrationsverfahren
fiir gewohnliche Differentialgleichungen die Linearitdt der Gleichungen nicht
notwendig ist.
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Kapitel A

Anhang

A.1 Eigenschaften von Matrizen im Ergebnis
von FD-Schemen

Die Diskretisierung eines elliptischen Randwertproblems fiihrt bei einer ge-
eigneten Nummerierung der Unbekannten (Funktionswerte der Gitterfunk-
tionen wuy,) auf lineare Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrix im eindi-
mensionalen bzw. zweidimensionalen Fall

2 -1 0 ... o0 A1 -T 0 0
-1 2 -1 . 0 -T Ay, -T . 0
1
A= (ai;) = =l , A=
o . -1 2 -1 0 . -T Am1 -T
0 ... 0 -1 2 o ... o0 T  Am

(A1)

wobei A; tridiagonale Matrizen und 7" Diagonalmatrizen sind. Neben der
sparsamen Besetztheit sind die Matrizen von FD-Schemen zur numerischen
Losung von elliptischen Randwertproblemen oder parabolischen Rand-An-
fangswert-Problemen dadurch gekennzeichnet, dass
n
aij <0, i#j, a;>0, und |az| > Z lai;|, i=1,...,n,

J=Li#j
gilt. Die Matrizen sind also zumindest schwach diagonal dominant. Andere
Eigenschaften werden in der folgenden Definition zusammengefasst.

Definition A.1.
Sei A = (a;;) € R™™, dann heifit A

1) Lo-Matriz, wenn a;; <0, ¢ # j gilt, die Menge aller Lo-Matrizen aus
R™ ™ bezeichnet man auch mit Z™*",
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2) L-Matriz, wenn A eine Lo-Matriz ist und a; > 0 gilt,

3) M-Matriz, wenn A € Z™", A~ existiert und A~' > 0 gilt.
AuBlerdem haben die Matrizen oft die wichtige Figenschaft, irreduzibel dia-
gonal dominant zu sein,

d.h. die Matrizen sind irreduzibel und es gilt

n

|| > Z la;;| furi=1,...,n,

J=1i#]
wobei die Ungleichung fiir mindestens einen Index 4, strikt ist.

Bemerkung A.2.

Die Relationen <, >, < bzw. > fiir Matrizen oder Vektoren sind so zu ver-
stehen, dass dann jeweils die Relationen fiir alle Elemente der Matrizen bzw.
Komponenten der Vektoren gelten.

Es sollen nun im Folgenden die wichtigsten Aussagen fiir die in der Def.
erkldarten Matrizen zusammen gefasst werden.

Satz A.3. Die Aussagen

(a.1) A ist invertierbar und es gilt A=' > 0,
(a.2) Az <0 =2 <0,

(a.3) Ax < Ay =z <y

sind dquivalent.

Die Eigenschaften (a.2) oder auch (a.3) nennt man auch Inversmonotonie
von A.

Beweis.

Die Implikation (a.3) = (a.2) erhélt man mit y = 0, und die Impliklation
(a.2) = (a.3) erhélt man durch Anwendung von (a.2) auf z =z — y.
Nachweis von (a.2) = (a.1):

Sei Az = 0, dann ist A(+z) = £Ax < 0, woraus +z < 0, also x = 0
folgt, was die Injektivitit von [(x) := Az bedeutet. Bijektivitat folgt aus der
Endlichdimensionalitiit des R (bzw. C"). Damit existiert A~1. (a.2) bedeutet
mit Az = —y

Ar<0=2<0 bzw. y>0= A"y >0.

Setzen y = (i )rer fiir festes k € I, damit folgt fiir alle [ € W

n

0< (A7), = Z(Ail)liyi = (A i -

i=1



Nachweis von (a.1) = (a.2):
Fir y > 0 gilt

n

(A'y)i = (A )iy >0,

=1
also A7y > 0. Sei jetzt Az <0, dann ist y = —Az > 0 und schliefllich

A_ly:—:vzo bzw. x <0,
und damit ist der Satz vollstandig bewiesen. m

Aus der linearen Algebra sei an das Kriterium von Gerschgorin erinnert:

Satz A.4. (Gerschgorin-Kriterium)
Sei K, (2) ={£€C, |£—z| <r}. Dann gilt

(a.4) Alle Eigenwerte von A liegen in den Gerschgorin-Kreisen

n n
UKTZ((IZZ> mit r, = Z |CLZ‘j| .
=1 j=1j#1

(a.5) Ist A irreduzibel, dann liegen die Eigenwerte sogar in

e U 0K (s

=1

Beweis. Sei A ein EW von A mit dem EV x und (0.B.d.A.) ||z|| = 1 und
fir j e W=1{1,2,...,n} gelte |z;| = 1. Aus |z;| = 1 folgt

n n
/\l’j = (A.Z‘)] = E Qi = Ajj + E ATk
k=1 k=1,k#j

n

— (A —ag)e; = )

k=1k#j
n n
= N —agllz < >0 agel o] < > Jag (A.2)
k=1,k#j Z/ k=1,k#j
n
— N—ayl < > lapl =r (A.3)
k=1,kj

Damit folgt A € J_, K,,(ai), also (a.4).
Zum Nachweis von (a.5) zeigen wir fiir Eigenwerte A, die nicht in | J_, K, (@)
liegen zuerst, dass im Falle a;; # 0 gilt:

aus |z;)=1 und |A—aj;|=r; = |z;|=1 und |\ —ay|=r;. (A4
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Nehmen wir an, dass |z;| < 1 ist:
Es gilt nun

rj = |A—al
n
= (A —ap)zl =1 > apw
k=1,k#j
n

< D lagd Joel +lagl il

k=1,k#ji <1 <1
n
< E |aji| =15, ,
k=1,k#j

das ist ein Widerspruch, also war unsere Annahme falsch, und es gilt |z;| = 1.
Aufgrund der Irreduzibilitét folgt aus (A.4]), dass

A e (0K, (ar)

k=1

gilt (man fangt in der j-ten Zeile von A (mit ||z||o = |;|) an, und kann sich
wegen der Irreduzibilitéit durch die Matrix hangeln), so dass damit letztend-
lich fiir alle Indizes k = 1,...,n die Giiltigkeit von |\ — agx| = 7%, also (a.5)
folgt. [

Bemerkung A.5. Eine Folgerung aus dem Satz ist, dass Eigenwerte von
irreduziblen Matrizen, die nicht in der Vereinigung der offenen Gerschgorin-
Kreise liegen, in der Schnittmenge aller Rander der Gerschgorin-Kreise liegen.

Nun kann man den Satz zur Konvergenz das Jacobi-Verfahrens fiir irreduzible
diagonal dominanten Matrizen unter Nutzung des Satzes [A.4] zeigen.

Satz A.6. Sei A eine L-Matriz und irreduzibel diagonal dominant. Dann gilt
mit der Aufspaltung A = D+L+U = D—R und D gleich dem Diagonalanteil
von A sowie R = —(L+ U) dem negativen Aufendiagonalanteil von A

p(D'R) < 1.
Beweis. Sei C' = D™'R = (c¢);;, dann gilt
cij:—% fir i#£7, und ¢; =0.
Qi

Es gilt nun fiir

Ta = Z |Caﬁ| <1

p=1,p#a
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wegen der irreduziblen Diagonaldominanz fiir mindestens einen Index «. Fiir
alle 5 € W gilt r3 < 1. Nach Gerschgorin liegen die EW von C' in

Es bleibt zu zeigen:
(0K, (0) C Ky(0) .
i=1

Fall a):

rg=r firalle5eW.
Wegen r, = r < 1 folgt

oK., () = 2K,(0) < K(0)
p=1

also sind alle EW von C' betragsméBig kleiner als 1, damit gilt p(C') < 1.
Fall b):
Die 75 sind nicht alle gleich. Dann gilt

(0K, (0) =0,
=1

d.h. nach Gerschgorin liegen die EW von C' in K;(0), also gilt |A] < 1 und
damit auch p(C) < 1. O

Bemerkung A.7.

Die soeben bewiesene Aussage fiir irreduzibel diagonal dominante Matrizen
gilt auch fiir strikt diagonal dominante Matrizen (die nicht irreduzibel sein
miissen).

Satz A.8.
Set A =D — R eine L-Matriz (a; > 0, a;; <0, i # j), dann gilt mit D, C
und R aus dem obigen Satz

A ist M-Matriz <= p(D'R) < 1.
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Beweis.
Richtung =
Sei A eine M-Matrix. Sei A ein EW von D' R mit dem EV u # 0. Dann gilt

(Mul = [M] = |[D™'Ru| < D™'Rlu ,
wegen A=1D > 0 folgt
—~AT'DD'Rlu| < —AT'D|)|u]

und

A YAu| = A"Y(D — R)|u]
= A'D(E— D 'R)ul
A'Dlu| — A7 DN |u]
(1= AN A D ul -

>0

Jul

IN

Fiir |A| > 1 folgt |u| < 0, d.h. w = 0, also muss |\| < 1 fiir alle EW gelten,
und damit gilt p(D7'R) < 1.

Richtung <=:

Sei p(D™'R) < 1. Damit konvergiert die Neumann-Reihe mit C' = D~'R und
es gilt

S=) C"=(E-0)".

v=0

Wegen D! > 0 und R > 0 folgt
c>0, C">0, §>0.

Aus
E=S(E-C)=SDYD—-R)=SD'A

folgt
At=8SD"!' — A '>0 = A ist M-Matrix .

Aus den Sétzen [A.6] folgt unmittelbar die wichtige Aussage

Satz A.9.
Seit A eine L-Matriz (a; >0, a;; < 0,14 # j). Ist A strikt diagonal dominant
oder irreduzibel diagonal dominant, dann ist A eine M-Matrix.

Ein weiteres Kriterium fiir M-Matrizen liefert der folgende
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Satz A.10. Sei A € 7V (a;j, i # j) und D = diag(asy, . .., an,) die Dia-
gonale von A. Dann sind die Aussagen

1. A regulir und A=' > 0 und
2.D>0,C=E—-D'A=-DYL+U) >0, p(C) <1,
daquivalent, d.h. fir jede M-Matriz gilt Aussage 2.

Beweis.

1. = 2.

Wir nehmen a;; < 0 fiir ein bel. Index 7 an. Sei a; die i-te Spalte von A. Da
A~1A = F ist, folgt

A~ 'a; = e; (kanonischer Einheitsvektor),
da a;; <0, 7 # j ist, gilt a; <0, also
A_lai S 0 >

was einen Widerspruch zu A 'a; = ¢; > 0 bedeu‘cet.~
Mit a; > 0 ist D > 0 und regulir. Damit folgt fiir A := D714

A'=A"'D>0.

C = E — A hat die Diagoleintrige ¢; = 0. Fiir die restlichen Matrixelemente
gllt Cij = 0— CLij/CLZ‘Z‘ Z 0 und damit C Z 0.
Nach dem Satz von Perron-Frobeniudl] existiert fiir die Matrix C' > 0 zu
A = p(C) ein positiver Eigenvektor z > 0. Damit gilt
Cr=M+= (E—A"'D)jxz=A"D\x
= (A'D-A"'"DNr =2
=AM - Nz ==z.

Da sowohl A~! > 0 als auch z > 0 gilt, ergibt sich
1-A>0=0<p(C)=A<1.

2. = 1.
Da p(C) < 1 und C > 0 ist, folgt mit der konvergenten Neumannschen Reihe
(E—C)~' >0, und damit ergibt sich

0<(E-C)'D'= (DA '=A"'"DD =41,
O

1Satz von Perron-Frobenius: A € R"*" n > 1 sei irreduzibel und A > 0. Dann gilt
p(A) > 0 ist einfacher EW von A, zu A = p(A4) gehort ein positiver EV & > 0. Und es gilt
p(B) > p(A) fa. B2 A
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Diesen Satz kann man noch verschérfen, es gilt

Satz A.11. Sei A € Z™", D = diag(ay,...,an,) und C = E — D7'A.
Dann sind die Aussagen

1. A requlir und A=* > 0 und
2.D>0,C>0, p(C) <1, C irreduzibel
dquivalent.

Beweis. Es soll nur die Richtung 1. = 2. gezeigt werden.
Wire A reduzibel, so liele sich A in der Form

_( An Ap
A= ( 0 Ay
mit quadratischen Blocken Aqq, Agy darstellen, und die Inverese hétte die

Struktur . . .
A — Al —A Ady
0 Ay
wobei der linke untere Null-Block im Widerspruch zu A=! > 0 steht, also ist

A irreduzibel. Da sich C und A in ihrer Struktur nur auf ihrer Diagonalen
unterschieden, ist C' auch irreduzibel. O

Koeffizientenmatrizen A von FD- oder FV-Diskretisierungen sind oftmals M-
Matrizen und es gelten meistens die Voraussetzungen des Satzes und
damit auch die Aussage 2, d.h. fiir die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens
C' gilt dann C' > 0 und p(C) < 1. Der folgende Satz liefert die Grundlage zum
Vergleich der Konvergenz von Verfahren, bei denen die Iterationsmatrizen der
Relation € > C5 > 0 geniigen.

Satz A.12. Set A >0, A€ R"™™. Dann gilt

0 < p(A) ist EWvon A, d.h. p(A) € o(A), (A.5)
zu A = p(A) gehort ein nichtnegativer EV x 2 0, (A.6)
p(B) > p(A) firalleB>A. (A.7)

Beweis. Da der Fall n = 1 trivial ist, nehmen wir n > 1 an. Wir setzen
A. = A+ el = (a;; +e¢) fiir e > 0. A, ist irreduzibel und nach dem Satz von
Perron-Frobenius ist Ac = p(A,) ein EW von A, zum EV z, > 0, ||z¢||c = 1.
Da die EW als Polynomnullstellen stetig von A, abhéngen, ist

A= lir% Ae = lir% p(Ae) = p(A)
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EW von A. Da {z | ||z|l = 1} kompakt ist, gibt es eine konvergente
Teilfolge z., — x mit ||z]||ec = 1 und z > 0. Aus Az, = Az, folgt
Ax = Ax, d.h. x 2 0 ist EV.

Nun sei By, in Analogie zu A, definiert. Aus den Ungleichungen By, > A.
und p(Ba) > p(A.) ergibt sich p(B) > p(A) fiir e — 0. O

Die am Anfang des Abschnittes angegebene Matrix im Ergebnis der Dis-
kretisierung eines elliptischen Randwertproblems ist eine irreduzibel diago-
nal dominante L-Matrix, also eine M-Matrix. Mit den bisher diskutierten
Eigenschaften dieser Matrizen kann man nun zeigen, dass das GauB-Seidel-
Verfahren schneller als das Jacobi-Verfahren konvergiert. Dazu brauchen wir
noch eine Eigenschaft des Verfahrens

Bak+D) = Ry ®) 1 p (A.8)
zur Losung von Ax = b, wobei A durch
A=B-R (A.9)
mit einer reguldren Matrix B aufgespaltet sein soll.

Definition A.13. Die Matriz B € R™™™ qus (A.9) beschreibt eine regulire
Aufspaltung von A € R™™ falls

B requlir, B~' >0, B> A. (A.10)

Zur Konvergenz eines Iterationsverfahrens (A.8)) fiir eine reguldre Aufspal-
tung von A betrachten wir

Satz A.14. Sei A~' > 0 (es reicht auch aus, wenn A eine M-Matriz ist). B
beschreibt eine requlire Aufspaltung von A (A = B — R). Dann konvergiert
das Iterationsverfahren (A.8)) und es gilt

p(A'R)

p(S) = p(B~'R)
Beweis. Wegen p(A™'R)/(1+ p(A™'R)) < 1 geniigt es,
C)
BflR — p(
fir C = A7'R zu zeigen. Wegen S = B™'R > 0 gilt

0<S=B'"R=[A"'B"A'R=[AY A+ R)| "A'R=(E+0O)"'C .
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Zu X\ = p(S) € o(S) gehort wegen S > 0 nach dem Satz von Perron-Frobenius
ein EV z 2 0. Aus

M =Sz =(E+C)'Cr folgt I\v+\Cx=Czx.

Damit kann der Wert A = 1 nicht auftreten (sonst miisste x = 0 sein) und
es ist

A
1=
Wegen A=! > 0 und R > 0 ist auch C' > 0. Damit folgt aus x = 0 und

Cz > 0 die Ungleichung ﬁ > 0, was

Cx

T . (A.12)

0<A=p9) <1

impliziert. Aus (A.12) folgt, dass A" genau dann ein EW von S ist, wenn

= 1:\—:\, ein EW von C' ist. Aus |N| < A = p(S) schlieit man auf

=2 M A
N ST 1o

d.h. |u| ist maximal fir X' = X = p(S) € o(S). Nach dem Satz von Perron-
Frobenius ist = p(C) € o(C') der maximale EW von C, also gilt

= ps) =29

_p(S)
(©) S THp0)

11— p(5)
O

Nun kann man folgenden Vergleichssatz formulieren, der den Vergleich von
Jacobi- und Gauf3-Seidel-Verfahren ermdoglicht.

Satz A.15. Gelte A=t > 0. Durch B, und By seien zwei requdre Aufspal-
tungen von A gegeben. Wenn By und By in der Form

A< B <B, (A.13)
vergleichbar sind, dann guilt
0<p(S1) <p(Sy) <1, wobei S;:=B;'R;, Ri:=W;—A. (A.14)
Gilt A~ > 0 und fiir die requldren Aufspaltungen
AS B S By, (A.15)
dann folgt
0<p(S1) <p(Ss) <1. (A.16)

171



Beweis. Es soll nur die Aussage (A.14) gezeigt werden (zum Beweis dieses
Satzes und des Satzes [A.14] sei im Ubrigen auf die "Bibel” zur iterativen
Losung grofier Gleichungssysteme von W. Hackbusch (im Netz verfiigbar)
verwiesen).
Cy = A7'R; und Cy = A™' R, erfiillen 0 < C; < Cy und damit 0 < p(Cy) <
p(Cs) (s. (A.7)). Aus der Darstellung erhilt man

p(Ch) p(Cs)

0= oS =1 S Trpiay ~ P =1

[]

Bemerkung A.16. Da fiir die irreduzible diagonal dominante oder strik
diagonal dominante L-Matrizen mit A = D 4+ L + U die Zerlegungen

Bi=D+L und By=D
regulir sind, A=! > 0 gilt, und
AS B S B
gilt, ist die Konvergenzrate des Gauf-Seidel-Verfahrens grofler als die des
Jacobi-Verfahrens.

Zum Schluss dieses Abschnittes soll noch das sogenannte M-Kriterium zur
Abschéatzung der Norm der Inversen einer Matrix A, die man bei Stabi-
litdtsabschatzungen von Diskretisierungen gebrauchen kann, notiert werden.

Satz A.17. (M-Kriterium)
Sei A eine M-Matriz und e > 0 ein Vektor mit Ae > 0. Dann gilt

max; e;
A—l oo<Ce . t 06:247
1Ayl < Culylloe it €= 0
d.h.
147 ] < Ce .
Beweis.
Sei x = A~ 'y, also Az = y. Dann ist
+r; = > (A7) <D (A gyl -
j=1 j=1
Sei ¢ = min;(Ae);, d.h. Ae > ¢(1,1,...,1)T. Da A invers monoton ist (aus

Az <0 folgt = < 0), gilt
e>cAN1,1,....,1)T, dh e > CZ(A_l)ij )

J=1
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Daraus folgt nun fz; < %||y||o und damit

_ llell

00 - oo:Ce 0
lellee < == =1yl |yl

also die Aussage des Satzes. m

Bemerkung A.18.

Die Matrizen vom Typ sind L-Matrizen und irreduzibel diagonal do-
minant, d.h. sie sind auch M-Matrizen. Damit sind sie invertierbar (regulér)
und man kann in der Regel eine Schranke fiir die Maximumnorm der inversen
Matrix A~! angeben, was Stabilitit bedeutet.

Allerdings muss man dazu einen Vektor e mit der geforderten Eigenschaft
finden. Bei strikt diagonal dominanten L-Matrizen findet man mit

e=(1,1,...,1)7

diesen Vektor sofort.
Beim Beispiel des Poissonschen Randwertproblems auf einem n-dimensionalen
Einheitswiirfel konnte man die Funktionswerte von
1 }
v(x) = 53:1(1 —x) fir x=(x1,29,...,2,) € A,

als Komponenten des Vektors e > 0 wihlen, denn es gilt
~Lyv(r) =1 bzw. Ae=(1,1,...,1)"' >0.
Mit |[le]| = § erhélt man dann

1
A oo < <
8

A.2 Schachbrett-, Zebra- und andere Varia-
blennummerierungen

Die Matrizen entstehen bei Diskretisierungen, bei denen man die Unbe-
kannten lexikographisch ordnet. Bei Finite-Differenzen- oder Finite-Volumen-
Methoden approximiert man z.B. den Laplace-Operator (2d-Fall) an einem
Punkt (x,y) durch Funktionswerte auf einem regelméafiigen Gitter durch den

sogenannten 5-Punkte-Stern (s. Abb. [A.1])

_du(r,y) —u(z+hy) —ulr — hy) —u(z,y +h) —u(z,y —h)
_Au|($:y) ~ 2 )

(A.17)
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u(x,y+h)

u(x-hy)  |u(xy) u(x+h.y)

u(x,y _h}

Abbildung A.1: Differenzenstern zur Approximation von A

wobei h > 0 ein Diskretisierungsparameter ist. Durch Taylorentwicklung
zeigt man bei ausreichender Glattheit von u, dass die Approximation (A.17)
von der Ordnung O(h?) ist. Die Abbildung zeigt die lexikographische
Nummerierung der Unbekannten auf einem Rechteckgitter, die bei der nu-
merischen Losung eines elliptischen Randwertproblems auf ein lineares Glei-
chungssystem mit einer Koeffizientenmatrix der Form fithrt. Die Diffe-

17 18 19 20

13 14 15 16

Abbildung A.2: lexikographische Nummerierung der Unbekannten
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renzengleichung mit der Unbekannten u;g & u(2h, 3h) ergibt sich z.B. zu

durg — Uy — U9 — Ug — Usg

72 =T10 - (A18)
Die Koeffizientenmatrix ergibt sich zu
A =T 0 0 0
-T A -T 0 0
A = o -T" A -T O , (A.19)
0 o -T A -T
0 0 o -7 A
wobei fiir die Blocke
4 -1 0 0 10 00
1 -1 4 -1 0 1 01 00
A=ml o 214 a1 TTmEloo o (4.20)
0O 0 -1 4 0 001

gilt. Nummeriert man die Unbekannten schachbrettartig (chequer-board or-
dering) geméf Abbildung [A.3] dann erhilt man als Koeffizientenmatrix

17 7 18 8

13 J 14 4

Abbildung A.3: schachbrettartige Nummerierung der Unbekannten

A, = ( o g) , (A.21)
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mit D = %E und F als Einheitsmatrix aus R'**1% und der Matrix

1010000000
1101000000
1011100000
0101010000

s__llooro101000

| 0001110100
0000101110
0000010101
0000001010
0000000111

Die Gleichung fiir die Unbekannte ui5 &~ u(2h,3h) (entspricht (A.18]) bei
lexikographischer Nummerierung) ist dann

duys — ug — us — Uy — U3

h2

=75 .

Der Matrixblock B muss nicht notwendig quadratisch sein, das hangt davon
ab, ob man in seinem ” Schachbrett” die gleiche Anzahl schwarzer und weifler
Felder hat (was im Beispiel mit 10 und 10 gegeben ist).

Die unterschiedlichen Nummerierungen dndern im Falle der numerischen
Losung eines elliptischen oder parabolischen Randwert- bzw. Randanfangs-
wertproblems nichts an den wesentlichen Eigenschaften wie Symmetrie, oder
Diagonal-Dominanz. Unterschiedliche Nummerierungen erweisen sich aber
als sinnvoll mit Blick auf Parallelisierungen der Algorithmen. Aulerdem kann
man zeigen, dass das GauB-Seidel-Verfahren im Falle der schachbrettartigen
Nummerierung doppelt so schnell wie das Jacobi-Verfahren ist, d.h. fiir die
entsprechenden Iterationsmatrizen Sgg, und Sj,. gilt

p(Scs.,) = p(Sjac)” -

Eine sehr ausfithrliche Diskussion zu dieser Thematik findet bei Hackbusch
"Tterative Losung grofler Gleichungssysteme” statt.
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