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Hausaufgaben: (Abgabe vor der Vorlesung am 18. November 2013)

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung und die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b mit
1 1 1 1 4
1 2 3 3 9
A= 1 3 6 61|’ b= 16
1 3 6 10 20
Aufgabe 2: (6 Punkte)

Gegeben sei eine Matrix A € R* 17+ mit

R v n,n n
A_{wT O]’ ReR™™ v,weR".

Zusétzlich sei R eine invertierbare obere Dreiecksmatrix.
(a) Geben Sie die LR-Zerlegung der Matrix A an.
(b) Zeigen Sie, dass A genau dann nichtsingulér ist, wenn w? R™1v # 0.

(c) Formulieren Sie einen Algorithmus zur Losung des Gleichungssystems Az = b mit b € R**! und
geben Sie den Aufwand in Abhéngigkeit von n an.

Aufgabe 3: (5 Punkte)
Gegeben sei eine strikt diagonaldominante Marix A = [a;;]; j=1,...n» € R™", das heiflt es gelte

.....

n

|aii| > Z |aij\ fir allei =1,...,n.
7

Zeigen Sie mit Hilfe des GauBschen Eliminationsverfahrens, dass A7 eine LR-Zerlegung besitzt und
invertierbar ist. Folgern Sie, dass A ebenfalls eine LR-Zerlegung besitzt.

Aufgabe 4: (5 Punkte)
Sei A € R™™ eine Matrix und A = UXVT ihre Singulirwertzerlegung, d.h. die Diagonalmatrix
Y = diag(o1,...,0min(n,m)) € R™™ enthalte die Singuldrwerte o1 > -+ > Oupinn,m) > 0 und die

quadratischen Matrizen U, V seien orthogonal. Sei r € N. Zeigen Sie, dass dann
C’:zU-diag(ol,...,ar,O,...,O)~VT r < min(n,m)
die beste Rang r Approximation an A ist, d.h. dass C die Gleichung

; 2 _ A2 2 2
CGR"vaggﬁg(c)sr 14 = Cll =14 = Clle = 071+ + Oainga,m)

erfiillt.



Programmieraufgabe 3: (Abgabe in den Rechnersprechstunden bis zum 21. November 2013)
Schreiben Sie ein Programm cholesky welches die Cholesky-Zerlegung GGT einer symmetrisch positiv
definiten Matrix A € R™" berechnet, wobei G eine untere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalele-
menten ist. Der Aufruf soll mit

G=cholesky (A)

erfolgen und als Eingabe eine symmetrische, positiv definite n x n Matrix A erhalten. Als Riickgabe G
soll die Funktion eine Matrix der Grofie n x n liefern, wobei G die untere Dreiecksmatrix G ist.
Schreiben Sie auflerdem ein Programm C_rekursion, welches ausgehend von der berechneten Cholesky-
Zerlegung die Losung des Gleichungssystems GGT 2 = b berechnet:

x=C_rekursion(G,b)

mit der Eingabe G, wie bei der Ausgabe in cholesky, sowie b ein Vektor der Linge n. Ausgegeben
werden soll x, die numerisch berechnete Losung.

Vergleichen Sie Thren Algorithmus mit dem Testbeispiel aus Hausaufgabe 1. Verwenden Sie Thren Algo-
rithmus auflerdem zur Losung des Gleichungssystems Hx = b mit

H = [hijlij=1,.n €ER™", hyy=(i4+j—-1)7",

x=[1,1,...,1]T und b = Hx. Vergleichen Sie fiir n = 2,3,4,...,30 die numerische Lésung &, mit der
exakten Losung « anhand des absoluten Fehlers max; |Z,(¢) —2(¢)| und interpretieren Sie die Ergebnisse.
Hinweis: die Matlab Funktion hilb(n) liefert die Hilbertmatrix der Dimension n.



Ubungsaufgabe fiir die Tutorien:

Aufgabe 1:
Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrizen

4 2 2 4 -4 2
A1 =12 5 3 y A2 = |—4 8 —4
2 3 6 2 —4 6
Aufgabe 2:
Sei A € R™™ eine Matrix. Zeigen Sie, dass
lAll2 = o1, (Spektralnorm)
|Allr = \/U% + Ufnin(n)m), (Frobeniusnorm)

wobei 01 > -+ > Oyin(n,m) > 0 die Singuldrwerte von A bezeichnen. Uberlegen Sie sich, dass A € R™"

invertierbar ist, genau dann wenn o,, > 0. In diesem Fall ist dann [[A7!||2 = = und kp(A4) = Z-.

Aufgabe 3:
Sei A € R™*™ nichtsingulédr. Zeigen Sie, dass gilt

o, {MA=BlL_ L
B singulér ||A||2 Ko (A)

Aufgabe 4:
Berechnen Sie eine (diinne) Singuldrwert-Zerlegung der Matrizen

000 L
010 b
A = , Ay=11 0
010 L0
000 L0



