
Beweis der Assoziativität der Multplikation von Polynomen

Definiere die Menge aller Polynome über R durch

R[t] = {
n∑
j=0

akt
k | a0, . . . , an ∈ R, n ∈ N}.

Seien p, q ∈ R[t], d.h. es gibt m,n ∈ N mit

p(t) =
n∑
j=0

pkt
k, q(t) =

m∑
j=0

qkt
k.

Sei nun m ≤ n (der Fall m > n geht analog), dann setze

qm+1 = qm+2 = · · · = qn = qn+1 = · · · = q2n = 0, pn+1 = · · · = p2n = 0

und definiere die Multiplikation wie folgt

p(t) · q(t) =
2n∑
k=0

γkt
k mit γk =

∑
i+j=k

piqj.

Sei z.B. p(t) = p0 + p1t+ p2t
2 = 1 + 2t+ 3t2 und q(t) = q0 + q1t = 4 + 5t, dann ist

p(t) · q(t) = p0 · q0︸ ︷︷ ︸
i+j=0

+(p0 · q1 + p1 · q0︸ ︷︷ ︸
i+j=1

)t+ (p0q2 + p1q1 + p2q0︸ ︷︷ ︸
i+j=2

)t2

+ (p0q3 + p1q2 + p2q1 + p3q0︸ ︷︷ ︸
i+j=3

)t3 + (p0q4 + p1q3 + p2q2 + p3q1 + p4q0︸ ︷︷ ︸
i+j=4

)t4

=(1 · 4) + (1 · 5 + 2 · 4)t+ (1 · 0 + 2 · 5 + 3 · 4)t2

+ (1 · 0 + 2 · 0 + 3 · 5 + 0 · 4)t3 + (1 · 0 + 2 · 0 + 3 · 0 + 0 · 5 + 0 · 4)t4

=4 + 13t+ 22t2 + 15t3.

Nun zeigen wir das Assoziativgesetzt der Multiplikation:
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Seien dazu p(t) =
n∑
j=0

pjt
j, q(t) =

n∑
j=0

qjt
j, r(t) =

n∑
j=0

rjt
j, dann gilt

(p(t) · q(t)) · r(t) = (
2n∑
k=0

(
∑
i+j=k

(piqj))︸ ︷︷ ︸
=γk

tk) · (
n∑
l=1

rlt
l)

=
3n∑
m=0

∑
k+l=m

(γkrl)t
m =

3n∑
m=0

∑
k+l=m

(
∑
i+j=k

(piqj)rl)t
m Ass.inR

=
3n∑
m=0

∑
k+l=m

(
∑
i+j=k

pi(qjrl))t
m

Indextausch
=

3n∑
m=0

∑
i+k′=m

(
∑
j+l=k′

pi(qjrl))t
m Distrib.inR

=
3n∑
m=0

∑
i+k′=m

pi(
∑
j+l=k′

(qjrl︸ ︷︷ ︸
γ′

k′

))tm

=
3n∑
m=0

∑
i+k′=m

piγ
′
k′tm = (

n∑
i=0

pit
i) · (

2n∑
k′=0

γ′
k′tk

′
) = p(t) · (q(t) · r(t)).
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