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1 Motivation

Frage: Wozu die Jordan-Normalform?

* Gesehen: Diagonalmatrizen sind gut, denn: FEigenwerte und Eigenvektoren kénnen ab-
gelesen werden, Matrixpotenzen A* lassen sich leicht berechnen, usw.
Weiter gesehen: Diagonalisierbare Matrizen ebenfalls gut: A = PDP~!, dann ist wieder
A* = PDFP~1 leicht zu berechnen.

x s gilt: A ist diagonalisierbar < es existiert eine Basis aus FEigenvektoren.
Problem: nicht alle Matrizen /Endomorphismen sind diagonalisierbar! Dies ist der Fall,
wenn es keine Basis aus Eigenvektoren gibt.

« Ziel: Finde eine Verallgemeinerung von Eigenvektoren, so dass zu f € Z(V,V) eine
Basis B aus verallgemeinerten Eigenvektoren existiert bzgl. der [f]z s moglichst nahe
an einer Diagonalmatrix ist. In Matrixsprache: Finde zu A € K™" einen Basiswechsel
P € GL,(K), so dass J4 = P~ AP moglichst nahe an einer Diagonalmatrix ist.

Die Jordan-Normalform ist ,,moglichst nahe an einer Diagonalmatrix®.
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2 Algorithmus — Wie und warum funktioniert das?

2.1 Zutat 1 - Fiir einen Jordanblock

Wie muss die Basis B = {v1,...,vs} C V aussehen, bzw. wie muss X = [vl vs] €
GL;(K) aussehen, so dass
A1 A1
fls = € K bzw. X 'AX = € K*%?
i A1 A1
A
Im Matrixfall' gilt mit X = [v; ... vs] € GLp(K):
A1 A1
XAx=| - s AX =X
Al Al
A A

genau dann, wenn

Avl = )\1)1
Avg = 1v1 + Avg
Avsg = lvg + Avg

allgemein: Av; = 1v;_1 +Av; (j=2,...,5).

Dies gilt genau dann, wenn

(A= X)v; =0 (1)
(A — )\I)Ug =1 (2)
(A — )\I)Ug = V2 (3)
allgemein: (A — A)vj=vj1 (j=2,...,5). (4)

Untersuchen wir dies etwas genauer.

Beobachtung 2.1. * Fiir die Vektoren vy, ..., v, gilt

Vs
vs—1 = (A — N )v,
Ve = (A= Nve_1 = (A — X)?v,

allgemein: v,_; = (A — Mo, 7=0,1,2,...,5—1,

'Fiir einen Endommorphismus geht es ganz genau so, ist aber etwas linger aufzuschreiben.
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d.h. vs,vs_1,...,v; sind eine Folge wie bei den Krylov-Réumen?. Wir sagen, die Vekto-
ren vy, v, ..., Vs bilden eine Jordankette.

« Da X invertierbar ist, sind insbesondere alle Spalten von Null verschieden. Formel (1)
bedeutet daher, dass vy ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist. Formel (2) zeigt
(A— A)vy =v; #0, also vy ¢ Kern(A — AI). Es gilt jedoch

(A—A)*vg = (A~ X)v; =0,

also vy € Kern((A — A\I)2). Wegen (A — X )%v3 = vy # 0 ist v3 ¢ Kern((A — \I)?), aber
wegen

(A= A)3v3 = (A— )%y =0
ist v3 € Kern((A — AI)?). Allgemein ist
v; € Kern((A — M)\ Kern((A —AI)77Y),  (j=1,...,s).

Da Vektoren mit dieser Eigenschaft eine ausgezeichnete Rolle spielen, bekommen sie
einen eigenen Namen.

Definition 2.2. Seien V ein K-Vektorraum mit dim(V) € N, f € Z(V,V) und A € K ein
Eigenwert von f. Dann heifit v € V ein Hauptvektor k-ter Stufe zum Figenwert A von f, falls

v € Kern((f — Xid)¥)\ Kern((f — Aid)*~1).
Fiir Matrizen werden Hauptvektoren genauso definiert.

Bemerkung 2.3. Hauptvektoren 1-ter Stufe sind Eigenvektoren. Daher sind Hauptvektoren
eine Verallgemeinerung von Eigenvektoren.

Wir fassen zusammen:

Fir X = [v; ... vs] € GLy(K) gilt
Al
XAx=| - | ek
A1
A
genau dann, wenn v; ein Hauptvektor j-ter Stufe von A zum Eigenwert Aist (j = 1,2,...,s)
und die Vektoren vy, ..., v, eine Jordankette bilden:
Vs
vs—1 = (A — X )vs
Vo = (A — )\I)Ug
v = (A — )\I)UQ.

Merke: ’Die Jordankette der Lénge s startet mit einem Hauptvektor der Stufe s.

2Vergleiche den Beweis der Jordan-Normalform.
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2.2 Zutat 2 — Blécke zdhlen

Wir haben gerade gesehen, dass wir, um einen Jordanblock der Grofie s zu erhalten, eine
Jordankette der Liange s aus Hauptvektoren benstigen. Um es kurz und prignant (aber etwas
weniger prézise) zu formulieren:

Pro Jordanblock eine Jordankette! ‘

Zur Berechnung der Jordan-Normalform brauchen wir also die Anzahl und Lange der Jor-
danketten zu den verschiedenen Eigenwerten von A. Anzahl und Linge der Jordan-Ketten
entsprechen dabei der Anzahl und Groéfle der Jordanblocke. Diese kénnen wir wie folgt be-
rechnen: Ist A ein Eigenwert von A, so ist flir s = 1,2, ...

ds()\) := Rang((A — AI)*!) — Rang((4 — \I)*)
=n — dim(Kern((A — AXI)*™ 1)) — (n — dim(Kern((A — AI)*)))
= dim(Kern((A — \I)®)) — dim(Kern((A — AI)*™1))
= Anzahl der Jordanblocke zum EW X der Grofle s x s oder grofler.

Wir merken uns:

ds(A\) = Anzahl der Jordanblécke zum EW X der Grofie s x s oder grofler.

Aus dieser Charakterisierung folgt insbesondere
ds(\) > ds31(A) >0, s=1,2,....
Weiter gilt

ds<)\) - ds+1()‘)
= Anzahl der Jordanblocke zum EW A der Grofle s x s oder grofler

— Anzahl der Jordanblocke zum EW X der Grofle (s + 1) x (s + 1) oder grofier
= Anzahl der Jordanblocke zum EW A der Grofle genau s X s.

Bemerkung 2.4. Ist A ein Eigenwert von A, so existiert eine kleinste Zahl m € N mit

{0} = Kern((A — M\I)%) € Kern((A — AI)!) € Kern((A — X)?) < ...
C Kern((A — AXI)™) = Kern((A — X)) = ...,

d.h. m ist die kleinste Zahl, fiir die Kern((A — AI)™) = Kern((A — A\I)™*!) gilt. Dann folgt
dm+1(N) = dim(Kern((A — AXI)™)) — dim(Kern((A — AI)™)) = 0,

d.h. es gibt keine Jordanblécke der Grofle (m + 1) x (m + 1) oder grofier. Insbesondere gilt
ds(A\) =0 fiir alle s > m + 1.
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2.3 Algorithmus

Sei A € K™" gegeben und P4 zerfalle in Linearfaktoren. (Ist f € Z(V, V) gegeben, geht das
angegebene Verfahren analog, bzw. wendet man dies auf eine beliebige darstellende Matrix
von f an.)

(I) Bestimme die EW von A als Nullstellen von P4 = det(t] — A).

(IT) Fiir jeden Eigenwert A von A fiihre folgendes Programm durch:
(i) Bestimme
{0} = Kern((A — A\I)°) € Kern((A — A\I)') € Kern((A — A)?) € ... C Kern((A — AI)™) = ...
wobei m die kleinste Zahl mit Kern((A4 — A\I)™) = Kern((A — AI)™*1) ist. Dies ist
genau die kleinste Zahl m fiir die dim(Kern((A — A\I)™)) = a(\, A) gilt.
(ii) Fir s = 1,2,...,m bestimme die Zahlen
ds := dg()\) = dim(Rang((A — AI)*™1)) — dim(Rang((4 — A\I)*))
= dim(Kern((A — AI)*)) — dim(Kern((4 — A\I)*"1)) > 0
(Fiir s > m + 1 ist ds(\) = 0, siehe Abschnitt 2.2.) Speziell ist
di(A) = dim(Kern(A — A\I)) = g(\, A)
die Anzahl der Jordanblécke zum Eigenwert .

(ili) Bestimmung der Jordanketten.

x Wegen d,, —dpm+1 = dp, gibt es genau d,,, viele Jordanblocke der Grofle m x m.
Fiir jeden Block bestimmen wir eine Jordankette aus Hauptvektoren: Wéhle
dm-viele Hauptvektoren m-ter Stufe:

V1my, V2my - - - 5 Vdyym € Kern((A — AI)™)\ Kern((A — AI)™ 1)

dm
so, dass gilt: Sind «ay,...,aq, € K mit > av;m € Kern((A — AXI)™™1), so
i=1
folgt 1 = ... = ay,, =0.
Bemerkung 2.5. Wegen 0 € Kern((A — M\)™~ 1) besagt diese zusitzliche
Bedingung insbesondere, dass v1,...,vq,, m linear unabhéngig sind. Diese
Bedingung wird spiter garantieren, dass wir eine Basis von K™! (bzw. V)

bekommen. Diese Bedingung ist wesentlich: Existieren ay,...,aq, € K nicht

dm
alle Null mit > a;jvj, € Kern((A — AI)™™1), so folgt
j=1

m dm
0= (4 At (z m) S A A,
i=1 i=1

d.h. die Eigenvektoren (A — AI)™ 'v;,, in den Jordanketten sind linear ab-
héngig. Damit kénnen wir keine Basis mehr erhalten.

Zu den Indizes: Der erste Index bei den v; ; steht fiir die Nummer der Kette,
der zweite Index fiir die Stufe des Hauptvektors (hier also aus Kern((A— \I)?)
aber nicht aus Kern((A — \I)7~1)).
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x Fir j =m,m —1,...,2 fahren wir wie folgend fort:

Wir haben bisher d; Hauptvektoren j-ter Stufe vy j,v2j,...,va;,; gefunden,
d;

die die folgende Bedingung erfiillen: Sind aq,...,aq, € K mit ) ajv;; €
i=1

Kern((A — X)771), so folgt an = ... = g, = 0. Jeder dieser Vektoren wird

mit A — Al multipliziert, also

vivj_l = (A — )\I)Ui’j, 1 S 7 S dj,
womit wir Hauptvektoren (j — 1)-ter Stufe erhalten. (Ubungsaufgabe!).

d; )
Bemerkung 2.6. Seien ay, ..., aq; € K mit D1 € Kern((A—M\I)7—2),
=1

so folgt

0= A )\I Z Qi j—1 A >\I Z QU5 |

dj '
also Y a;v; j € Kern((A — AI)P71), woraus ay = ... = ag; = 0 folgt.

i=1
Falls dj_1 > d; ist, so gibt es dj — d;_; viele Jordanbdcke der Gréfe (j — 1) x
( —1). Fiir diese bendtigen wir Jordanketten der Liange j — 1. Daher ergéinzen
wir die so erhaltenen

V1,j—1,V2,5—1, -+, Vd; j—1 € Kern((A — )\I)jil)\ Kern((A — /\I)];Q)

zu dj_; vielen Hauptvektoren (j — 1)-ter Stufe (falls d;_1 > d;, sonst ist nichts
zu tun)

V1,j—1,V2,5—15--+,Vd;_;,j—1 € Kern((A — )\I)j_l)\ Kern((A — )\I)j_Q)

d]'_l .
so, dass gilt: Sind a1, ..., aq,_, € K mit > v i1 € Kern((A — M)772), s0

folgt ay = ... = ag;_, = 0. B
Nach dem Schritt fiir j = 2 haben wir v1 1,v21,...,v4,1 € Kern(A—\I) gefunden.
Wegen Kern((A—\I)%) = {0} sind diese Vektoren dank der Zusatzbedingung linear
unabhéngig. Da dim(Kern(A—AI)) = d; ist, haben wir eine Basis von Kern(A—A\I)
gefunden.

Wir haben damit dy verschiedene Jordanketten gefunden. Diese werden wie folgt
als Matrix zusammengefasst:

N . . . n,a(A,A
Xy = [’ULl,ULQ,... 7v1,m7v2,lav2,27-~'702,*7~'-avd1,1>~'-7vd17*] c K ( )

Jede Kette beginnen wir mit dem EV, dann kommt der HV 2-ter Stufe, dann der
HV 3-ter Stufe, usw.

Konvention: In X schreiben wir zuerst die lidngste Kette, dann die zweitldngste
Kette, usw.
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(III) Sind Aq,...,\; die verschiedenen EW von A (Reihenfolge egal), dann ist
P=[X) ... X)]eK™
eine Ubergangsmatrix, so dass
PTTAP = Jy

in Jordannormalform ist.

Im ersten Diagonalblock der GroBe a(A1, A) stehen Jordanblocke zum Eigenwert Aj, de-
ren Groflen genau den Lingen der Jordanketten entsprechen. Im zweiten Diagonalblock
(der GroBe a(Ag, A)) stehen die Jordanblocke zum Eigenwert A2, usw.
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3 Algorithmus - Kochrezept

Sei A € K™"™ gegeben und Py zerfalle in Linearfaktoren. (Ist f € £ (V, V) gegeben, geht das
angegebene Verfahren analog, bzw. wendet man dies auf eine beliebige darstellende Matrix
von f an.)

(I) Bestimme die EW von A als Nullstellen von P4 = det(t] — A).

(IT) Fiir jeden Eigenwert A von A fiihre folgendes Programm durch:

(i) Bestimme
{0} =C Kern((A — M\I)1) € Kern((A — AI)?) € ... € Kern((A — AI)™) = ...

wobei m die kleinste Zahl mit Kern((A — AI)™) = Kern((A — A\I)™*1) ist. Dies ist
genau die kleinste Zahl m fiir die dim(Kern((A — A\I)™)) = a(\, A) gilt.

(ii) Fir s = 1,2,...,m bestimme die Zahlen

ds = ds(\) = dim(Kern((A — M)%)) — dim(Kern((A — AXI)*71)) > 0.

(iii) Bestimmung der Jordanketten.

x Wihle d,,-viele Hauptvektoren m-ter Stufe:

Vlm, V2,ms - - - > Vd,,.m € Kern((A — AI)™)\ Kern((A — )\I)m_l),

dm
so dass gilt: Sind Aq,..., \g,, € K mit > \v; ., € Kern((A—XI)™1), so folgt
i=1

Al =...=)q, =0.
x Fir j =m,m —1,...,2 fahren wir wie folgend fort:
Wir haben bisher d; Hauptvektoren j-ter Stufe vy j,v2j,...,v4;; gefunden.

Jeder dieser Vektoren wird mit A — A\l multipliziert, also
vi,j—l = (A - )\I)Ui,jy 1 S ) S dj.
Ergénze die so erhaltenen

V1,j—1,V2,j-15- - Vd;,j—1

zu dj_1 vielen Hauptvektoren (j —1)-ter Stufe (falls d;_1 > d;, sonst ist nichts
zu tun)

V1,j—1,V2,5—15 -+ Vdj_1,j—1 € Kern((A — )\I)j_l)\ Kern((A — )\I)j_Q)

di_1 ‘

so, dass gilt: Sind Ay,...,Ag,_; € K mit ]Z Aivi j—1 € Kern((A — M )7=2), so
i=1

folgt My =...= )\dj—l =0.
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Wir haben damit d; verschiedene Jordanketten gefunden. Diese werden wie folgt
als Matrix zusammengefasst:

N . . . n,a(\,A
X)\ = [U171,U1’2,.‘. ,’Ul,m,’Ug,l,Ugg,...,027*,...,Udhl,...,?,}dh*] c K ( )

Jede Kette beginnen wir mit dem EV, dann kommt der HV 2-ter Stufe, dann der
HV 3-ter Stufe, usw.

Konvention: In X schreiben wir zuerst die lingste Kette, dann die zweitlidngste
Kette, usw.

(ITT) Sind Aq, ..., A; die verschiedenen Eigenwerte von A (Reihenfolge egal), dann ist
P=[X) ... X)]eK™
eine Ubergangsmatrix, so dass
PAP =y

in Jordannormalform ist. Dabei entsteht zu jeder Jordankette ein Jordanblock passender
GoBe.
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4 Beispiel

Betrachte die Matrix

e >

N

I

|

—

o
o w o
o oo
co oo

0 0 0 0 4

Bestimme die Jordannormalform J4 von A sowie eine Basiswechselmatrix P.

(I) Bestimme die EW von A:

t—5 0 -1 0 0
0O t—-1 0 0 0
Py = det(t] — A) = det 1 0 t-3 0 0
O 0 0 t—1 0
O 0 0 0 t-4

Laplace-Entwicklung nach der 5., 4, und 2. Zeile liefert

— (t— 4)(t— 1) det ([t 00 t_—13D = (¢ =)t - 1)*((t - 5)(¢t - 3)+1)

=(t—4)(t -1 -8t +15+1) = (t —4)(t — 1)*(t* — 8t + 16)
= (t—4)3(t—-1)>%
Also sind die Eigenwerte A\ = 1 mit a(1, A) =2 und Ay =4 mit a(4, A) = 3.

(IT) Fiir jeden Eigenwert A von A fiihre folgendes Programm durch:

(i) Fir Ay = 1:
4 0100
0 00 00O
Kern(A—I)=Kern | |-1 0 2 0 0| | =Span{es,es}
0 0000
0 000 3
und da dim(Kern(A — I)) =2 = a(1, A), kénnen wir schon aufhoren.
Fir A = 4:
[ 1 0 1 0
-3 0 0
Kern(A —4I) =Kern | -1 -1 0 = Span{e; —e3,e5},

O O O O O

Kern((A — 41)?) = Kern = Span{ej,e3, es5}.

coocoo!
coocwvo
cwvwo oo
coocoo
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Nun sind wir wegen dim(Kern((A — 41)?)) = 3 = a(4, A) fertig.
(ii) Fir Ay = 1ist di(1) = dim(Kern(A — 1)) = 2.

Fiir \g =4 ist d1(4) = dim(Kern(A—41)) = 2

dim(Kern(A —47))=3—-2=1.

(iii) Bestimmung der Jordanketten.

und d(4) = dim(Kern((A—41)%))—

* Fiir Ay = 1ist m = 1. Wihle als Hauptvektoren 1-ter Stufe vi 1 = e2,v21 = e4.
Diese bilden eine Basis von Kern(A — I). Somit gilt: Sind aj,as € K mit
ares + aseqy = 0, so sind o = as = 0.

Fiir Ay = 4 ist m = 2. Es sind

Kern((A — M)?) = Span{ey, e3, e5},

Kern((A — MXI)') = Span{e; — ez, e5}.
Wegen dz(4) = 1 wéhlen wir einen Hauptvektor 2-ter Stufe, z.B. v 2 = e;.
Fiir diesen gilt: Ist oy € K mit aje; € Span{e; — e3, e5}, so folgt a3 = 0.

x Fiir Ay = 1 sind wir fertig. Fiir Ay = 4 berechnen wir

V1,1 = (A — 4[)2}1’2 —= €1 — €3.

Nun ist d;(4) =2 > 1 = d(4), also miissen wir zu v ; einen weiteren Haupt-
vektor 1-ter Stufe hinzufiigen. Wir wéhlen v2 1 = e5. Da beide Vektoren linear
unabhiingig sind, gilt: Sind ayv11 + ague1 € Kern((A — 41)%) = {0}, so folgt
a1 = g = 0.

Nun fassen wir die gefundenen Vektoren zusammen:

0 0 1 1 0
1 0 0 0
X1 =Xy, = [vi1,021] = |0 0| ;X4 =X, = [v1,1,012,021] = |—-1 0 0
0 1 0 0 O
0 O 0 0 1

(III) Fiir die Basiswechselmatrix ist zum Beispiel moglich

00 1 10 01 0 00
10 00 00 0 10
P=[X; X4=00 -1 0 0,P'=|00 -1 00
01 0 00 10 1 00
00 0 01 00 0 01
Dann folgt
10000
01000
P'AP=Ja=10 0 4 1 0
00040
0000 4
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5 Zweites Beispiel - Die unverzichtbare Zusatzbedingung

Dieses Beispiel soll verdeutlichen, was schiefgehen kann, wenn man bei der Wahl der Haupt-
vektoren nur auf lineare Unabhéngigkeit achtet und nicht auf die zusétzliche Bedingung.

Sei K =R oder K =C, X € K. Betrachte

A2 0 0
10X 0 0 44
A= 00 A 1 e K5,

00 0 A

Da A eine obere Dreiecksmatrix ist, sind die Diagonaleintrige gerade die Eigenwerte, also ist
A ein Eigenwert von A mit a(\, A) = 4.

Dann ist

Kern(A — M) = Kern = Span{ey, e},

Kern((A — AI)?) = Kern = Span{ej, ez, e3,€4}.

cooco oo oo
cCcooco ocoo o

OO OO OO oNN
OOOOIIOHOO

Wiéhle
V12 :=€1+ex+ ey, V22:=e2+ eq.
Es sind vy 2,022 € Kern((A — AM)?)\ Kern(A — \I), und v1,2 und vy 2 sind linear unabhéngig.

Nehmen wir nun vy 2,v22 und fiihren den Algorithmus weiter durch, bekommen wir durch
Multiplikation der bisherigen Vektoren mit A — A

0 2 0 Of |1 2
N R IH
10 0 0 0] [1 10]
[0 2 0 0] [0] 2]
= hanna = (30 0 0 1
0 0 0 0] [1] 10

Dabher ist {v11,v1,2,v2,1,v22} keine Basis von K411

Woran liegt das? Es gilt:

aq
a1 + ag
0
a1 + a9

Q112 + U2 = € Kern(A — AI) = Span{ej, e3}

ist fiir alle aq, as € K mit ay = —aq erfiillt. ]



