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1. Aufgabe (4 Punkte)

Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, fi, ..., f,, € V*und U := [ Kern(f;). Zeigen
i=1

Sie, dass dim(U) > n —m ist.

2. Aufgabe (4 Punkte)

Sei V ein K-Vektorraum. Fir einen Unterraum U von V sei
Ul ={feV*|fluy=0 YuecU}.

Zeigen Sie, dass U° ein Untervektorraum von V* ist, sowie dass fiir Teilrsiume Uy, U, von
V gilt:

(i) (U, +Us)* =UPNUY.

3. Aufgabe (6 Punkte)
Seien V, W zwei K-Vektorraume, By = {vy,...,v,} eine Basis von V| By = {wy, ..., w,}
eine Basis von W und {vf,...,v:} bzw. {w],...,w} } die dualen Basen zu By bzw. By, .

Firl<:<n,1< 7 <m, setze
wij VXW =K, pyv,w):=v;(v)w;(w), veV,weW. (1)
(i) Zeigen Sie, dass B:={g;; | 1 <i<n,1 <j < m} eine Basis von
LV,W,K):={8:V xW — K| bilinear}
ist. (Verwenden Sie nicht dim(L(V,W; K)) = nm).
(ii) Folgern Sie dim(L(V,W; K)) = nm aus (i).

(iii) Seien {vf,...,v:} bzaw. {w],...,w},} beliebige Basen von V* bzw. W*. Definiere ¢;;
wie in (1). Gilt die Aussage aus (i) immer noch? Beweis oder Gegenbeispiel.
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4. Aufgabe (6 Punkte)
Seien V, W zwei K-Vektorraume mit Basen By = {vy,...,v,} von V| By = {wy,...,w,}
von W. Sei 3 :V x W — K bilinear und B die darstellende Matrix von (3 beziiglich dieser
Basen.

(a) Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) B ist nicht invertierbar.
(ii) 0 ist ausgeartet in der 2. Variablen.

(iii) B ist ausgeartet in der 1. Variablen.

(b) Folgern Sie aus (a): 3 ist nicht ausgeartet genau dann, wenn B invertierbar ist.

Gesamtpunktzahl: 20



