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1. Aufgabe (8 Punkte)

(i) Untersuchen Sie, welche der folgenden Matrizen

01 0 0 310 —2

|10 0 o0 lo20 o0 i

Ai=10 0 0 1| 2= |2 2 9 4| ER
0 0 -1 0 000 2

diagonalisierbar sind und bestimmen Sie gegebenenfalls eine invertierbare Matrix S
und eine Diagonalmatrix D, so dass ST'AS = D gilt (A = A; bzw. Ay).

(ii) Seien V' ein R-Vektorraum mit dim(V) =n € N und {vy,...,v,} eine Basis von V.
Untersuchen Sie, welche der folgenden Endomorphismem f € L(V, V') diagonalisier-
bar sind und welche nicht:

(a) f(vj) =v;+vjp1,i=1,...,n—1, und f(v,) = v,
(b) f(vj) =jv;+vjs1,i=1,...,n—1,und f(v,) = nu,.

2. Aufgabe (4 Punkte)
Zeigen Sie folgende Aussagen.

(i) Seien V ein unitdrer Vektorraum mit dim(V) =n € Nund f € £(V, V). Weiter sei
H, :={g € LV,V)|g=g*}. Dann sind die Abbildungen

1
hy : Hy — Hy, g+—>§(fog+90fad)y

1
hy : Hy — Hy, gHg(fog—gOfad),

wohldefiniert (d.h. es gilt hi(g), ha(g) € H,) und erfillen hy o hy = hy o hy.
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(i) Seien n € N, A € C™" gegeben und S, := {M € C*" | MT = M} der Vektorraum
der komplex-symmetrischen n x n-Matrizen. Dann sind

hi:S,— S, Bw~— AB+ BAT, hy,:S,—S,, B~ ABAT,
wohldefiniert und erfiillen hy o hg = hy 0 hy.

3. Aufgabe (4 Punkte)

Seien py, po, p3 € K[t]. Zeigen Sie die folgenden Teilbarkeitsaussagen:
(1) p1l(p1p2)-
(i1) Aus pq|ps und py|ps folgt py|ps.
(iii) Aus pi[p2 und pips folgt pi|(ps + p3).
)

(iv) Gilt p1|p2 und pe|p1, so existiert ¢ € K\{0} mit p; = cpo.

4. Aufgabe (4 Punkte)
Seien p,s € K[t| zwei Polynome. Sind p und s nicht beide Null, so heifit d € KJt] ein
grofster gemeinsamer Teiler (ggT) von p und s, kurz d = ggT(p, s), wenn gilt:

(i) d|p und d|s (d ist ein gemeinsamer Teiler),
(i) Ist d’ € K[t] mit d'|p und d'|s, so folgt d’'|d (d ist der grofite gemeinsame Teiler).

(Der ggT ist eindeutig bis auf Multiplikation mit von Null verschiedenen Konstanten. Durch
Normierung wird er eindeutig.) Sind p = s = 0, so setzen wir ggT(0,0) := 0.
Sind p,s € K[t] mit Grad(p) > Grad(s) > 0, so wird ggT(p,s) berechnet durch den
folgenden ,, Euklidischen Algorithmus®, der auf dem Satz iiber die Polynomdivision basiert:
D =sq1+1m
§=T1G2 + T2

T =T2q3 + 73

Tn—2 = T'n—-1qn +
Tn—1 = T'nQn+1-

Dann ist der letzte vom Nullpolynom verschiedene Rest r,, ein grofiter gemeinsamer Teiler
von p und s. (Dies miissen Sie nicht beweisen.)

(i) Seien p = t* — 83423t — 28t + 12 und s = t3 — 9t* + 261 — 24. Bestimmen Sie mittels
des obigen Algorithmus ggT(p, s).

(ii) Zeigen Sie: Zu p, s € K|[t] existieren p,s € K[t] mit pp + ss = ggT(p, s).

Gesamtpunktzahl: 20



