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1. Aufgabe (6 Punkte)

(i) Seien V ein unitärer Vektorraum mit dim(V ) = n ∈ N und f, g ∈ L(V, V ) mit
f ◦ g = g ◦ f . Zeigen Sie, dass eine ONB B von V existiert, so dass [f ]B,B und [g]B,B
beide obere Dreiecksmatrizen sind, d.h. f und g sind simultan triangulierbar.

(ii) Zeigen Sie, dass die Bedingung f ◦ g = g ◦ f in (i) hinreichend aber nicht notwendig
ist, d.h. finden Sie einen unitären Vektorraum V mit dim(V ) ∈ N und f, g ∈ L(V, V )
mit f ◦ g 6= g ◦ f , so dass f und g simultan triangulierbar sind.

2. Aufgabe (6 Punkte)

(i) Seien V ein K-Vektorraum mit dim(V ) = n ∈ N, f ∈ L(V, V ) mit n paarweise
verschiedenen Eigenwerten und g ∈ L(V, V ) mit f ◦ g = g ◦ f . Zeigen Sie, dass f und
g simultan diagonalisierbar sind.

(ii) Sei n ∈ N und A =
[
aij

]
∈ Kn,n eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen

aii, i = 1, . . . , n. Bestimmen Sie alle B ∈ Kn,n mit AB = BA.

(iii) Seien n ∈ N und

A =


λ1In1

λ2In2

. . .

λrInr

 ∈ Kn,n.

Dabei seien λj ∈ K, j = 1, 2, . . . , r, paarweise verschieden und nj ∈ N, j = 1, 2 . . . , r,

mit
r∑

j=1

nj = n. Bestimmen Sie alle B ∈ Kn,n mit AB = BA.
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3. Aufgabe (8 Punkte)
Seien V ein K-Vektorraum mit dim(V ) = n ∈ N und f ∈ L(V, V ) eine Projektion, d.h. es
gilt f 2 = f . Zeigen Sie:

(i) Für v ∈ Bild(f) gilt f(v) = v.

(ii) Es gilt V = Bild(f)⊕Kern(f).

(iii) Sei k := dim(Bild(f)). Zeigen Sie, dass eine Basis B von V existiert, so dass

[f ]B,B =

[
Ik

0n−k

]
gilt. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom Pf von f und zeigen Sie, dass
λ ∈ {0, 1} für jeden Eigenwert λ von f gilt.

(iv) Die Abbildung g := idV −f ist eine Projektion mit Kern(g) = Bild(f) und Bild(g) =
Kern(f).

(v) Für jeweils zwei Unterräume U,W ⊆ V mit V = U ⊕ W gibt es eine eindeutige
Projektion f̃ ∈ L(V, V ) mit Bild(f̃) = U und Kern(f̃) = W .

Gesamtpunktzahl: 20
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