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1. Aufgabe (4 Punkte)
Seien V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f ∈ L(V, V ). Zeigen Sie:

(i) Für jede Basis B von V gilt mf = m[f ]B,B .

(ii) mf = mfad .

2. Aufgabe (6 Punkte)
Sei

A =

5 1 1
0 5 1
0 0 4

 ∈ R3,3.

(i) Berechnen Sie symmetrische Matrizen S1, S2 ∈ R3,3 mit A = S1S2.

(ii) Berechnen Sie eA.

(iii) Lösen Sie das Anfangswertproblem

y′ = Ay

mit dem Anfangswert y(0) =
[
1 1 1

]T
mit den Methoden aus der Vorlesung.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Für A ∈ Kn,n definieren wir

C(A) := {M ∈ Kn,n |AM = MA}.

Das charakteristische Polynom von A zerfalle in Linearfaktoren.

(i) Zeigen Sie, dass C(A) ein Unterraum von Kn,n ist.

(ii) Sei n = 2. Zeigen Sie, dass dim(C(A)) ∈ {2, 4} ist und geben Sie eine Basis von C(A)
an.
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4. Aufgabe (6 Punkte)
Betrachten Sie die homogene lineare Differentialgleichung der Ordnung n mit konstanten
Koeffizienten

z(n) + an−1z
(n−1) + . . . + a1z

(1) + a0z = 0, (1)

wobei a0, . . . , an−1 ∈ C und z(j) = djz
dtj

, j = 1, 2, . . . , n, die wir als ein homogenes System
linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten schreiben können:

y′ = Ay mit A =


1

. . .

1
−a0 −a1 . . . −an−1

 ∈ Cn,n. (2)

(i) Zeigen Sie, dass g(λ, A) = 1 für jeden Eigenwert λ von A gilt.

(ii) Nutzen Sie die aus der Vorlesung bekannten Eigenschaften der Lösungsmenge von
(2), um zu zeigen: Die Lösungsmenge von (1) ist ein n-dimensionaler C-Vektorraum
mit Basis

{eλ1t, teλ1t, . . . , ta(λ1,A)−1eλ1t, . . . , eλmt, teλmt, . . . , ta(λm,A)−1eλmt}
= {tjeλit | i = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , a(λi, A)− 1}.

Dabei sind λ1, . . . , λm die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A.

Gesamtpunktzahl: 20
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