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1. Aufgabe (6 Punkte)

(i) Seien A ∈ Cn,n mit A = AH , f(z) := z−i
z+i

und g(z) := i1+z
1−z

. Zeigen Sie:

(a) f ist auf dem Spektrum von A definiert und für U := f(A) gilt UH = U−1.

(b) g ist auf dem Spektrum von U definiert und A = g(U).

(ii) Zeigen Sie: Ist A ∈ Cn,n normal und f(z) = az+b
cz+d

mit ad− bc 6= 0 auf dem Spektrum
von A definiert, so gilt f(A) = (aA + bI)(cA + dI)−1.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Definiere für u ∈ Rn,1 die Householder-Matrix H(u) := In − 2

uT u
uuT falls u 6= 0 und

H(0) := In. Zeigen Sie:

(i) Für u 6= 0 sind H(u) und
[
−e1 e2 . . . en

]
orthogonal ähnlich, d.h. es existiert eine

orthogonale Matrix Q ∈ Rn,n mit QT H(u)Q =
[
−e1 e2 . . . en

]
.

Hieraus folgt, dass H(u) nur die Eigenwerte 1 und −1 mit a(H(u), 1) = n − 1 und
a(H(u),−1) = 1 hat.

(ii) Jede orthogonale Matrix S ∈ Rn,n kann als Produkt von n Householder-Matrizen

geschrieben werden, d.h. es existieren u1, . . . , un ∈ Rn,1 mit S =
n∏

i=1

H(ui).

3. Aufgabe (3 Punkte)
Sei A ∈ Rn,n symmetrisch. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

(i) A ist positiv definit, d.h. xT Ax > 0 für alle x ∈ Rn,1 mit x 6= 0.

(ii) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(iii) Der Trägheitsindex von A ist (n, 0, 0).
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4. Aufgabe (6 Punkte)
Sei A ∈ Rn,n. Eine Lösung X ∈ Rn,n der nicht-linearen Matrix-Gleichung X2 = A wird
Quadratwurzel von A genannt. Zeigen Sie:

(i) Eine symmetrisch positiv definite Matrix besitzt eine symmetrisch positiv definite
Quadratwurzel.

(ii) Die Matrix Jn(0), n ≥ 2, besitzt keine Quadratwurzel.

Gesamtpunktzahl: 20
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