XCI1l. Uber die Komposition der binidren quadratischen
Formen.

[Nachrichten von der Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen. Mathematisch-
physikalische Klasse (1893). Heft 2. Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Januar 1893.]

Bekanntlich kann man nach Gauss jede positive bindre quadratische
Form (ax® -+ bxy + cy®) !) geometrisch durch ein parallelogrammatisches
Gitter interpretieren. Man konstruiere sich nimlich ein Parallelogramm,
welches die Seitenlingen Va und Ve und zwischen diesen eingeschlossen

_einen Winkel besitzt, dessen Kosinus gleich 2—b - 1st; von diesem entsteht
ac

dann das Gitter durch allseitige Aneinanderreihung kongruenter Paral-
lelogramme. Sei (x, %) derjenige Eckpunkt des Gitters, welcher nach
z-maliger Durchlaufung der Seite Va und y-maliger Durchlaufung der

Seite V¢ erreicht wird; derselbe hat dann vom Punkte (0, 0) eine Ent-
fernung, deren Quadrat gleich az?®-bxy -+ cy® ist; eben hierin be-
steht die Gaussische Interpretation von f, d. h. die Interpretation aller
Werte, welche f fiir ganzzahlige Werte der x, y annehmen kann?). Des
weiteren werden wir jetzt die Seiten unseres Gitters wegnehmen und einzig
das System seiner Eckpunkte beibehalten. Dasselbe 1aBt sich dann, wie
man weil3, auf unendlich viele Weisen parallelogrammatisch ordnen und
vertritt dadurch nicht nur die urspriingliche Form £, sondern ebensowohl
alle mit ihr dquivalente Formen. Wir werden sagen diirfen, dal die ganze
Klasse dquivalenter Formen durch das beziigliche Punktgitter reprasentiert
sei. Endlich beziehen wir dieses Punktgitter noch auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt in den Gitterpunkt (0,0) fallt,
wihrend die Richtung seiner Achsen unter irgendwelchem Azimut ¢ gegen

1) In Ubereinstimmung mit den Entwicklungen von Herrn Weber lasse ich
hier die 2 beim zy weg und bezeichne b° — 4 ac nicht als Determinante, sondern als
Diskriminante der Form.

%) [Siehe Gauss’ Recension eines Buches von Seeber iiber ternire quadratische
Formen in den Gottingischen gelehrten Anzeigen vom Juli 1831, abgedruckt in Gauss’
Werken, Bd. 2, S. 188ff. Vgl. ferner das Fragment: Geometrische Seite der terndren
Formen in Bd. 2 von Gauss’ Werken, S. 305 ff.]
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das Gitter orientiert sein mag. Die einzelnen Gitterpunkte stellen uns
dann komplexe Zahlen der folgenden Gestalt dar:

1 — b2 — \
ere. {Va - + .b_*l",b, :‘,tqq.y L.
2ya J
Bis hier enthalt unser Ansatz noch nichts Neues und unterscheidet
sich nur dadurch von der gewohnlichen Einfiihrung komplexer [ganzer]

Zahlen [in die Kompositionstheorie], daf wir durch Heranziehen der Irratio-
nalitit Va und des beliebigen Azimuts ei? aus dem Kreise der durch

Vb? — 4ac unmittelbar gegebenen ganzen Zahlen heraustreten. Nun aber
betrachte man die verschiedenen Klassen primitiver Formen, welche
dieselbe Diskriminante besitzen, nebeneinander. Ich will deren Zahl mit %
benennen und iibrigens die Benennung Hauptform usw. auf die zugehori-
gen Punktgitter iibertragen. Meine Behauptung ist, daf man die kb Giiter
(die alle vom Koordinatenanfangspunkte auslaufen méogen) derart durch
Wahl geeigneter Azimute ¢ gegen das Koordinatensystem orientieren
kann, dafs die Sdtze von der Komposition der Formen unmittelbar geo-
metrisch hervortreten. Irgend zwei der durch unsere Gitter vorgestellten
komplexen Zahlen ergeben ndmlich (bei richtiger Lage der Gitter) mit--
einander multipliziert immer wieder einen Gitterpunkt, und zwar gehért
der so entstehende Gitterpunkt gerade derjenigen Formenklasse an, welche
aus den beiden Klassen, denen die anfinglichen Zahlen entnommen wur-
den, komponiert ist. — Insbesondere mogen wir dabei unsere Aufmerk-
samlkeit auf das Hauptgitter richten. Dasselbe erhilt bei unserer An-
ordnung eine symmetrische Lage gegen das Koordinatensystem; seine
komplexen Zahlen sind also keine anderen, als diejenigen, die man
ohnehin in der Theorie der quadratischen Kérper von der Diskriminante
(b® — 4 ac) betrachtet. Fiir sie gewinnt denn die Lehre von der Zerlegung
in ideale Faktoren ihre unmittelbare Bedeutung. Die idealen Faktoren
decken sich einfach mait den durch die Nebengitter vorgestellten komplexen
Zahlen.

Zum Beweise dieser Angaben sind nicht etwa neue Entwicklungen
notig, vielmehr geniigt es, die Formeln, welche Dirichlet und Dedekind
fiir die Theorie der Komposition gegeben haben, nach ihrer geometrischen
Bedeutung aufzufassen. Trotzdem scheinen mir die vorstehenden Sitze
nach mehreren Seiten einen Fortschritt vorzustellen. Ich will hier nur
auf ihre Verwendung in der Theorie der komplexen Multiplikation der
elliptischen Funktionen hinweisen. Indem wir in der Ebene unserer £
orientierten Gitter die Werte einer komplexen Variabelen w ausgebreitet
denken, definiert uns jedes der Gitter eine besondere Klasse doppeltperio-
discher Funktionen von w, d.h. ein besondeies elliptisches Gebilde. Die
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.Moduln“ dieser Gebilde sind selbstverstindlich keine anderen, als die-
jenigen, die man nach Kronecker als die singuldren Moduln der betret-
fenden Diskriminante bezeichnet. So oft wir jetzt w mit irgendeiner der
durch die Gitterpunkte gegebenen komplexen Zahlen multiplizieren, werden
nicht nur die Gitter selbst, sondern auch die zugehdrigen elliptischen Ge-
bilde der Kompositionstheorie entsprechend in wechselseitige Abhingigkeit
gesetzt. Die Folge ist, daB wir anschanungsmiflig erkennen, was sonst
nur in indirekter Weise abgeleitet zu werden pflegt, daf nidmlich die
Galoissche Gruppe der Gleichung der singuliren Moduln mit der Gruppe
der Komposition iibereinstimmt. —

Wir mogen des weiteren fragen, ob sich unsere Theorie auf quadra-
tische binire Formen qz?® -+ bxy -+ cy® von positiver Determinante iiber-
tragen 1iBt. Die Antwort ist, dall dies in der Tat sofort gelingt, sobald
wir nur erst fiir die einzelne derartige Form eine geometrische Interpre-
tation haben, welche der Gaussischen Interpretation der positiven Formen
durch das Parallelgitter analog ist. Dies aber erreichen wir sofort, wenn
wir die bisher betrachteten MaBverhéltnisse im Parallelgitter so auffassen,
wie es die projektive Geometrie lehrt, nimlich als projektive Beziehungen
zu den beiden auf der unendlich fernen Geraden gelegenen imaginiren
,Kreispunkten“. Alles, was wir jetzt dndern, ist, dafl wir diese letzteren
durch trgend zwer reelle Punkte der unendlich fernen Geraden erselzen.
Man nehme etwa die beiden Punkte, welche auf letzterer von den Linien
x + y =0 ausgeschnitten werden. Als ,Entfernung“ zweier Punkte (xy)
und (2"y’) erscheint dann bekanntlich der Ausdruck

Vie—a') —(y—y')%
als ,,Winkel“ der Verbindungslinien mit O der

zx’ —yy’

arc coS —— - ———
v — gyt —yt

,Drehung® um O ist eine homogene lineare Transformation von x und y,
bei welcher jeder Punkt der Ebene anf einer gleichseitigen Hyperbel fort-
schreitet, welche die Linien x £y = 0 zu Asymptoten hat. ,Parallel-
linien“ aber sind genau so zu definieren, wie bei der gewohnlichen Mal-
bestimmung, ndmlich als Linien, die sich auf der unendlich fernen Geraden
schneiden. — Im Sinne der so geschilderten Mafbestimmung ldft sich
nun jede indefinite Form [ wieder durch ein von O auslaufendes paral-
lelogrammatisches Ghiiter, jede Klasse dquivalenter [ durch ein Punkt-
gitter deuten. Dabei bleibt die ,Orientierung® des Gitters fiirs erste na-
tiirlich noch unbestimmt. Die Existenz aber der unendlich vielen linearen
Transformationen der indefiniten f in sich selbst findet ihr Gegenbild in
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dem Umstande, dal} jedes solche Parallelgitter nach einer endlichen
,Drehung“ um O immer wieder in sich selbst iibergeht. — Auch diese
Angaben sind nur neu, was die zugrunde gelegte Auffassung angeht. Denn
in Wirklichkeit finden sich die Parallelgitter, von denen wir sprechen,
bereits in Sellings beriihmten Untersuchungen iiber indefinite Formen 2)
zugrunde gelegt. Der Unterschied ist nur, dafi die Figuren dort in
keine direkte Beziehung zu einer verallgemeinerten Mafbestimmung ge-
setzt sind, und dafl tnfolgedessen ihre unmaittelbare Analogie zu den
Gaussischen Parallelogrammnetzen nicht hervortritt. Diese Analogie ist
aber hier das Wesentliche. Denn erst mit ihr ist der Schliissel zur geo-
metrischen Behandlung der zugehorigen Kompositionstheorie gegeben. Die
Sache wird dann iibrigens so einfach, dal eés nicht notig scheint, hier auf
dieselbe noch ndher einzugehen.

Zum Schlusse darf ich noch eine Bemerkung iiber komponierbare
Formen n-ten Grades machen. Bei ihnen wird man mit Parallelepiped-
systemen des n-dimensionalen Raumes arbeiten miissen. Die geometrischen
Methoden, deren sich Herr Minkowski neuerdings in seinen Unter-
suchungen iiber die Theorie der algebraischen ganzen Zahlen bedient*),
ordnen sich hier als spezieller Fall ein®).

3y E. Selling: Uber die bindren und terndren quadratischen Formen, Crelles
Journal, Bd. 77 (1873/74), S. 143—229, insbesondere S. 152 daselbst.

4) H. Minkowski: Uber die positiven quadratischen Formen und iber kettenbruch-
dhnliche Algorithmen, Crelles Journal, Bd. 107 (1891) [= Ges. mathematische Abhand-
lungen, Bd. 1, S. 2431f.]

5) [Alle in dieser Note beriihrten Punkte sind ausfiihrlich entwickelt in meiner
autographierten Vorlesung von 1895/96 iiber ,Ausgewihlte Kapitel der Zahlentheorie®,
iiber die das nachfolgend abgedruckte Referat Nr. XCIV berichtet. K.]



