Uber die Komposition der binaren quadratischen Formen.

Von

Axpreas SpEISER in StraBburg i. E.

Einleitung.

Die Komposition der biniren quadratischen Formen ist von
GauB entdeckt und in den disquisitiones arithmeticae art. 234
bis 251 behandelt worden. Aber nur ein kleiner Teil der Unter-
suchungen ist dort vollstindig durchgefiihrt, und es ist der Zweck
dieser Arbeit, diese Liicken zu erginzen. Man hat sich spiter
damit begniigt, zu zeigen, daB sich in je zwei Formenklassen
komponierbare Formen finden.!) Der vollstéindige Satz aber, den
ich hier beweisen werde, lautet: Zwei beliebige, primitive
oder imprimitive Formen mit derselben Diskriminante
aber mit relativ-primen Teilern lassen sich komponie-
ren durch unendlich viele bilineare Substitutionen
.Durch ihre Komposition entstehen simtliche Formen
einer bestimmten Formenklasse. Beildufig erhilt man auch
eine einfache Regel, eine aus zwei Formen komponierte Form
sowie die zugehorige bilineare Substitution zu finden.

Zum Beweis der Fundamentalrelation, die von GauB in sehr
komplizierter Weise, spiter insbesondere von Herrn Weber und
Herrn Dedekind ganz einfach abgeleitet worden ist, benutze ich
eine Methode, die sich sehr verallgemeinern liBt. Ich hoffe in
einer spitern Abhandlung die -allgemeine Kompositionstheorie

1) Vgl. z. B. Enzyklopédie I 2 p. 608.
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algebraischer Formen, die man als das eigentliche Fundament
der Zahlentheorie algebraischer und hyperkomplexer Gréfen an-
sehen kann, zu entwickeln.

§ 1. Die algebraische Fundamentalrelation.

Wir gehen aus von einer bilinearen Substitution mit be-
liebigen reellen oder komplexen Koeffizienten:
T =P+ 0 Yz TP Yo 0 Y%

1
= Ty =q4s + %% + e+ 97 Y4
und suchen eine Form f,(z,, x,), welche nach Ausfihrung der
Substitution (1) zerfillt in das Produkt von zwei Formen
fo(y1, y5) und f;(2, 2;), von denen die eine, nimlich f,, bloB das
Variabelnpaar y,, y, enthilt, die andere dagegen blo8 z,, z,.

Es soll also infolge von (1) die folgende Relation zur Iden-
titdt werden:
2) [i(2y; %) = F2(%1, ¥s) - F5(21, %)
Um die Gestalt der drei Formen f,, f,, f; zu finden, 16sen wir
(1) nach y, und ¥, auf und erhalten:

7’ 277 ’” 7,
_ 1 %45 +q w2, —pxe —p x252:_Y_1

Y1

(3) Ps (25 2,) P
y =_qmlzl‘—q,xlzé+17xzzl +p’m2ﬁ5_¥z_
2 Ps (215 2,) Ps

Dabei ist mit @,(z,, 2,) die folgende bindre Form bezeichnet:

pz+p'a pla +p"s
g5+ 4’2 "4+ 4075

Wenn nun die Gleichung (2) durch die Bubstitution (1) zur
Identitdt wird, so muB dasselbe auch fiir die Substitution (3)
gelten. Ist die Form f,(y,, y,) vom »n*® Grade, so erhalten wir,
wenn wir (3) in (2) einsetzen und mit dem Nenner ¢, multi-
plizieren:

®3" (21, ) [ (@1, 25) = o(X1, Xo) - £5(21; 22) -

Nach dem Satze von der eindeutigen Zerlegbarkeit algebraischer
Formen folgt, daB f;(2,, #,) ein Teiler von ¢,"(2,, 2,) ist.

P3(2y,29) =
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Ganz analoges kénnen wir fiir £, (y,, y,) beweisen. Wir haben
zu dem Zwecke nur die Formeln (1) nach 2z, und 2, aufzuldsen:

— 92y T4 2 Yy — Py — P 2, Y, — Z

4

Ps (Y14 Ya) (P; (4)
2, = —a9% Y — q”x1 Ys +px2y1 —|—p"ac2y2 = gg .
2 Py (Y14 Ye) Py

Hier bedeutet ¢, folgende Form:

v y)_'pyl +0"Y: Py P Y
IO T gy A a7y

In derselben Weise, wie eben, schliefen wir, daB £, (y,, ¥,)
ein Teiler von ¢,"(y,, ¥,) ist.

Es sind daher im wesentlichen nur die Formen zweiten Grades
@, und @, fiir welche eine Gleichung (2) bestehen kann, und wir
wollen nun zeigen, dafl fiir sie unsere Aufgabe tatsichlich erfiillt
werden kann.

Sei
fi(xy, @) = @ (Y, o) ®3(24, 25) (5)

eine Identitit, wenn (1) besteht. Wir ersetzen jetzt y, und y,
durch die rechten Seiten von (3) und erhalten, da sich g,(z;, 2,)
einmal forthebt: '

@s (Y, Yy) = fi(xy, ;) - @5(2, Zy)-

Dies kénnen wir aber so formulieren:
®,(Y,, ¥) geht durch die bilineare Substitution:

Y=Y, = q w5 + q" w2 — p wy2 — p 052
Yo = Yy = —quay — q'm 2 + sz + P2
in das Produkt von f,(z,, ;) und ¢,(2,, 5,) iiber.
Aus den obigen Betrachtungen folgt nun, daB £, (x;, x,) ein
Teiler sein muf von:
(w x ) B ;i ql’xl —p/’x2 q///xl — p/’/x2
Pl } —qx +px, — 4’7 + P, |

Da f,(z,, z,) eine bindre Form ist, so kann sie sich von ¢,
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden und wir haben
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daher das Resultat, daB unsere Relation (2), falls eine
solche existiert, nur die Gestalt haben kann

C- g, (x,, 2,) = @, (y,, Ya) * @5 (2y, 25).

Um noch C zu bestimmen und das tatsichliche Bestehen
der so erhaltenen Relation zu beweisen, kann man folgender-
maBen verfahren.

Man l6st die Gleichungen (3) nach ;zl.und gﬁ auf und er-

hélt hieraus fiir gl folgenden Wert:
s

z 1 , ’ 7 144
o = o, wy T Y D By — 02y + P TY,) .

Vergleicht man dies mit der ersten Gleichung von (4),
so folgt:

— P11 = Pz Ps-

Damit ist die Konstante C bestimmt als — 1, und zugleich
ist das tatséichliche Bestehen dieser Relation, die wir die Fun-
damentalrelation nennen, bewiesen. Sie lautet, vollstindig
ausgeschrieben:

rr 144 1444 V444 |
l q9 Ty —pPp % g Ty —pP Xy

(6) L —qx - pa,  — q' % + p'x,
|2y 0"y Py Py patpa pla+pT
W+ aY ChF T antda 0's+ a7

Sie findet sich zuerst in den Disquisitiones arithmeticae von
GauB Art. 235. Andere Ableitungen haben gegeben Dedekind
(Journ. f. Math., Bd. 129) und H. Weber (Gottinger Nachrichten
1907). Die Ableitung, die wir hier geben, ist einer weitgehenden
Verallgemeinerung fahig und sie zeigt besonders deutlich, daB
die bilineare Substitution das eigentliche Fundament
ist; durch sie sind die drei Formen vollstindig be-
stimmt, auf welche sich das Problem bezieht.

Wir wollen sogleich zwei weitere Relationen anmerken,
welche mit der Fundamentalrelation parallel laufen.
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Die Substitution:
Y=Y, =q" "%z — p a0+ ¢ 5 — P 22
Yo= Yy=— qu,2 + pT2; — ¢’ %5 + P %32
macht folgende Gleichung zur Identitit:
— @Y1, Y2) = 91(21, @) P5(21, 25)

WO @, @s, @, dieselben Formen bedeuten, wie bisher.
Ahnlich ergibt die Substitution:

f=Zy=q' Y+ 0" Y — P Ty — P %Y
Gy=Zy=—qu Y — 9 TYs + PTY: + P T3
die folgende Relation:

— @321, 2) = @1 (%, T2) - o (15 Ya) -

Wir haben daher den ’

Satz: Existiert eine bilineare Substitution von z,
und z, in die Variabelnpaare y, und y,, 2 und &, durch
welche eine binire Form — f,(z,, #,) zerfillt in das Pro-
dukt zweier Formen f,(y,, ¥,) und f;(2, %), so existieren
zwel weitere Substitutionen, durch welche —f; in f; - f5
und — f; in f; - f; zerfillt.

Die Formen f,,f;,f; bilden fiir unser Problem gleich-
sam ein symmetrisches Tripel.

§ 2. Die Komposition.

Wir machen jetzt die Annahme, daB die Koeffizienten der
bilinearen Substitution p ... ¢ ... simtlich ganze rationale
Zahlen sind. Dann haben die Formen ¢,, ¢, und ¢; ebenfalls
ganzzahlige Koeffizienten. Wenn die sechs Koeffizienten von
@, und @, keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so sprechen
wir den Inhalt der Fundamentalrelation (6) in folgender
Weise aus:

Die Form — ¢, (»,, 2,) entsteht durch Komposition
von @y(y;, ¥:) mit @y(zy, 2)-

Nach dem Satz vom Ende des ersten Paragraphen folgt
hieraus, daB — ¢, durch Komposition von ¢; mit ¢,, und — ¢,
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durch Komposition von ¢, mit ¢, entsteht, wenn nur die Koef-
fizienten von ¢, und ¢,, bzw. von ¢, und ¢, keinen gemeinschaft-
lichen Teiler haben.
Wir wollen jetzt mit Hilfe einiger einfacher arithmetischer
Sitze eine vollstindige Theorie der Komposition aufstellen.
| Wir bezeichnen nach GauB die 6 Determinanten der Matrix

ey

in folgender Weise:

(p pl pl’ p"’)
q gl gll qll/
P=pqg —p'q Q@=pq”"—qp” R=pq" —qp”

4 144 4 1444 ’ 777 14 rrr

S=pq"—qp" T=pq”—a'p” U=p"q” —q"p"
Zwischen diesen 6 GroBen besteht die bekannte Relation
) P U—Q-T+R-S=0.
Die Formen ¢, und ¢; haben jetzt die Gestalt:

(3) ¢, = Py* + (B — S)y, 9, + Uy,’
s = Q2 + (R + 8)z.2, + T2’

und die Relation (2) besagt, wie man ohne weiteres erkennt, daB
@, und ¢, dieselbe Diskriminante haben.

Wir beweisen jetzt den

Satz: Jedes System P, @, R, S, 7, U von 6 ganzen
Zahlen, das der Bedingung (2) geniigt, kann dargestellt
werden durch die 6 Determinanten einer Matrix (1) mit
ganzzahligen Elementen. Dabei darf sogar ein Element,
etwa p”" gleich Null angenommen werden. Wenn also
in der Matrix (1) die 8 Elemente siimtliche ganze Zahlen durch-
laufen, so durchlaufen die 6 Determinanten sidmtliche ganz-
zahligen Systeme, welche der Gleichung (2) geniigen.

Beweis: Nach einem bekannten Satze lassen sich die 6
ganzen Zahlen pp'p” qq’q” so bestimmen, daB die 3 Deter-
minanten P @ uund S der Matrix

(p 2)/ pl/>
99 q”
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beliebige ganze Zahlen sind. Die Relation (2) kann jetzt
offenbar so geschrieben werden:

RTU
pp p" | =0. (4)
qaq q" |

Wir nehmen jetzt an, dall ' 1; 5, = P von Null verschieden

ist. (Diese Einschréinkung ist unwesentlich, denn wire P =0,
dagegen eine der anderen GroBen von Null verschieden, so kann
man durch Umordnung der Matrix (1) diese Grofle an die Stelle
von P setzen.)

Dann besitzen die Gleichungen

R—=ip+uq T=2ap +upq
eine Auflésung in rationalen Werten fiir 1 und u. Denkt
man sich diese Ausdriicke fiir B und 7' in (4) eingesetzt und
zieht man die mit 1 multiplizierte zweite Zeile sowie die mit g
multiplizierte dritte Zeile von der ersten ab, so nimmt (4) die
Gestalt an: /
(U—ap”" —wuq”)- P=0.
Daher ist
U=ip” +uq".

(p pp"— u)
99" ¢" 2
geniigt daher unserem Satz, nur sind 1 und u noch nicht ganz-
zahlig. Wir bestimmen nun zwei ganze teilerfremde Zahlen a

und b so, daB

Die Matrix

—ap+b1=0
ist, ferner ¢ und d so, daB

ad —bec=1.
Bilden wir jetzt

(a b) (p P p” —u) (17 p P 0)

Cd qq/q/r 2’ _qqrqnv

indem wir Zeile mit Kolonne zusammensetzen, so verindern wir
dadurch die Werte der 6 Determinanten nicht.
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Insbesondere wird jetzt:
R=p.-v, T=p v, U=p" v

und daraus folgt, daB der Nenner ¥on v — etwa ¢ — gemein-
schaftlicher Teiler der Elemente in der ersten Zeile ist. Divi-
dieren wir jetzt die erste Zeile durch ¢ und multiplizieren die
zweite Zeile mit ¢, so erhalten wir eine ganzzahlige Matrix von
der verlangten Beschaffenheit.

Hieraus folgt der

Satz: Zwei beliebige ganzzahlige Formen mit der-
selben Diskriminante und mit Teilern, die zueinander
prim sind, lassen sich komponieren.

Bezeichnen wir nimlich die beiden Formen mit

lz? + mwyzy + na,? und Va® + m'z 2, + n'x,?,
so sind folgende Gleichungen zu befriedigen (vgl. (3)):
P=1, U=n, Q=1V, T=n", R—S=m, R+S=m/
also

R=m+m’ S___ﬂ-—m’

und da bei Formen mit derselben Diskriminante die mittleren
Koeffizienten stets entweder alle gerade oder alle ungerade sind,
so erhalten wir auch fiir B und S ganze Zahlen. Nun liBt sich
eine Matrix (1) mit ganzzahligén Elementen so bestimmen, daB
die Determinanten P, @, R, S,7,U die vorgeschriebenen Werte
annimmt, und aus dieser Matrix erhalten wir die bilineare Sub-
stitution, welche die Komposition der beiden Formen leistet.

Man sieht nun auch ohne weiteres, daB die Bedingung, die
Teiler der beiden Formen seien zueinander prim, sich auch so
ausdriicken liBt: Die 6 Determinanten P, @, R, S, 7, U besitzen
keinen von 1 verschiedenen gemeinsamen Teiler.

Die Bestimmung einer Matrix mit gegebenen Determinanten
gestaltet sich nun sehr einfach. Es ist gezeigt worden, daB man
eines der Ilemente gleich Null annehmen darf

(-pp’-plf ).
q ql qli ql”
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Nun wird

P=pqg" —p'q, @Q=pq9" —p"q, R=pq”,

S=p'q"—p'qd, T=pq”, U=p'q

und ¢"” ist offenbar der groBte gemeinsame Teiler von R, T
und U. Abgesehen von diesem Faktor stimmen daher p, p’, p”
mit B, T, U iiberein. Aus den Gleichungen fiir P, @, S lassen
sich dann die drei GroBen ¢, ¢’ und ¢” bestimmen, und zwar auf
unendlich viele Weisen, da die drei Gleichungen nicht unab-
hingig sind voneinander. (Vgl. Gau8 D. A. art. 236.)
Beispiel: Die Komposition der beiden Formen:

3y, + 2y,y, — 4y,® und 222+ 62,2, — 22,2
ergibt die Relationen:
P=3, =2, R=4, §=2, I'=—2, U=—4.
Es wird . '
¢"=2, p=2, p'=—1, p'=-2,

29 +q9=3, 29" +2q9=2, 2¢ —q"=2.

Eine Auflosung der drei letzten Gleichungen ist
g=1, ¢'=1, ¢"=0.

Die Matrix lautet daher

2 —1 —2 O)
(1 1 o0 2/
Die durch die Komposition entstehende Form findet sich

jetzt als die Form:
— 222 + 62,2, + 21,7

und die bilineare Substitution, durch welche diese Form in das
Produkt der beiden gegebenen Formen zerfillt, ist:

xy = 2y,2 — Y12, — 29,2,
Ty = Y8, + Y29 + 2y, 2,.

Um nun zu entscheiden, durch wieviele Substitutionen zwei
bestimmte Formen komponiert werden kénnen, benutzen wir ein
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Lemma von GauB (D. A. art. 234), das wir folgendermaBen aus-
sprechen:

Lemma von Gauf: Es seien zwei Matrizen mit ganz-
zahligen Elementen gegeben von der Gestalt:

4

" <p1 J ) ---pn) wad (101’,102’, : --pn’) —
QIQQ"'q'n QI Q2"'gn

Die Determinanten der ersten Matrix sollen keinen
von 1 verschiedenen gemeinschaftlichen Teiler be-
sitzen, wihrend die Determinanten der zweiten Matrix
sich von den entsprechenden der ersten Matrix um
einen konstanten Faktor & unterscheiden. Dann lassen
sich vier ganze Zahlen angeben so, daf die Gleichung

besteht:
(pl’ Py - -p,.') _ <a b) (101 Dy« pn>
@@ -a)) \ed\g g g
Man hat sich Zeilen und Kolonnen zusammengesetzt zu
denken und die Gleichung besagt, daBl folgende Relationen be-

stehen:
p; = ap; + bg,, 4 =cp;+ dg,. E=1,2--yn)

Der Beweis gestaltet sich nach GauB folgendermalen. Da
die Determinanten von M keinen gemeinsamen Faktor besitzen,
so gibt es n? ganze Zahlen z,,, welche die (leichung befriedigen:

‘pi.plc .

ink = 1. (Gh=1,2--+,m)
P9
Nun setze man:

i p P Py

‘=2 ) b=y L

[ 4; 4% D |

ks b Py

C = xi d=2xz , ,

= k! 9% % gl ql

Dann leisten die vier Zahlen abcd das verlangte, denn
es ist:



Uber die Komposition der biniiren quadratischen Formen. 385

Py D D
ap,+ bg, = ink(p,iq qk[+q’fp’p,{¢>
?y z | 74 b
o | pop )
S (p PP
2”‘<p“qz ol Plq g
1 RO R MM )
=g Lyip, Z‘ ’ I!_ 7 ’
kzzk(p’b 9 | pk‘% q; |
1 / ,'p,-’pk") S~ | P
= 2%y , )= Ty =p,.
’“‘2”‘<plqi qf ) TP =" g g T

Ebenso beweist man, daf

: ql/ =cp, + dgn
womit die Richtigkeit des Satzes nachgewiesen ist.

Insbesondere findet man:

ab|

| REZE SNy
cd| '

; ¢ @44
Mit Hilfe dieses Satzes ist es nun leicht, die simtlichen Sub-
stitutionen zu finden, welche die Komposition zweier Formen

leisten.
Denn ist S
(pp p p >
79" 9" 9"
eine solche, so ist jede andere von der Gestalt
L)-Crn)
¢cd/ \ga" q" q"”
(ap +bg ap’+bqg" ap” +bqg" ap”+ bq"')
“\ep+dg ep'+dq op”+dg” cp”+dg”)’

ab
wo < ) eine ganzzahlige unimodulare Matrix ist.

cd

Bilden wir hierzu nach § 1 die komponierten Formen

— (2, %),
‘Weber - Festschrift. 25
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so erhalten wir:

_ | (" dg")a + (ap” + g "),
P —(ep +dg)a, +(ap +bg)a,
(ep™ + dg”)a, — (ap™ + bg")a, |
—(ep” +dqxy, + (ap” +bq)z,
. 9" (dz, — bxy) — p"(— e, + ax,)
| —qda, —bay) +p (— ez, + axy)
q" (A, — bay) — p”"'(— ex, + aw,)
—q" (dz,—bx) + q (—ex + am,) |

Dies sind aber alles dquivalente Formen. Wir haben daher
den Satz:

Durch zwei Formen ist die aus thnen komponierte
Form nur bis auf ihre Klasse bestimmt. Fiir jede Form
dieser Klasse existiert eine bilineare Substitution,
welche sie in das Produkt der beiden gegebenen For-
men verwandelt.

Wir wollen nun in der bilinearen Substitution auf die
Variabeln y, und y, eine ganzzahlige unimodulare Substitution
ausiiben.* Wenn man alsdann nach § 1 die Formen ¢,, ¢, und
@, betrachtet, so erkennt man, da ¢, mit ¢, und @, mit ¢,
iibereinstimmt. Die Substitutionsdeterminante hebt sich aus ihren
Ausdriicken heraus. ¢, ist dagegen eine mit ¢, dquivalente Form.
Das entsprechende gilt von einer Substitution auf 2, 2,. Da-
durch erhilt man folgenden allgemeinen Satz:

Zwei beliebige Formen aus zwei Klassen lassen
sich in eine beliebige Form einer bestimmten dritten
Klasse komponieren. Fiir jede Form dieser dritten
Klasse existiert eine bilineare Substitution, welche sie
in das Produkt zweier beliebigen Formen der beiden
ersten Klassen verwandelt.

Die Komposition der Formen ist also im wesentlichen
eine Komposition der Formenklassen; durch die beiden
ersten Klassen ist die aus ihnen komponierte dritte Klasse voll-
stindig bestimmt.
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Weun wir noch die Annahme machen, da die Teiler der
Formen in den drei Klassen zu je zweien relativ prim sind, so
zeigt die Betrachtung am SchluB von § 1, daB durch zwei Klassen
C; und C, (k=1, 2, 3) der Relation

C=0- G

die dritte vollstindig bestimmt ist. Die Kinfachheit dieses Re-
sultates ist aber nach dem Lemma von GauB bedingt dadurch,
daB die Teiler je zweier Formenklassen als relativ prim ange-
nommen wurden.

§ 3. Die Komposition der Formenklassen.

Fiir die Komposition gilt das kommutative Gesetz.

Beweis: Nach der Fundamentalrelation (§ 1 (6)) werden die
beiden' zu komponierenden Formen vertauscht, wenn p’ mit p”
und ¢” mit ¢” vertauscht werden. Dadurch wird aber die dritte
Form nicht veréndert.

Ferner gilt das assoziative Gesetz.

Wir beweisen dies durch eine Verallgemeinerung unserer
Methode in § 1. Man kann den Satz nach den Resultaten des
vorigen Paragraphen folgendermaflen aussprechen:

Ist

P1(@a9s) = ¢y und (9 9,)9; = s,
so sind ¢, und ¢, dquivalente Formen.

Setzt man die bilineare Substitution, welche die Komposition
von @, mit ¢, leistet, ein in die bilineare Substitution, welche
¢, mit (p, ;) komponiert, so erhdlt man eine trilineare Sub-
stitution, welche ¢, in das Produkt ¢, - ¢, - @; verwandelt.

Wir bezeichnen sie (nach Gauf}) in folgender Weise:

tp = Va2 + (2)z, 9,2 + (3)29p4 + (4)2,95%
+ (O) 2y 2y + (6) w3y, 2, + (1) 23952, + (8) 23,2,
ty = D22, + - + (16) 2,9, 2.
Ahnlich erhalten wir fiir die Relation

(0, 9:) 05 = @5

25°%
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eine Substitution:

uy = (1) 29,2 + (2), I I
uy = (9) 2 yy 2, + (10 2.y, 2, + - - -

durch welche @ (u,, u,) tibergeht in ¢, - @, - ¢, und der Satz,
den wir zu beweisen haben, lautet:

Simtliche Formen, welche durch eine trilineare
Substitution tibergehen in das Produkt der drei Formen
@15 P9, Py sind dquivalente Formen, vorausgesetzt, daB
die Teiler je zweier der drei Formen ¢,, ¢, und ¢, rela-
tiv prim sind.

Beweis: Wir losen die erste Substitution auf nach z, und z,
und setzen diese Ausdriicke ein in ¢,(2,, #,). Dadurch wird die
Gleichung

Pu(tys t) = 01 (21, 22) P2 (Y15 Y2) 95 (215 22)
zur Identitit.
Auf analoge Weise, wie in § 1, schlieBen wir, daB der Nenner
der umgeformten Substitution:

M ye,+ @) 12+ (3) Y92, + (4) ya29, (D) 42+ (6)y25+ (1) 32, + (8)Ya2,
(9)y151+ ........... +(]2>y222’(13>y121+ ........... +(16)y2z2

sich von ¢, (¥, ¥s) - ®5(2;, ;) nur um einen konstanten Faktor
unterscheiden kann. Durch Betrachtung eines speziellen Falles,
etwa x, =1y, =1, z,=y,= 0 erkennt man, daB dieser Faktor
gleich Eins ist.

Zwei weitere solche Ausdriicke erhalten wir fiir die Pro-
dukte @, @, und @, - @,.

Lésen wir jetzt die zweite Substitution nach z, z, auf und setzen
diese Ausdriicke in ¢, (z,, z,) ein, so muB dadurch die Gleichung

F5 Uy, Us) = Py - Py Py
zur Identitit werden.
Fir die Produkte ¢,- @5, @3- ¢, @, ¢, ergeben sich die-
selben Ausdriicke, wie im vorhergehenden Fall, nur daB die
Koeffizienten mit Strichen versehen sind: (1), (2) ...
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Die Koeffizienten der einzelnen Terme in den Produkten
@ Gy Qo @5, @5+ @, driicken sich offenbar linear aus durch die
Determinanten der Matrix

((1) @ 6 @ 6 © O (8)>
(9) (10) (11) (12) (18) (14) (15) (16)

und in gleicher Weise auch durch die Determinanten der ent-
sprechenden Matrix M’. Diese Determinanten besitzen keinen
gemeinschaftlichen Teiler, nach unserer Voraussetzung, daB die
Teiler je zweier der Formen ¢,, p, und ¢, relativ prim sind.
Da die Koeffizienten der Produkte ¢, - @, usw. gegeben sind, so
erhalten wir 27 lineare Gleichungen zur Bestimmung der De-

terminanten, die freilich nicht voneinander unabhingig sind.
Eine genauere Betrachtung zeigt aber, dafl sie die Werte der
Determinanten vollstindig bestimmen.

Da genau dieselben Gleichungen auch die Determinanten
der Matrix M’ bestimmen, so folgt, daB in M und M’ ent-
sprechende Determinanten denselben Wert haben. Nach dem
Lemma von Gaufl besteht daher eine Beziehung:

(o an) = (o)l any) ta

und wir erhalten so
t,= au, + bu,, ty = cuy + duy .

Daraus folgt in der Tat, daB ¢,(%,, t,) und @, (u,, u,) dquivalente
Formen sind.

Mit Hilfe dieser beiden Sitze und dem Satze am Ende von
§ 2 lassen sich nun die Formenklassen zu einer Abelschen
Gruppe vereinigen nach dem Gesetze der Komposition. Wir
wenden uns jetzt zu einigen speziellen Sitzen iiber die Kom-
position.

Wir kehren zuriick zur Fundamentalrelation (6), § 1, und
nehmen an, dal die Form g,(#;, 2;) die Zahl 1 darstellt. Da es
uns nur auf die Komposition der Formenklassen ankommt, so
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konnen wir voraussetzen, daB der Koeffizient von #,2 gleich 1 sei:
’ 1 8

pq” _ puq — 1 )
Denken wir uns jetzt die Substitutionsmatrix
(p p/ p// pl/l)

9 ¢ 4 q

links zusammengesetzt mit
<p p")‘l
ql _pll
so entspricht das einer unimodularen Substitution auf z,, z,, und
die neue Matrix lautet jetzt:

(1 ¥ 0 7*'")
0 s 1 s7)
Fiir diese Matrix nimmt die Fundamentalrelation folgende
Gestalt an:
S+ (8" — 1w xy—r7 x?
= (3,?/12 + (87— 1)y Y, — 7"”3/22) (2,2 + 0"+ )22,
+ (7"8”’ —_ T’IIS’)Z22).

Wir bezeichnen Formen, welche 1 darstellen, als Formen
der Hauptklasse £ und erbalten den Satz:

Die Komposition einer Klasse mit der Hauptklasse
ergibt wieder dieselbe Klasse:

C.-E=C.

Wenn wir in der Fundamentalrelation § 1 (6) die Zeichen

rr _rrr

von p p’ p”'p"”" umkehren, so geht

— @y (2, ) tber in — @ (2, —2,),
und diese beiden Formen hingen zusammen durch eine Sub-
1

stitution mit der Determinante — 1: ( ?), sie gehoren also

0 —
im allgemeinen nicht zur selben Klasse. g, (y,,y,) wird zu — ¢,
und ebenso @, zu — @,.
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Bezeichnen wir — ¢, (z,, — «,) mit — ¢,’(z,, #,) und nennen
¢’ die zu ¢ konjugierte Form, entsprechend die zugehdrigen
Klassen C" und C konjugierte Klassen, so erhalten wir das
Resultat:

Wenn

—¢1= ¢y 95, resp. (— () =G, Gy,
so ist auch
— 9/ =(=9) (— @), resp. (—C)=(=0C)-(—C)
Man sieht leicht, daB E’= FE ist. Es folgt nun aus
C.-E=C
offenbar

=0)-(—E)=0C,
und nach dem Satz am Ende von § 1 erhilt man hieraus:
(—=0)-(—=C)=E,

also

C-C=FE=L.

Die Komposition einer Klasse mit ihrer konjugier-
ten ergibt die Hauptklasse.

Als zweiten Fall wollen wir die Komposition einer Form
mit sich selbst betrachten. Sie erfordert die Bedingungen:

1 rrr7 rnr 17

e —p'a=pd —p'q, P¢ =10 =p"¢"—p"¢,
v —p"q=0.
Die letzte Bedingung ergibt:
pv=r-p, ¢=r-q".
Setzen wir diese ein in die erste Gleichung, so folgt:
r=1, dh p=9p", ¢=gq"

Ausgenommen ist der Fall, wo

o1

pg"—p"q=0 und pg”—p"q'=0
wire, was einer zerfallenden Form entspricht.
Die komponierte Form lautet nun:
o Am—pr e —pTay
QX+ pr, — g + Py |
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und fiir z; = ¢, z, = p’” stellt diese Form den Wert

r oy r 1y

@p"—p'qd")

dar, d. h. das Quadrat des Koeffizienten von y,? in der ersten
Form. Nach fritheren Sitzen stellt sie daher die Quadrate simt-
licher Zahlen dar, welche durch die erste Form dargestellt wer-
den, darunter also auch solche Quadrate, die zur Diskriminante
prim sind. KEine solche Form nennen wir eine Form des Haupt-
geschlechts, ihre Klasse entsprechend eine Klasse des Haupt-
geschlechts.

§ 4. Die Komposition der Geschlechter.

Wir wollen uns von jetzt an beschrinken auf Formen, deren
Koeffizienten keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und fassen
jetzt eine Erweiterung des Begriffs der Komposition ins Auge.
Wir betrachten auch bilineare Substitutionen mit gebrochenen
Koeffizienten, doch soll ihr Generaluenner ungerade und zur
Diskriminante prim sein. Wenn die drei zu dieser Substitution
gehorigen Formen ganzzahlige Koeffizienten haben, so sagen wir,
@, entstehe aus ¢, und ¢, durch Komposition in erweiter-
tem Sinne, und wir wollen nun die Hauptsiitze fiir diese neue
Art der Zusammensetzung ableiten.

Aus dem Lemma von GauBl (§ 2) folgt ohne weiteres der
Satz: Hs seien zwel Matrizen mit rationalen Elementen gegeben
von der Gestalt:

V4 14 14
T r' v
172 1 2 .
R=( "> und R'z( ",>-
n n

Sy Sg... 8 s, 8" ... s

Wenn die entsprechenden Determinanten der bei-
den Matrizen denselben Wert haben, so lassen sich vier
rationale Zahlen angeben, so daB eine Relation besteht

4 ’ ’ -
('rl 7y ...rn>_<a b)(alwg...rn>
’ ’ r ] '
s 8 ...8, cd/\s S...8,

. d hat den Wert 1 und der General-

Die Determinante
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nner ihrer Elemente enthilt nur solche Primzahlen,
die auch in den Generalnennern der Elemente von R
und B’ vorkommen.

Der Beweis ergibt sich aus dem Beweis fiir den ent-
sprechenden GauBschen Satz, indem man darin das Wort ,ganz¢
durch ,rational“ ersetzt.

Wir definieren jetzt den Begriff des Geeschlechtes von Formen:

Zwei Formen mit der Diskriminante D gehéren
zum selben Geschlecht, wenn sie durch eine unimodu-
lare rationale Substitution mit zu 2D primem General-
nenner ineinander dibergefiihrt werden kénnen.

Fir das Hauptgeschlecht ist diese Definition offenbar iden-
tisch mit der am Ende von § 3 gegebenen, denn

a’x®+ bz, x, + cx,®
geht iiber in
/24 bxx) + catxy?
durch die Substitution:
1
7

’
X'=axy, Iy =--
1 1 2 a

Za s
welche offenbar den Forderungen des Satzes geniigt.

Aus der Definition der Geschlechter folgt nun wie in § 2
der Satz:

Jede Form eines Geschlechtes 1iBt sich mit jeder
Form eines beliebigen zweiten Geschlechtes in erwei-
tertem Sinne komponieren, und zwar ist die aus ihnen
komponierte Form nur bestimmt bis aufihr Geschlecht.
Fiir jede Form dieses Geschlechtes existiert eine bi-
lineare Substitution, welche sie in das Produkt der
beiden gegebenen Formen verwandelt.

Wir haben gezeigt, daB die Komposition einer Form mit
sich selbst (die ,Duplikation einer Form) eine Klasse des
Hauptgeschlechts ergibt. Wir kénnen leicht auch den umgekehrten
Satz beweisen:

Jede Form des Hauptgeschlechtes entsteht durch
Duplikation.



394 ANDREAS SPEISER:

Beweis: Setzen wir
=0, p"=0, p"=1, ¢=4q", ¢"=0,
so wird nach (6) § 1:
9’2 — qu, 2, — px,’?
= P9y — 09:9:— ¢'9") (09’2 — 422, — 4'2°).

Die erste Form ist offenbar die allgemeinste Form, deren erster
Koeffizient ein Quadrat ist, und da jede Form des Haupt-
geschlechtes mit einer solchen #quivalent ist, so ist damit unser
Satz bewiesen.

Die Hauptklasse entsteht hiernach durch Duplikation solcher
Klassen, welche mit ihrer konjugierten identisch sind (,ambige®
Klassen). Mit Hilfe von elementaren Sitzen iiber Abelsche
Gruppen erkennt man, daB die Anzahl der Geschlechter iiber-
einstimmt mit der Anzahl der ambigen Klassen.

Der sogenannte Satz von der Existenz der Geschlechter
besagt nun die Ubereinstimmung unserer Definition der Ge:
schlechter mit derjenigen durch die Charaktere. Wir wollen dies
wenigstens fiir den Fall, da die Hauptform die Gestalt 2,°*— Dx,?
hat und D quadratfrei ist, beweisen. Nach der letzteren Definition
gehort die Form ax,” + 2bz, z, + cx,’, wo 402 — dac = 4 D ist,
dann und nur dann zum Hauptgeschlecht, wenn a (mod D)
quadratischer Rest ist. Da D (mod @) ebenfalls quadratischer
Rest ist, so folgt nach dem Satz von Legendre, daB die Gleichung

22—ay’— D=0

eine Auflosung in ganzen Zahlen z, v, z besitzt, die von Null ver-
schieden sind. ¥ muB zu D prim sein, wenn die drei Zahlen z, y, #
keinen gemeinsamen Teiler haben sollen. Dies folgt ohne weiteres
aus der Tatsache, daBl D quadratfrei ist. Ferner kann man y als
ungerade Zahl wihlen.
Nun wird
_z+VYDz x—VD:
— vy

a

und wir bezeichnen die beiden Faktoren mit ¢ und .
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Daraus folgt:
(P2 __ o - /D « - (b—VD
p_@@=D)_«(+yD) «-0—VD) __ .
Also

a? ay ay

a®,® + 2bz, 3y + cay’ = (e, + yay) (¢ 2, + V' %),
und diese Form geht offenbar durch eine rationale unimodulare

Substitution mit dem zu 2D primen Generalnenner ay hervor
aus der Hauptform:

2 — Dy = (2,4 VDay) (z,— VD).
Stellt umgekehrt irgend eine Form Quadrate dar, so besteht
ihr Charakterensystem aus lauter positiven Einheiten. Damit ist

die Ubereinstimmung der beiden Definitionen fiir die Geschlechter
nachgewiesen.



