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220-1. Hier werden in einem ersten von drei Schritten mehrere neue Notatio-
nen fiir spezielle Klassenterme eingefiihrt. Die Notationen begleiten in matlab
gebréuchliche Notationen fiir die elementare Algebra von Funktionen:

220-1(Definition)

a) F Uz

=220.0(F,z) ={\Uz: A€ E}
={w: (A (Qe E)AN(w=QUux))}.

b) Eniml’

=220.1(F,z) ={ANaz: X € E}
={w: (I (Qe E)A (w=0QNx))}.

c) B\

=2202(FE,z) ={A\z: A€ E}
={w:32:(Qe E)AN(w=0\1x))}.

d) EniAl'

=220.3(FE,x) ={ Az: € E}
={w:(IQ: (Q € E)A (w=QAx))}.
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220-2. In einem zweiten von drei Schritten werden hier mehrere neue Notatio-
nen fiir teilweise bereits anderwertig in die Essays eingebrachte Klassenterme
eingefiithrt. Die Notation begleitet in matlab gebréduchliche Notationen fiir die
elementare Algebra von Funktionen:

220-2(Definition)

a) rUjp B

=4.0(F,z) ={zUX: A€ E}
={w:(32: (A€ E)A (w=2UQ))}.

b) :EﬂinE

=41(E,z) ={zNA: A€ E}
={w: (I (QeE)A (w=2nQ))}.

c) x\in F

=2204(E,z) ={z\A: A€ E}
={w: (AN (Qe E)A(w=2\Q))}

d) xAin FE

=2205(F,x) = {zAX: N € E}
={w:(3FN: (Qe€ E)A(w=zAN))}.
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220-3. Im letzten von drei Schritten werden hier neue Notationen fiir spezielle
Klassenterme in die Essays eingefiihrt. Die Notation begleitet in matlab gebréuch-
liche Notationen fiir die elementare Algebra von Funktionen:

220-3(Definition)

a) EUin D
=220.6(E,D) ={AUp: (A€ E)A(ne D)}
={w: (AT (QeEFE)A(VED)A(w=QUV))}.
b) E N D
= 220.7(E,D) ={ANp: (A€ E)A (ne D)}
={w: AUV (QeE)A(VED)A(w=0NV))}.
c) Epi\in D
=220.8(FE,D) ={A\p: (A€ E)A(ue D)}
={w: AUV (QeFE)A(VED)A(w=0\7))}.
d) E A D
=220.9(E,D) ={\Apu: (A€ E)YA(pe D)}
= {w: (3T :(Qe E)A (Ve D)A (w=QAT))}.




6 MENGENLEHRE #3220

220-4. Hier wird das “Element-Sein” von E Uz, E N x, F 5\ 2, F A @
angesprochen:

220-4(Satz)

a) Aus “pe F Uz’
folgt “x Menge”und “3Q: (R e E)A(p=QUzx)”.

b) Aus “p € E yNx”folgt “IQ: (Qe E)AN(p=QNax)”.
c) Aus “p € E 5\ z”folgt “IQ: (Qe E)A(p=Q\x)”.

d) Aus “pe E A x”
folgt “x Menge” und “3Q: (2 € E)A (p=QAx)”.

e) Aus “w e E7und “x Menge” folgt “wUx € E jUx”.
) Aus “w e E7 folgt “wnNx e E Na”.
g) Aus “w € E7 folgt “w\z € E 4\ z”.

h) Aus “w € E7und “x Menge” folgt “wAzxr € E ;A x”.

Beweis 220-4 a) VS gleich p € FE U,

1.1: Aus VS gleich “pe F ;ux”
folgt via Element Axiom: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “p € EU;j, 2”7 und
aus “F Uz ={w:(IN: (Qe E)AN (w=QUx))}"
folgt: peE{w: (IN: (e E)N (w=0QUx))}.

2: Aus1.2“pe{w: (AN: (e H)A(w=QUux))}”

folgt: IN:(QeE)AN(p=QUx)

3: Aus 1.1“p Menge” und
aus 2“...p=QUx”
folgt: QU x Menge.

4: Aus 3“QU x Menge”

folgt via 213-3: x Menge
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Beweis 220-4 b) VS gleich pe b N
1: Aus VS gleich “p € ENj, x” und
aus “EpNe={w:(3Q: (Qe E)A (w=0QNx))}”
folgt: peE{w:(AN: (e E)A(w=0Nx))}.
2: Aus1“pe{w: (AN (e E)A(w=0Q0Nx))}”
folgt: IN:(QeE)AN(p=QNux).
c) VS gleich pE E i\ .
1: Aus VS gleich “p € E\jyz” und
aus “Fpu\c={w:(3Q: (Qe E)A (w=Q\2))}”
folgt: peE{w:(AN: (Ne E)AN(w=0Q\x))}.
2: Aus 1“pe{w: (AN (Q e E)A (w=Q\ 2))}”
folgt: 0 (Qe E)AN(p=Q\x).
d) VS gleich pEFE A .
1.1: Aus VS gleich “p e F ;A z”
folgt via Element Axiom: p Menge.
1.2: Aus VS gleich “p € F ;A z” und
aus “E Az ={w:(32: (Q € E)A (w=0QAx))}”
folgt: pe{w:(IN: (2 € E)A(w=0QAx))}.
2.1: Aus1.2“.. Qe FE...7
folgt via Element Axiom: ) Menge.
2.2: Aus1.2pe{w: (3N: (2 € E)A (w=QAx))}”

folgt: 10 : (e E)A(p=QAx)

: Aus 1.1“p Menge” und

aus 2.2“...p=QAx”
folgt: QAz Menge.

: Aus 3“QAx Menge” und

aus 2.1“€) Menge”

folgt via 213-10: x Menge
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Beweis 220-4 e) VS gleich (w € E) A (z Menge).
1.1: Es gilt: 30 Q = w.
1.2: Aus VS gleich “we E...”

folgt via Element Axiom: w Menge.

: Aus 1.1¢...Q=w” und

aus VS gleich “w e E...”
folgt: Qe k.

: Aus 1.1¢...Q=w"”

folgt: QUz=wUux.

: Aus VS gleich “...z Menge” und

aus 1.2“w Menge”

folgt via UAxiom: x U w Menge.
: Aus 2.2

folgt: wUzr=QUuz.
: Aus 1.144Q...7

aus 2.1“Q € E” und
aus 3w Uz =QUzx”
folgt: 10: (Qe E)AN(wUz =QUx).

: Aus 2.3“c Uw Menge” und

aus 4“3Q: (e E)A(wUz=QUx)”
folgt: zUze{w: (AN: (e E)AN(w=QUux))}.

cAusb‘wUze{w: (IN: (Ve E)A(w=QU=z))}” und

aus “{w:(3Q: (e E)AN(w=QUx))} =E Uz”
folgt: wUzx € F 43U .
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Beweis 220-4 £) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

2.3:

Es gilt:

Aus VS gleich “w € E7”
folgt via Element Axiom:

Aus 1.1¢...Q=w"” und
aus VS gleich “w € E”
folgt:

Aus 1.1¢...Q=w"
folgt:

Aus 1.2“w Menge”
folgt via 2-24:

: Aus 2.2

folgt:

: Aus 1.1¢3Q...7,

aus 2.1“Q € E7 und
aus 3“wNax=QNx”
folgt:

: Aus 2.3“zNw Menge” und
aus 4“3Q: (Qe E)A(wnz=QNx)”
wNze{w:(32: (e E)AN(w=0N2x))}.

folgt:

wE K.

40 : Q = w.

w Menge.

Qek.

QNzx=wNux.

w Nz Menge.

wNze=0Nxz.

0 (Qe E)AN(wnaz=QNx).

s Aus5‘wNzref{w: (AN: (Ve E)A(w=QNzx))}” und

aus “f{w: (IQ: (Ve E)A (w=QNx))} =FE uyNa”

folgt:

wNx € F 3N x.
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Beweis 220-4 g) VS gleich

1.1:

1.2:

Es gilt:

Aus VS gleich “w € E7”
folgt via Element Axiom:

i Aus 14...Q=w” und

aus VS gleich “w € E”
folgt:

: Aus 14...Q=w”

folgt:

: Aus 1.2“w Menge”

folgt via 213-10:

: Aus 2.2

folgt:

: Aus 1.143Q...7,

aus 2.1“Q € E” und
aus 3“w\x=Q\ z”
folgt:

: Aus 2.3“w \ x Menge” und
aus 4“3 (Qe E)A(w\z=Q\x)”
w\ze{w: (AN: (Ve B)A (w=0Q\x))}.

folgt:

folgt:
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wE K.

40 : Q = w.

w Menge.

Qek.

Q\z=w\z.

w \ x Menge.

w\z=0\uz.

I (QeE)AN(w\x=0Q\x).

s Aus 5w \z €{w: (AN (Qe E)A (w=Q\2))}” und
aus “fw: (FQ: (Ve E)AN(w=Q\x))} = FE 4\ 2"

w\z € E .
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Beweis 220-4 h) VS gleich (w € E) A (z Menge).
1.1: Es gilt: 30 Q = w.
1.2: Aus VS gleich “w e E...”

2.1:

2.2:

2.3:

folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus 1.1¢...Q=w"” und
aus VS gleich “w e E...”
folgt: Qe k.

Aus1.1¢..Q=w"
folgt: QAxr = wAx.

Aus 1.2“w Menge” und
aus VS gleich “...x Menge”

folgt via 213-10: wAx Menge.
: Aus 2.2

folgt: wAxr = QAx.
: Aus 1.144Q...7

aus 2.1“0Q ¢ E” und
aus 3“wAz = QAx”
folgt: A0 : (2 € E) A (wAz = QAx).

: Aus 2.3“wAx Menge” und

aus 4“30 : (Q € F) A (wAz = QAx)”
folgt: wAz € {w: (3Q: (L € E) A (w=QAx))}.

Aus 5wAr € {w: (AN : (2 € E) A (w=QAx))}” und

aus “{w: (INQ: (V€ E)A (w=QAz))} = F ;A 27
folgt: wAx € E ;A x.

]
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220-5. Hier wird das “Element-Sein” von x U, F,x Niy B, 2 \in E, xAi, E ange-

sprochen:
220-5(Satz)
a) Aus “pex U, B
folgt “x Menge”und “IQ: (Qe E)A(p=2UQ)”.
b) Aus “p € x Ny, E7 folgt “IQ: (Qe E)A(p=2nQ)”.
c) Aus “pex\in E”
folgt “x Menge”und “3IQ: (Qe EYA(p=2\Q)".
d) Aus “pe xAiy, E7
folgt “x Menge” und “3Q: (2 € E)A (p=zAQ)”.
e) Aus “x Menge” und “w € E” folgt “x Uw € x Ui, E7.
f) Aus “w € E7 folgt “xNw € x Ny £7.
g) Aus “x Menge” und “w € E7” folgt “x\w € x \in E”.
h) Aus “x Menge” und “w € E7 folgt “cAw € xA;, E7.
Beweis 220-5 a) VS gleich pExU B
1.1: Aus VS gleich “p € x Us, £
folgt via Element Axiom: p Menge.
1.2: Aus VS gleich “p € x Us;, E” und

aus “cUp F={w: (3Q: (e E)A(w=2UQ))}”
folgt:

peE{w:(AN: (e E)A(w=2UN))}.

2: Aus 1.2“pe{w: (AN: (e E)AN(w=2UQ))}”

folgt:

IN:(QeE)AN(p=2UQ)

: Aus 1.1“p Menge” und

aus 2“...p=axUQ”
folgt:

folgt via 213-3: x Menge

x U Menge.

: Aus 3“2 U Menge”
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Beweis 220-5 b) VS gleich peExNiy E.

1: Aus VS gleich “p € x N3, £” und
aus “x N F={w:(3: (Qe E)A(w=2nQ))}”

folgt: peE{w:(AN: (e E)A(w=2n0))}.

2: Aus1“pe{w: (AN (Qe EYA(w=2NnQ))}”
folgt: IN:(QeE)AN(p=2nQ).
c) VS gleich pEx\in F.

1.1: Aus VS gleich “...p€x\in B
folgt via Element Axiom: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “p € z\i, £7 und
aus “c\ip F={w: (AN (Qe )N (w=2\Q))}”
folgt: peE{w: (IN: (e E)N(w=2\Q))}.

2: Aus1.2p e {w: (3N (QEE)A (w=1\Q))}”

folgt: 10 (QeE)AN(p=2\Q)

3.1: Aus2“...Qe FE...7
folgt via Element Axiom: 2 Menge.

3.2: Aus2“...p=2\ Q" und
aus 1.1%p Menge”
folgt: x \ © Menge.

4: Aus 3.2z \ 2 Menge” und
aus 3.1“€) Menge”

folgt via 213-10: x Menge




14 MENGENLEHRE #3220

Beweis 220-5 d) VS gleich p € xAy, F.

1.1: Aus VS gleich “p € xA;j, E7
folgt via Element Axiom: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “p € xAj, E7 und
aus “xAjy E={w:(32: (2 € E)A(w=2xAQ))}"
folgt: pe{w: (IN: (R e E)A(w=zxA0Q))}.

2.1: Aus1.2“.. Qe FE...7
folgt via Element Axiom: ) Menge.

2.2: Aus1.2“pe{w:(IQ: (€ E)A (w=2AQ))}”

folgt: 30 (Q e E)A(p=aAQ)

3: Aus 1.1“p Menge” und
aus 2.2“...p=xzAQ”
folgt: xAS) Menge.

4: Aus 3“zAQ Menge” und
aus 2.1“€) Menge”

folgt via 213-10: x Menge
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Beweis 220-5 e) VS gleich (x Menge) A (w € E).
1.1: Es gilt: 30 Q = w.
1.2: Aus VS gleich “...w e E”

2.1:

2.2:

2.3:

folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus 1“...Q=w” und
aus VS gleich “...w e E”
folgt: Qe k.

Aus 1¢“...Q=w"
folgt: rUQ=zxUw.

Aus VS gleich “x Menge...” und
aus 1.2“w Menge”

folgt via UAxiom: x U w Menge.
: Aus 2.2

folgt: rUw =z U
: Aus 1.144Q...7

aus 2.1“Q € E” und
aus 3“zUw=2UN”
folgt: 0 (QeE)AN(zUw=aUQ).

: Aus 2.3“c Uw Menge” und

aus 4“3Q: (e E)A(zUw=2UQ)"
folgt: rUwe{w:(32: (e E)AN(w=2UQ))}.

cAusbzUwe{w: (IN: (N e E)A(w=2UQ))}” und

aus “{w:(3Q: (e )N (w=2UQ))} =2 Uiy £
folgt: zUw € xU;p B
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Beweis 220-5 £) VS gleich

1.1:

1.2:

Es gilt:

Aus VS gleich “w € E7”
folgt via Element Axiom:

i Aus 14...Q=w” und

aus VS gleich “w € E”
folgt:

: Aus 14...Q=w”

folgt:

: Aus 1.2“w Menge”

folgt via 2-24:

: Aus 2.2

folgt:

: Aus 1.143Q...7,

aus 2.1“Q € E7 und
aus 3“zNw=zNN"
folgt:

: Aus 2.3“w Nz Menge” und
aus 4“3 (Qe )N (zNw=2NQ)”
rNwe{w:(32: (e E)AN(w=2nQ))}.

folgt:
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wE K.

40 : Q = w.

w Menge.

Qek.

zNOQ=zNw.

x N w Menge.

rNw=2xNS.

0 (QeE)A(zNw=a2nQ).

s Aus5znNuwe{w: (AN: (Ve E)A(w=2NnQ))}” und

aus “fw: (I (Ve E)AN(w=2NQ))} =2 Niy E”

folgt:

rNw € xNiy F.
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Beweis 220-5 g) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

2.3:

Es gilt:

Aus 1“...Q=w” und
aus VS gleich “...w e E”
folgt:

Aus 14...Q=w"
folgt:

Aus VS gleich “x Menge. ..

folgt via 213-10:

: Aus 2.2

folgt:

: Aus 149Q...7

aus 2.1“Q € E” und
aus 3“z\w=u1z\N"
folgt:

17

(x Menge) A (w € E).
30 :Q =w.

QeFE.
x\Q=1z\w.

x \ w Menge.

z\w=ux)\Q

I (QebE)A(z\w=21\Q).

: Aus 2.3“2 \ w Menge” und

aus 4“3 (Qe E)A (z\w=2\Q)”

folgt:

z\we{w: (AN: (e E)A(w=2x\Q))}.

s Aus 5z \we{w: (AN (Qe E)A (w=2\Q))}” und

aus “fw: (FQ: (Ve E)AN (w=2\Q))} =2 \in E”

folgt:

z\w e x\iy F.
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Beweis 220-5 h) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Es gilt:

Aus VS gleich “...w e E”
folgt via Element Axiom:

s Aus1.1¢...Q=w” und

aus VS gleich “...w e E”
folgt:

: Aus 1.1¢...Q=w"”

folgt:

: Aus VS gleich “x Menge. ..’

aus 1.2“w Menge”
folgt via 213-10:

: Aus 2.2

folgt:

: Aus 1.144Q...7

aus 2.1“Q € E7 und
aus 3“zAw = zAQ”
folgt:

: Aus 2.3“cAw Menge” und
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(x Menge) A (w € E).
302 :Q =w.

w Menge.

Qek.

A = xAw.

” und

xAw Menge.

zAw = xAQ.

A0 : (2 € E) A (xAw = 2AQ).

aus 4“30 : (Q € E) A (zAw = zAQ)”

folgt:

zAw €{w: (3N: (L€ E) A (w=2AN))}.

Aus 5zAw € {w: (AN : (2 € E) A (w=2AN))}” und

aus “{w: (IQ: (Q € E)A (w=12AQ))} = zAi, E”

folgt:

xAw € v\, F.
O
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220-6. Die Zugehorigkeit zu E iJin D, E yin D, E 5i\in D, E i Asn D ist einfach
zu {iberpriifen:

220-6(Satz)

a) Aus “pe FE Uiy D”
folgt “IQ U : (Qe E)YA(VeEeD)A(p=QUW)”.

b) Aus “p € E ,iNin D7
folgt “IQ U : (Qe E)YA(VeED)A(p=QNWT)”".

c) Aus “p € E pi\in D”
folgt “IQU: (Qe EYA(VeD)A(p=Q\V¥)".

d) Aus “pe FE ;1A D7
folgt “IQ W : (Qe EYAN (Ve D)A(p=Q0¥)”".

e) Aus “w e E7und “v € D’ folgt “wUv € E 3Usy D”.
) Aus “w € E7und “v € D” folgt “wNuv € FE ,Nin D”.
g) Aus “w € E7und “v € D7 folgt “w\v € F 4;\in D”.

h) Aus “w € E7und “v € D” folgt “wAv € E ;A\, D7

Beweis 220-6 a) VS gleich p el Uin D.

1: Aus VS gleich “p € E ;Ui D7 und
aus “E pUin D ={w: (3QYV: Qe E)A(V e D)A(w=QUWT))}”

folgt: peE{w: (ALY : Qe E)AN(F ED)A(w=QUW))}.

2: Aus1pe{w : (IQUV: (Qe E)A(VED)AN (w=QUV))}”
folgt: 30,0 (Qe E)A (¥ e D)A(p=QuU).
b) VS gleich p € FE iNin D.

1: Aus VS gleich “p € E ;N D7 und
aus “EpNin D ={w: 3V : ( Qe E)A(V eD)A(w=0NnT))}”
folgt: peE{w: (FQY: (QeE)AN(TEeD)AN(w=0NT))}.

2: Aus 1p e{w : (AQU: (Qe E)A(VED)AN (w=QNT))}”
folgt: IV (QeE)AN(VeD)A(p=2NV).
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Beweis 220-6 c) VS gleich pEFE pi\in D.

1: Aus VS gleich “p € E ,;\in D” und
aus “E p\in D ={w: (FQV: (Qe E)A(V e D)A(w=02\V))}"

folgt: pE{w: (ALY : (QeE)AN(TEeD)A(w=02\T))}.

2: Aus 1pe{w : (FQU: (Qe E)A(VED)AN (w=Q\V¥))}”
folgt: AU (Qe E)A(TeD)A(p=02\ V).
d) VS gleich pEFE A D.

1: Aus VS gleich “p e F ,;A;y D” und
aus “E piAin D={w: (3QV: (Qe E)A (Ve D)A(w=0QAV))}”

folgt: peE{w: (FAUY: (e E)A (¥ € D)A (w=QAV))}.

2: Aus 1“pe{w: (AT : (Qe€ E)A (¥ € D) A (w=QAT))}”
folgt: A, U : (Qe E)A (Y e D)A(p=QAD).
efgh) VS gleich (we E)N(veD,).
1.1: Es gilt: 30 Q =w.
1.2: Es gilt: JU: U =o.

1.3: Aus VS gleich “w e E...”
folgt via Element Axiom: w Menge.

1.4: Aus VS gleich “...v e D”
folgt via Element Axiom: v Menge.
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Beweis 220-6 efgh) ...

2.1:

.10:

Aus 1.1¢...Q=w"” und
aus VS gleich “w e E...”
folgt:

: Aus 1.2%... U =97 und

aus VS gleich “...v € D”
folgt:

: Aus 1.14...Q=w"

folgt:

:Aus 1.14...Q=w"

folgt:

: Aus 1.1%...Q=w"

folgt:

: Aus1.1%...Q=w"

folgt:

: Aus 1.3“w Menge” und

aus 1.4“v Menge”
folgt via UAxiom:

: Aus 1.3“w Menge”

folgt via 2-24:

: Aus 1.3“w Menge”

folgt via 213-10:

Aus 1.3“w Menge” und
aus 1.4“v Menge”
folgt via 213-10:

21

Qek.

velD.

QUuv=wUw.

QNnu=wnNwu.

Q\v=w)\w.

QOAv = wAvw.

w U v Menge.

w N ov Menge.

w \ v Menge.

wAv Menge.
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Beweis 220-6 efgh) ...

3.1: Aus1.2“... U =9" und
aus 2.3“QUuv=wUJv”
folgt: QNY =wUw.

3.2: Aus1.2“... U =9" und
aus 2.4“QNu=wnNuv”
folgt: QNY =wnNo.

3.3: Aus 1.2 .. ¥ =v" und
aus 2.5“Q\v=w\v”
folgt: Q\VU =w\v.

3.4: Aus1.2“... U =9" und
aus 2.6“0OAv = wAv”

folgt: QAY = wAv.
4.1: Aus 3.1

folgt: wUv=QUW.
4.2: Aus 3.2

folgt: wNov=0NV.
4.3: Aus 3.3

folgt: w\v=0Q\WV.
4.4: Aus 3.4

folgt: wAv = QAU
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Beweis 220-6 efgh) ...

5.1:

Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“3w...7 |

aus 2.1“Q e E7 |

aus 2.2“0V € D” und

aus 4. 1“wUv=QUWU”

folgt: QU (Qe E)AN(YeD)A(wUv=QUWY).

: Aus 1.1¢3Q...7,

aus 1.2“3¥ . ..7

aus 2.1“Q e E7 |

aus 2.2“0V € D” und

aus 4.2“wNuv=QNVY”

folgt: UV (Qe E)AN(YeD)A(wNv=0NT).

: Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“30 . ..7

aus 2.1“Q e E7 |

aus 2.2“V € D” und

aus 4.3“w\v=Q\U”

folgt: 0, U: (Qe E)A(P e D)A (w\v=Q\V).

: Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“4w ... 7,

aus 2.1“Q e E7 |

aus 2.2“V € D” und

aus 4.4“wAv = QAV”

folgt: I,V : (e E)A (¥ e D) A (wAv = QAT).

: Aus 2.7“w Uwv Menge” und

aus 5.1“3IQV: (Qe E)A(V e D)A(wUv=QUT)”
folgt: wUv e{w: (FQT: (QeE)A(TED)A(w=0UV))}.

: Aus 2.8“wNwv Menge” und

aus 5.2V : (Qe E)A(P e D)A(wNnov=0NT)”
folgt: wNue{w: (FQU: (Qe EYA(V e D)A (w=0NnT))}.

: Aus 2.9“w \ v Menge” und

aus 5.3“3IQ, 0 : (Qe EYA(P € D)A (w\v=0Q\T)”
folgt: w\ve{w: ALY (QeE)A(TeD)A(w=0Q\¥)}

: Aus 2.10“wAwv Menge” und

aus 5.4“3IQ, U : (Q € E)A (¥ € D) A (wAv = QAT)”
folgt: wAv € {w: (IQV: (2 e E)A (¥ € D)A (w=QAV))}.
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Beweis 220-6 efgh) ...

7.e):

7.f):

7.8):

7.h):

Aus 6. 1wUv €{w: (FQV: ( Qe E)A(VED)A (w=QUV))}” und
aus “{w: QY : (QeEYAN(V e D)N (w=QUV))} =E Uiy D”
folgt: wUv € F 43Usn D.

Aus 6. 2w Nve{w: (FQV: ( Qe E)AN(VED)A(w=QNV))}” und
aus “{w: QU : (QeEYAN(VY e D)N(w=QNV))} =E 4iNin D”
folgt: wNov € FE iNin D.

Aus 6.3“w\ve{w: AUV : ( Qe E)A(VED)A (w=Q\¥))}” und
aus “{w: (FQU: (QeEYA(V e D)A(w=Q\¥))} = E pi\in D”
folgt: w\v € E pi\in D.

Aus 6.4“wAv € {w: (FQ TV : (Q € E)A (V€ D) A (w=QAV))}” und
aus “{w: (FQV: (Qe E)YA (Ve D)A (w=QAV))} = E ;A D”
fOlgt: wAv € E niAin D.

O
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220-7. Wie zu erwarten war gilt unter anderem E Uz = zU, Fund E A, D =
D ,;A;, E. Fiir die Klassen-Differenz sind keine dhnlichen Identitdten verfiigbar:

220-7(Satz)
a) FyUx=2Us E.
b) EsNe=xNi, F.
c) F ANz =zA;, F.
d) F Uin D =D ,;Uin E.
e) FoiNinD=0D psNin E.

f) E niAin D=D niAin E.

Beweis 220-7 a)

Themal.1 a € B U,

2: Aus Themal.1“a € F ;Ux”
folgt via 220-4:
(x Menge) A (IQ: (€ E)A (a=QUx)).

3: Via KGU gilt: QUz =2UQ.

4.1: Aus 2“x Menge...” und
aus 2“...Q e E...”
folgt via 220-5: rUQ exUsy B

4.2: Aus2“...a=QUzx” und
aus 3“QUr =2UQN7
folgt: a=xU.

5: Aus4.2“a =2z UQ” und
aus 4.1z UQ €€ x Uy BV
folgt: a€xUy B

Ergo Themal.1: Va:(a€ EpUz) = (a € x Uiy, E).

Konsequenz via 0-2(Def): M| “FE Uz CaUy E7
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Beweis 220-7 a)
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2: Aus Themal.2“a €z U E7
folgt via 220-5:

3: Via KGU gilt:

4.1: Aus2“...Qe F...” und
aus 2“x Menge...”
folgt via 220-4:

4.2: Aus2“...a=zUQ” und
aus 3“z U =QUzx”
folgt:

5: Aus4.2“a=QU2z” und
aus 4.1“QUx e F ;uz”
folgt:

(x Menge) A(3Q: (€ E)AN(a=2UQ)).

o €xUy B

ztUQ=QUux.

QUz e B Uz,

a=QUuzx.

a€ F Uz,

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(a €xUp F) = (a € E yU).

A2| “x UinE g EniU x”

2: Aus Al gleich “F j;Ux Cx U, £7 und

aus A2 gleich “zU;, F C E Ux”
folgt via GleichheitsAxiom:

EniULU:I'UinE.



MENGENLEHRE #220

Beweis 220-7 b)
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2: Aus Themal.1“a € E ,;Nx”

folgt via 220-4:
3: Via KGN gilt:

4.1: Aus2“.. Qe FE...7
folgt via 220-5:

4.2: Aus2“...a=0Nz” und
aus 3“QNaex=x2NN”
folgt:

5: Aus4.2a =N Q" und
aus 4.1z NN exzNiyy, B
folgt:

IN:(Qe E)AN(a=QNx).

a€ F N

QNnz=x2NA.

rNQexzn, E.

a=zN.

a€xNig E.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(a € EpNx) = (o €xNyy, E).

Al “EniﬂxgxﬂinE”
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Beweis 220-7 b)

o€ 1Ny E.
2: Aus Themal.2“ac€xzNiy, B

folgt via 220-5: IN:(Qe E)AN(a=2nNQ).

3: Via KGN gilt: xNQ=0Nx.

4.1: Aus2“...QeFE...”
folgt via 220-4: QNz e FE N

4.2: Aus2“...a=zNNQ7 und
aus 3“z NN =0QNx”
folgt: a=QNz.

5: Aus4.2“a=QnNz” und
aus 4.1“QNe e EF sNa”

folgt: o€ F N
Ergo Themal.2: Va:(a€xNyu F)= (e € E uyNa).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “ania B C B psNna”

2: Aus Al gleich “F ;s;Nnax Cx Ny £7 und
aus A2 gleich “x Ny, F C E sNa”
folgt via Gleichheits Axiom: ENe=xNi, F.
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Beweis 220-7 c)

Themal. 1 a € F A x.

2: Aus Themal.1“a € F ;A z”
folgt via 220-4:
(x Menge) A (32 : (2 € E) A (a = QAx)).

3: Via FSA gilt: QAx = zAQ.

4.1: Aus 2“z Menge...” und
aus 2“...Q e KE...7
folgt via 220-5: rAQ € xA;, E.

4.2: Aus 2“...a=QAz” und
aus 3“OAx = 2AQ”
folgt: a = zAQ.

5: Aus 4.2 = zAQ”7 und
aus 4.1“2AQ € xAn E7
folgt: o €z B

Ergo Themal. 1: Va: (a € EpAx) = (a €z, B).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “F A x C oAy E7
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Beweis 220-7 c)
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2: Aus Themal.2“«a € zA;, BV
folgt via 220-5:

3: Via FSA gilt:

4.1: Aus2“...Qe FE...” und
aus 2“x Menge. .. ”
folgt via 220-4:

4.2: Aus 2“...a=zxAQ” und

aus 3“zAQ = QAzx”
folgt:

5: Aus4.2“a = QAxz” und
aus 4.1“QAz € F ;A z”
folgt:

(x Menge) A (3Q : (2 € E) A (a = zAQ)).

o€ xA;, E.

zAQ = QAz.

QAx € E niA Z.

a = QAx.

OéEEniALE.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo (a € zAi E) = (a € E A 1).

A2 “lL'Ain FE g FE niA x”

2: Aus A1 gleich “F ;A z C A, E7 und

aus A2 gleich “zA;, E C E ;A x”
folgt via GleichheitsAxiom:

E niA Tr = .ZUAin E.
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Beweis 220-7 d)
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2: Aus Themal.1“a € F iUjn D7
folgt via 220-6:

IV (Qe E)AN(VeD)A(a=0UW).

3.1: Via KGU gilt:

3.2: Aus2“... e D...” und
aus 2“...Qe E...”
folgt via 220-6:

4: Aus2“...a=QUY” und
aus 3.1“QUU =T UN”

o< E niUin D.

QUU =T UQ.

VuQeD Ui B

folgt: a=VuU
5: Aus4“a=vUQ” und
aus 3.2“vUN e D Uin B
fOlgt: aeD niJin E.
Ergo Themal.1: Va: (a € E Uiy D) = (e € D 43U, E).

Konsequenz via 0-2(Def):

A1 “E niUin D g D niUin E”
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Beweis 220-7 d)
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2:

3.1:

3.2:

Aus Themal.2“a € D ,;Usp E7
folgt via 220-6:

IV (e D)A

Via KGU gilt:

Aus2“... W e E...7 und
aus 2“...Qe D...”
folgt via 220-6:

cAus 24 ..a=QUVUY” und

aus 3.1“QUU =T UN”
folgt:

: Aus 4¥a =T UQ” und

aus 3.2“vUQ e F Uiy D7
folgt:

a € D niUin E.

(Ve E)AN(a=QUW).
QU =T U

YuUQeFE U D.

a=vU.

acF niUin D.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo (Oé eD niUin E) = (Oé ek niUin D)

A2 “ D niUin E g E niUin D 7

2: Aus A1 gleich “F Uiy D € D 43Usy E7 und
aus A2 gleich “D ;Usp F C E 3Uijp D7
folgt via GleichheitsAxiom:

E nilJin D=D niJin E.
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Beweis 220-7 e)
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2: Aus Themal.1“a € FE ,iNin D7
folgt via 220-6:

IV (QeE)AN(VeD)A(a=0nNT).

3.1: Via KGN gilt:

3.2: Aus2“... e D...” und
aus 2“...Qe E...”
folgt via 220-6:

4: Aus2“...a=0QNY” und
aus 3.1“QNUv =vNN"

o< E nimin D.

QNU =vNaQ.

N eD N, E.

folgt: a=vnNH.
5: Aus4“a=9NN" und
aus 3.2V NN e D Nin B
fOlgt: aeD nil Vin E.
Ergo Themal.1: Va: (a € E piNip D) = (e € D 43Ny E).

Konsequenz via 0-2(Def):

A1 “E nimin D g D nimin E”
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Beweis 220-7 e)
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2:

3.1:

3.2:

Aus Themal.2“a € D psNin E7
folgt via 220-6:

IV (e D)A

Via KGN gilt:

Aus2“... W e E...7 und
aus 2“...Qe D...”
folgt via 220-6:

s Aus 2¢...a=0NY” und

aus 3.1“QNVUv =vNN"
folgt:

c Aus 4¥a =0 NN7 und

aus 3.2V NN e F iNip D7
folgt:

a € D niﬂin E.

(Ve E)AN(a=0nNW).
QNU =vnNaO.

UNQ ekl iNinD.

a=vnNnN.

acF niﬂin D.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo (Oé eD niﬁin E) = (Oé ek niﬁin D)

A2 “ D nimin E g E niﬂin D 7

2: Aus A1 gleich “F ;;Niy D € D 43N, E7 und
aus A2 gleich “D ;N F C E 4iNin D7
folgt via GleichheitsAxiom:

E nil lin D=D nil lin E.
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Beweis 220-7 f)
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2: Aus Themal.1“a € E ;A D7

folgt via 220-6:

AV : (e E)AN (Ve D)A(a=QAV).

3.1: Via FSA gilt:

3.2: Aus 2“... e D...” und
aus 2“...Qe E...”
folgt via 220-6:

4: Aus 2“...a=QAY” und
aus 3.1“QAV = VAQ”
folgt:

5: Aus 4“a = VAQ” und
aus 3.2“VAQ € D ;A BV
folgt:

a €l niAin D.

QAT = TAQ.

VAQ € D ;A4 E.

o= UAQ.

(S D niAin E.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo :

(v € Ep3Ain D) = (0 € D p3Ajy E).

Al “E niAin D g D niAin E”
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Beweis 220-7 f)

a€D Ay E.

2: Aus Themal.2“a € D ,;Ain E7
folgt via 220-6:
QU (QeD)A(V e E)A(a=QAV).

3.1: Via FSA gilt: QAY = WAQ.

3.2: Aus 2“... W e E...” und
aus 2“...Qe D...”
fOlgt Via 220—6 \IJAQ - EniAin D

4: Aus 2“...a=QAU” und
aus 3.1“0OAU = UVAQ”
folgt: a = VAQ.

5: Aus 4“a = UVAQ” und
aus 3.2“VAQ € F ;A D7

fOlgt: o &€ E niAin D.
Ergo Themai.1: Va: (w € D 43A4 E) = (e € E 13A5, D).
Konsequenz via 0-2(Def): A2l “D AL, ECE A, D”

2: Aus Al gleich “F ;A1 D C D 43;A;, E7 und
aus A2 gleich “D ;A EC E ;A D7
folgt via GleichheitsAxiom: E A, D=D_ A, F.
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220-8. Falls ¥ C ¢, dann gilt, da die Elemente von F und e die Elemente etwa

von z \ip £ und x \i, e generieren, unter anderem = \;, £ C z \i, €:

—)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

220-8(Satz)
Es gelte:

E Ce.

Dann folgt:

FE  Uxr CepyUx.
E_ Nz CeypNo.
En\zCep\ .
E iAxCepA .
zUip B C x Uy €.
TNy B C x Ny, e.
x\in E Cx\ine.

xAip E C 2, €.
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Beweis 220-8 a)

@€ E Uz

2: Aus Themal“a € F j;Uzx”
folgt via 220-4:
(x Menge) A (IQ: (2 € E)A (a=QUx)).

3: Aus2“...Qec¢ FE...” und
aus —) “E Ce”
folgt via 0-4: Qee.

4: Aus 3“Q €e” und
aus 2“x Menge...”
folgt via 220-4: QUzx €e U,

5: Aus2“...a=QUxz” und
aus 4“QUuz e U’
folgt: o € e U,

Ergo Themal: Va: (o€ EpUz) = (a€enyUa).

Konsequenz via 0-2(Def): E Uz CeyUa.
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Beweis 220-8 b)

2: Aus Themal“a € F ;;Nx”
folgt via 220-4:

3: Aus2“...Q e E...” und
aus —) “E Ce”
folgt via 0-4:

4: Aus 3“Q ce”
folgt via 220-4:

5: Aus2“...a=QnNz” und
aus 4“Q Nz eegyynNa”
folgt:

a€ F N

IN:(Qe E)AN(a=QNx).

Qece.

QNx €epNe.

aEeqpla.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
c)

39

Va: (o€ Epne) = (o €enna).

EF_ iNx CeypNa.

2: Aus Themal“a € F 4\ z”
folgt via 220-4:

3: Aus2“...Q e E...” und
aus —) “E Ce”
folgt via 0-4:

4: Aus 3“Q ece”
folgt via 220-4:

5: Aus2“...a=Q\z” und
aus 4“Q\ x € e\ 27
folgt:

a € FE ,\ .

0 (Qe E)A(a=Q\ ).

Qece.

Q\z € e\ 2.

a € ey T

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € E s\ x) = (a € e\ x).

E i\ Cep\ .
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Beweis 220-8 d)
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2: Aus Themal“a € F ;A z”
folgt via 220-4:

(x Menge) A (32 : (2 € E) A (a = QAx)).

3: Aus2“...Qec¢ E...” und
aus —) “E Ce”
folgt via 0-4:

4: Aus 3“2 ce” und

aus 2“x Menge...”
folgt via 220-4:

5: Aus 2“...a=QAz” und
aus 4“QAx € e ps A 2”7
folgt:

ac B ;A x.

OAz € e 3 A 2.

a€eqy .

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

e)

1.1:

1.2:

1.3:

Aus ) “FE Ce”
folgt via des bereits bewiesenen a):

Via 220-7 gilt:

Via 220-7 gilt:

: Aus 1.2 Uy F=F ;;Ux” und

aus 1.1“F Uz CepyUx”
folgt:

: Aus 2“2 Uy F CepsUx” und

aus 1.3“esUx=axUjpe”
folgt:

Va:(a € EpAz)= (a€en).
EniAxgeniAiC.

F Uxr CeyUx.
IUinE:EniUﬂf.

eniJr =xUe.

U B Ce U,

Uy B C Ui, e
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Beweis 220-8 f)

1.1: Aus =) “FE Ce”

folgt via des bereits bewiesenen b): E.Nnx CeqpNeo.
1.2: Vla 220-7 gllt X ﬂin E = E niﬂ xZ.
1.3: Via 220-7 gilt: €T =2xNjge.

2: Aus 1.2z Ny F = F ssNx” und
aus 1.1“FE Nz CepyynNa”
folgt: rNipn B CegiNe.

3: Aus 2“2z Nijp F CepsNa” und
aus 1.3“e Nz =xNige”

folgt: N B CzNype.
g)
o€\ E.
2: Aus Themal“a € z\;, E”
folgt via 220-4:
(x Menge) A (3Q: (€ E)A (a=12\Q)).
3: Aus2“...Q € E...” und
aus —) “E Ce”
folgt via 0-4: Qece.
4: Aus 2“x Menge...” und
aus 3“1 €e”
folgt via 220-4: z\Qex\iye.
5: Aus2“...a=2\ Q" und
aus 4“x\ Q€ x\jye”
folgt: a € x\iye.
Ergo Themal: Va: (o €x\in E) = (0 € x\ine).

Konsequenz via 0-2(Def): t\in E Cx\ine.
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Beweis 220-8 h)

1.1:

1.2:

1.3:

Aus ) “FE Ce”

folgt via des bereits bewiesenen a): E_ i AxCepy A .
Via 220-7 gilt: A B =F ;A .
Via 220-7 gilt: e A x=xA; e

: Aus 1.2“cA, E=F ;A 7 und

aus 1.1“F ;A xCepyAx”
folgt: xAin EF Ce A .

: Aus 24“2A E Ce s A x” und

aus 1.3“e piAx=zAj e’
folgt: xAin E C xAj, e.

O



MENGENLEHRE #220

220-9. Aus E C e folgt unter anderem D p;\in F C D p3\iy €

43

220-9(Satz)

Es gelte:

—)

E Ce.

Dann folgt:

a)
b)
c)
d)
e)
)
g)
h)

E niUin D g € niUin D
E nimin D g € niﬂin D

E ni\in D g € ni\in D

E niAin D g € niAin D

D niUin E g D niUin €.
-D nimin E g D nimin €.

D ni\in E g D ni\in €.

D niAin E g D niAin €.
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Beweis 220-9 a)

0 € E wUsa D.

2: Aus Themal“o € E 43Uy D7
folgt via 220-6:
IV (QeE)AN(VeD)A(a=0UW).

3: Aus2“...Qec¢ E...” und
aus —) “E Ce”
folgt via 0-4: Qee.

4: Aus 3“2 ce” und
aus 2“... e D...”
folgt via 220-6: QU € ey Ui D.

5: Aus 2“...a=QUVY” und
aus 4“QUVY € e 3Usn D7
folgt: o € e gUin D.

Ergo Themal: Va: (o € E Ui D) = (a € € 43Uy D).

Konsequenz via 0-2(Def): E ,iUin D C e g3Usn D.
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Beweis 220-9 b)

0 € E wnin D.

2: Aus Themal“o € E 43Ny D7
folgt via 220-6:
IV (QeE)AN(VTeD)A(a=0nNT).

3: Aus2“...Qec¢ E...” und
aus —) “E Ce”
folgt via 0-4: Qee.

4: Aus 3“2 ce” und
aus 2“... e D...”
folgt via 220-6: QNY eeqyiNin D.

5: Aus2“...a=0QNvY” und
aus 4“OQNY cepgiNin D7
folgt: € e giNin D.

Ergo Themal: Va: (a € E piNin D) = (a0 € € 5iNin D).

Konsequenz via 0-2(Def): E 2iNin D C e giNin D.
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Beweis 220-9 c)
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folgt via 220-6:

aus —) “E Ce”
folgt via 0-4:

4: Aus 3“2 ce” und
aus 2“... e D...”
folgt via 220-6:

aus 4“Q\ U € e p;\in D”
folgt:

2: Aus Themal“«a € F 4;\in D7

3O, T (Qe E)A (T € D)A(a=Q\ ).

3: Aus2“...Qe F...” und

5: Aus 2“...a=0Q\ V" und

(RS E ni\in D.

Q\\IIEGHi\inD.

ace ni\in D

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo (Oé ) ni\in D) = (Oé ce ni\in D)
E ni\in D g € ni\in D
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Beweis 220-9 d)

OéEEniAin D.

2: Aus Themal“a € E Ay D7
folgt via 220-6:
AV : (e E)AN (Ve D)A(a=QAV).

3: Aus2“...Qe¢ E...” und
aus —) “E Ce”
folgt via 0-4: Qee.

4: Aus 3“2 ce” und
aus 2“... e D...”
folgt via 220-6: QAV € e 3 Ain D.

5: Aus 2“...a=QAU” und
aus 4“OAV e e ;A\, D7

folgt: o €eqnilAin D.

Ergo Themal: Va: (€ E 3A; D) = (a € e 3 Asy D).
Konsequenz via 0-2(Def): E Ay D CepiAin D.
e)
1.1: Aus ) “E Ce”

folgt via des bereits bewiesenen a): FE Uin D CepUin D.
1.2: Via 220-7 gilt: D pUsn E = F Uz, D.
1.3: Via 220-7 gilt: € nilin D = D 3Usp €.

2: Aus 1.2“D Uiy F = F 43Uy D7 und
aus 1.1“F niUin D g € niUin D”
fOlgt: D niUin F g e niUin E.

3: Aus 2“D niJin E g € nilJin E7 und
aus 1.3%¢e nilJin D=D niJin e’
fOlgt: D niJin E g D nilYin €.
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Beweis 220-9 f)

1.1: Aus =) “FE Ce”

folgt via des bereits bewiesenen a): E iNin D CepiNin D.
1.2: Via 220-7 gilt: D niNin B = E piNin D.
1.3: Via 220-7 gilt: €niNin D = D niNip €.

2: Aus 1.2“D ,iNin F = F psNin D7 und
aus 1.1“F niﬂin D g (& niﬂin D”
fOlgt: D niﬂin FE g € niﬂin E.

3: Aus 2“D piNin F C e piNin £7 und
aus 1.3“e piNin D = D piNin e”

fOlgt: D niﬂin E g D niﬂin €.
g)
a € B i\ D.
2: Aus Themal“«a € F 4;\in D7
folgt via 220-6:
AV : (Qe E)AN (Y e D)A(a=QAV).
3: Aus2“...Qe E...”7 und
aus —) “E Ce”
folgt via 0-4: Qee.
4: Aus 3“Q €e” und
aus 2“... e D...”
folgt via 220-6: QAV € e y;\in D.
5: Aus 2“...aa = QAY” und
aus 4“QAWV € e 4;\in D7
folgt: € €pni\in D.
Ergo Themal: Va: (a € E p3\in D) = (o € € p3\in D).

Konsequenz via 0-2(Def): E pi\in D C € 4i\in D.
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Beweis 220-9 h)

1.1: Aus =) “FE Ce”
folgt via des bereits bewiesenen a):

1.2: Via 220-7 gilt:
1.3: Via 220-7 gilt:

2: Aus1.2“D Ay, FE=F ;A\, D7 und
aus 1.1“F niAin D g (& niAin D”
folgt:

3: Aus 2“D A E CepiAin E7 und
aus 1.3%¢ niAin D=D niAin e”
folgt:

49

E niAin -D g € niAin -D
D niAin E=F niAin D.

€ niAin D=D niAin €.

D niAin E g € niAin E

D niAin E g D niAin €.

O
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220-10. In direkter Anwendung von 220-9 ergibt sich das nunmehrige Resultat:

220-10(Satz)

Es gelte:
—) E Ce.
—) D Cd.

Dann folgt:
a) F,Uin D Ce Uiy d.
b) E piNin D C e piNiy d.
c) Epi\in D C € pi\ind.

d) E niAin D g € niAin d.

Beweis 220-10 a)

1: Aus »)“E Ce”
fOlgt via 220-9: FE niYin D g € nilYin D.

2: Aus =) “D Cd”
folgt via 220-9: € niJin D C € 5iUsn d.

3: Aus 1“F 3Uin D Ce p3Usn D7 und
aus 2“¢e piin D C e piUin d”
fOlgt via 0-6: FE niJin D g € nilYin d.

b)

1: Aus ) “E Ce”
folgt via 220-9: E 0iNin D C € niNin D.

2: Aus »)“D Cd”
folgt via 220-9: € niNin D C € 5iNin d.

3: Aus 1“F nil in D g € ni in D7 und
aus 2“e nil lin D g € nil lin d”
folgt via 0-6: E Nin D CepiNin d.
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Beweis 220-10 c)

1: Aus ) “E Ce”
folgt via 220-9: E3i\in D C €ni\in D.

2: Aus =) “D Cd”
folgt via 220-9: € ni\in D C € ni\in d.

3: Aus 1“F ni\in D g € ni\in D7 und
aus 2“ € ni\in D g € ni\in d”
folgt via 0-6: E 3i\in D C € ni\in d.

d)

1: Aus ) “E Ce”
folgt via 220-9: EniAin D CenAsn D.

2: Aus 0“D Cd”
folgt via 220-9: € nilin D C e 434, d.

3: Aus 1“F ;A D Ce s Ay, D7 und
aus 2“e niAin D g (& niAin d”
folgt via 0-6: E A D CeniAyy d.

O
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220-11. ErwartungsgeméiB spielt 0 als x oder E bei den in 220-1(Def) vorge-
stellten Klassen eine Sonderrolle:

220-11(Satz)

a) “OpuUzr=0"und “E ;Uu0=FE".

b) 0N =0.

c) “E uN0={0}"genau dann, wenn “0# E”.
d) 0,N0=0.

e) “Op\x=0"und “E ;\0=FE".

f) “OpAx=0"und “EF ;A0=FE".

Beweis 220-11 a)

a €0l
2: Aus Themal.1“a €0y Uz”
folgt via 220-4: A (Qe0)A(a=0Ux).

3: Esgilt 2¢...2€0...7.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: a ¢ 0 Uz,

Ergo Themal: Va:(aelyUr) = (a¢0,Ux).

Konsequenz via 0-19: 0pUx=0
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Beweis 220-11 a)

53

ac EUo.

2: Aus Themal.2“a € E ,;U07

folgt via 220-4: A (Qe E)A (a=QU0).
3: Via 2-17 gilt: QUO=Q.
4: Aus 3“QUO0 =07 und

aus 2“...Q e E...”

folgt: QuUOe k.
5: Aus 2“...a=QUO0” und

aus 4“QU0 e E”

folgt: ac b

Ergo Themal.2: Va:(a€e EU0)= (a € E).

Konsequenz via 0-2(Def):

Al “FEU0C E”

a€kb.

2: Via 2-17 gilt: alUl=a.

3: Aus Themal.3“a € E” und
aus 0/ Axiom*“(0 Menge”
folgt via 220-4: aU0e F ;U0.

4: Aus 3“aU0 € E ,;U0”7 und
aus 2“a U0 =a”
folgt: a e B ;U0.

Ergo Themal.3: Va:(a€ E)= (ae€ E ,U0).

Konsequenz via 0-2(Def):

A2| “EC F ,;U07
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Beweis 220-11 a)

2: Aus A1 gleich “F ;U0 C E” und
aus A2 gleich “F C F ;;U0”

folgt via GleichheitsAxiom: FEUu0=F
b)
a € 0N
2: Aus Themal.1“a €0 yNz”
folgt via 220-4: IN:(Qed)A(a=0Nx).
3: Esgilt 2¢...2€0...7.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: aé¢ 0N
Ergo Themal: Va:(a€0pune) = (a¢0uNe).
Konsequenz via 0-19: 0pNax=0
c) VS gleich E N0 = {0}.

1: Aus 1-5“0 € {0}” und
aus VS gleich “FE ;N0 = {0}”
folgt: 0€Emn0.

2: Aus1“0€ £ ;N 07
folgt via 220-4: 3Q:(Qe E)A(0=02nN0).

3: Aus2“..QeFE...7
folgt via 0-20: 0+#FE.
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Beweis 220-11 c) VS gleich 0+#FE.
1: Aus VS gleich “0 # E”
folgt via 0-20: J0:Qe k.
2: Aus 1“...Q e E”
folgt via 220-4: QN0e E NO0.
3: Via 2-17 gilt: QNo=0.

4.1: Aus2“QN0e E ;Nn0”7 und
aus 3“QN0=0"

folgt: 0e E_iNO0.
a € Eno.
5: Aus Thema4.2“a € FE ,;N07
folgt via 220-4: A (Qe E)A (a=0QnNn0).
6: Via 2-17 gilt: QNo=0.

7: Aus5“...a=0QN0" und
aus 6“QN0=0"
folgt: a = 0.

Ergo Thema4.2: Al “Va: (a€ Eyun0)= (a=0)"

5: Aus4.1“0€ E ;N 07 und
aus Al gleich “Va: (o € E ;N 0) = (. =0)"
folgt via 174-1: E N0 = {0}.
d)

Via des bereits bewiesenen b) gilt: 0,:N0=0.
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Beweis 220-11 e)
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Themal.1]

2: Aus Themal.1“a € 0\ x”
folgt via 220-4:

3: Esgilt 2¢...2€0...7.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt:

a € 0p\ .

I (Qe0)A(a=0\2z).

a ¢ 0n;\ .

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

Va: (a€0pn\z) = (a &0\ ).

Oni\xZO

Thema1.2]

2: Aus Themal.2“a € E ;;\ 07

folgt via 220-4:
3: Via 5-11 gilt:

4: Aus 3“Q\0=0" und
aus 2“... Qe E...7
folgt:

5: Aus 2“...a=0Q\0” und
aus 4“Q\0€ E”
folgt:

A (Qe E)AN(a=Q)\0).

OéGEnl\O

Q\0=0Q.

Q\0€E.

a € F.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € Ep\0) = (0 € E).

M| “E\0CE”
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Beweis 220-11 e)

@€ b
2: Via 5-11 gilt: a\0=a.

3: Aus Themal.3“a € E7”
folgt via 220-4: a\0 € E;\0.

4: Aus3“a\0€ E 4\ 07 und
aus 2“a\ 0 =a”

folgt: a € FE 4\ 0.
Ergo Themal. 3: Va:(a € E)= (o€ E 4\ 0).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “EC E,\07

2: Aus Al gleich “F ;;\0C E” und
aus A2 gleich “E C F ;;\ 07

folgt via GleichheitsAxiom: Eu\0=FE

f)

@ €0mA .

2: Aus Themal.1“a €03 A z”7
folgt via 220-4: A0 : (Q € 0) A (o =0Ax).

3: Esgilt 2¢...2€0...7.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: aéd A,

Ergo Themal: Va:(a€e0puAz)= (a¢0uA ).

Konsequenz via 0-19: 0,:Axz=0
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Beweis 220-11 f)

acEuAo.
2: Aus Themal.2“a € E ;A 07
folgt via 220-4: 10 : (Q € E) A (a=QA0).
3: QA0 "22 A0 P2 .
4: Aus 3“QA0=...=Q” und
aus 2“...Q e E...”
folgt: QA0 € E.

5: Aus 2“...a=QA0” und
aus 4“QA0 € E”

folgt: ac b
Ergo Themal.2: Va:(a € E 3 A0) = (a€ E).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “E sA0CE”
a€k.
2: a0 22 0Aa P22 a.

3: Aus Themal.3“a € E” und
aus 0/ Axiom*“ (0 Menge”

folgt via 220-4: a0 e E ;A Q.
4: Aus 3“aA0 € F ;A 07 und
aus 2“aA0=...=«a”
folgt: ac B ;A0
Ergo Themal.3: Va:(a€ E)= (a€ E 3 A0).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “ECE ;A0
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Beweis 220-11 f)

2: Aus Al gleich “F ;A 0C E” und
aus A2 gleich “E C F ;A 07

folgt via GleichheitsAxiom:

29

EniAO:E
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220-12. ErwartungsgeméiB spielt 0 als x oder E bei den in 220-2(Def) vorge-
stellten Klassen eine Sonderrolle:

220-12(Satz)

a) “2Up0=0"und “0U;, E=FE7.

b) MN;x, 0=0.

c) “0Ni, B ={0}"genau dann, wenn “0# E”.
d) 0Ny, 0=0.

e) “z\in0=0".

£) “0\in £ = {0}” genau dann, wenn “0 # E”.
g “0\:m0=0".

h) “z2Ay 0=0"und “0A;, E = FE".

Beweis 220-12 a)

1.1: 2 U 02270 yue PEM .
1.2: 0 Uin E 22&77 E niU 0 220;11 E.
2: Aus1.1“2U;p 0=...=0" und
aus 1.2“0Ujpy EF=...=FE”
folgt: (xUin0=0)A(0U;, E=E).
b)
1: 2 MNip 0 207 ek 20,
2: Aus 1
folgt: 2 Nin 0= 0.
c)
1.1: Via 220-7 gllt 0 ﬂin E=F niﬂ 0.
1.2: Via 220-11 gilt: (EuN0={0}) < (0#FE)

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (0N E={0}) & (0# E).
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Beweis 220-12 d)

Via des bereits bewiesenen b) gilt: 0N;n 0=0.
e)
a €2 \in 0.
2: Aus Themal“a € x \;, 07
folgt via 220-4: IN:(Qe0)A(a=2x\Q).

3: Esgilt 2¢...2€0...7.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ x\i0.
Ergo Themal: Va: (a€x\in0) = (a ¢ x\in0).
Konsequenz via 0-19: z\in0=0
f) VS gleich 0\in £ = {0}.

1: Aus 1-5“0 € {0}” und
aus VS gleich “0\;, £ = {0}”
folgt: 0€0\in F.

2: Aus 1“0€ 0\, E7
folgt via 220-4: A (e E)A(0=0)\Q).

3: Aus2“...Qe FE...”7
folgt via 0-20: 0+#F.
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Beweis 220-12 f) VS gleich 0#FE.
1: Aus VS gleich “0# E”
folgt via 0-20: J0: Qe k.
2: Aus O/ Axiom“0 Menge” und
aus 1“...Q e E”
folgt via 220-5: 0\Qe0\wmE.
3: Via 5-11 gilt: 0\Q2=0.
4.1: Aus 2“0\ Q2 €0\;, £7 und
aus 3“0\ Q2 =0"
folgt: 00\, E.
@ €0\ E.
5: Aus Thema4.2“a € 0\i, B
folgt via 220-4: A (Qe E)AN(a=0\Q).
6: Via 5-11 gilt: 0\Q2=0.
7: Aus5“...a=0\Q" und
aus 6“0\ Q2 =0"
folgt: a=0.
Ergo Thema4.2: Al “Va: (@ €0\ F)= (a=0)"
5: Aus4.1“0€ 0\sp E7 und
aus Al gleich “Va: (« €0\, E) = (a=0)”
folgt via 174-1: 0\in E = {0}.
g)
Via des bereits bewiesenen e) gilt: 0\in 0=0.
h)
1.1: A 022270 uA 2 2L
1.2: 0Aw BT E A0 PEY B
2: Aus1.1“2A;,0=...=0" und
aus 1.2“0A, E=...=E”
fOlgt: (SEAin 0= 0) VAN (OAin E= E)

]
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220-13. Nun werden E ,;U;, D und die weiteren, in 220-3(Def) vorgestellten
Klassen auf ungleich 0 Sein untersucht:

220-13(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:
i) 0#FE,D.
ii) 0# F nUsn D.
iii) 0# E pNin D.
iv) 0# E ai\in D.
v) 0# F 305, D.

Beweis 220-13 VS gleich 0+#E,D.
1.1: Aus VS gleich “0# E...”
folgt via 0-20: J0:Qe k.

1.2: Aus VS gleich “0#...D”
folgt via 0-20: JU:UeD.

2: Aus1.1%...Q€ E” und
aus 1.2“...v e D”

fOlgt via 220-6: QUU e F niUin D.
3: Aus 2“QUV € E ;U D7
folgt via 0-20: 0+# FE Ui D.
VS gleich 0 £ B ssn D.
1: Aus VS gleich “0 # FE U, D7
folgt via 0-20: d0:® e F ,3Uin D.

2: Aus1“... &€ F Ui, D7
folgt via 220-6: IV (QeE)AN(VeD)AN(P=QUV).

3: Aus2“...Q¢e¢ E...” und
aus 3“...veD...”
fOlgt via 220-6: QNVv e Eniﬂin D.

4: Aus 3“QNVY € E ,iNin D7
folgt via 0-20: 0+# FE oiNin D.
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Beweis 220-13 VS gleich 0+# FE Nin D.

1:

2:

3:

4:

Aus VS gleich “0 # E 4N, D7
folgt via 0-20:

Aus 1“...® € E 4Ny D7
folgt via 220-6:

Aus2“... Qe E...” und
aus 3“...weD..”
folgt via 220-6:

Aus 3“Q\ WV € E 1;\in D7
folgt via 0-20:

S gleich

1:

2:

3:

4:

Aus VS gleich “0 # E p3\in D7
folgt via 0-20:

Aus 1“...® € E j;\in D”
folgt via 220-6:

Aus2“...Qc¢ E...” und
aus 3“... e D...”
folgt via 220-6:

Aus 3“QAV € F ;A D7
folgt via 0-20:

VS gleich

1:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “0 # E A, D7
folgt via 0-20:

tAus 1. P e B A, D7

folgt via 220-6:
Aus 2¢...Qe E...7

folgt via 0-20:

Aus2“... e D...”

folgt via 0-20:

EI@ . @ € Eniﬂin D

3V (QEE)A(VED)A (P =QNT).

Q\ W € E u\in D.

0# F ni\in D.

0 7é Eni\in D

d0 : & € Eni\in D.

AV (QeE)AN(TeD)A(P=0Q\ V).

QAV € F ;A D.

07& EniAin D

0 7é EniAin D.

E@:@GEniAin D.

AU : (e E)A (¥ e D)A(P=QAVD).

0+£E

0+4D
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220-14. Via Negation ergibt sich aus 220-13 vorliegendes Kriterium unter an-
derem fiir £ ;U;p, D = 0:

220-14(Satz)

Die Aussagen 1), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:
i) “E=0"oder “D=0".
ii) F pUsin D =0.
iii) E g4Nin D = 0.
iv) E pi\in D =0.

V) E niAin D =0.
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1: Via 220-13 gilt:
folgt:

2: Aus 1

Beweis 220-14
3: Aus 2

66

QU
*RRAq

Onn o
ﬁUﬂ\l
(n -
VEEEn
) &

SEE RN

/_|\

~—

folgt:

4: Aus 3
folgt:
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Ersterstellung: 28/08/12

67

,Pend1<x) niUin P(y) .

Letzte Anderung: 22/10/12
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221-1. Nun wird das “Element-Sein ” in Peyaqi(z) niUin P(y) thematisiert:

221-1(Satz)
a) Aus “p € Pepar() nilUin P(y)”

folgt “3Q, W : (Q C x) A (2 endlich) A (¥ C y) A (¥ Menge)
ANp=QUW)”.

b) Aus “AC x”und “A endlich”und “B C y”und “B Menge”
folgt “AU B € Pepar() niUin P(y)”.

Beweis 221-1 a) VS gleich P € Penail(®) niUin P(y).

1: Aus VS gleich “p € Pepai(x) niUin P(y)”
folgt via 220-6: A0,V (Q € Penar(2)) A (T € P(y)) A (p=QU ).

2.1: Aus 1“...Q € Pepai(z)...”7
folgt via 32-4: (Q C x) A (Q endlich).

2.2: Aus 1“... ¥V e P(y)...”
folgt via 0-26: (U C y) A (¥ Menge).

3: Aus 1“3Q, 0.7,
aus 2.1“(Q C ) A (2 endlich)” und
aus 2.2 (¥ C y) A (U Menge)”
folgt: 3Q, U : (2 C z) A (2 endlich) A (¥ C y) A (U Menge).

b) VS gleich (A C z) A (A endlich) A (B C y) A (B Menge).

1.1: Aus VS gleich “A C x...” und
aus VS gleich “... A endlich...”
folgt via 32-4: A € Pepai().

1.2: Aus VS gleich “...BCy...” und
aus VS gleich “... B Menge”
foglgt via 0-26: B e P(y).

2: Aus 1.1“A € Pepai(x)” und
aus 1.2“B € P(y)”
folgt via 220-6: AU B € Pepai() niUin P(y).

]
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221-2. Hier werden unter anderem spezielle Mengen, die stets Elemente von
Penai (%) nHinP (y) sind, angegeben. Wegen 0 € Pepai() nMinP(y) it Penai (%) nbin
P(y) stets ungleich der leeren Menge:

221-2(Satz)
2) 0 € Penai(®) nilVin P(y).
) 0 # Penai(2) niUsn P(y)-
¢) Aus “C' C D € Pepai() niUsa P(y) " folgt “C' € Pepat(2) nilin P(y)”.

d) Aus “C € Penat(%) nilUsn P(y)”
folgt “CND,DNC,C\ D € Peat() 0iUsn P(y) 7.

e) Aus “C,D € Pepar(2) niUin P(y)
fOlgt “C U .D, D U C, CAD, DAC S Pendl<x> niUin 7)(?/) 7.

£) Aus “AC x”und “A endlich” folgt “A € Penai(x) niUin P(y)”.

g) Aus “B Cy”und “B Menge” folgt “B € Pena(x) niUin P(y)”.

Beweis 221-2 ab)
1.1: Via 32-5 gilt: 0 € Penai().
1.2: Via 0-28 gilt: 0€P(y).

2: Aus 1.190 € Pepai(z)” und
aus 1.2“0 € P(y)”
folgt via 220-6: 0UO0 € Penai() nilUin P(y).

3: Via 2-17 gilt: Ou0=0.

4.a): Aus 2“0U0 € Pepar(z) niUsn P(y)” und
aus 3“0U0=0"
folgt: 0 € Penai(z) ailUin P(y).

4.b): Aus 20U 0 € Pepai() nilUin P(y)”
folgt via 0-20: 0 # Penat() a:Uin P(y).
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Beweis 221-2 c) VS gleich C C D € Pepar() nilUin P(y).

1: Aus VS gleich “... D € Pepai(x) niUin P(y)”
folgt via 221-1:
QU : (2 Cz)A(Q endlich) A (¥ C y) A (¥ Menge) A (D =QU ).

2.1: Aus VS gleich “C C D...” und
aus 1“...D=QUU”

folgt: CCQuUV.
2.2: Via 2-7 gilt: N CO.
2.3: Via 2-7 gilt: CNw CV,

3.1: Aus 2.1C CQUU”
folgt via 2-10: C=CnNQUW).

3.2: Aus 2.2“C'NOQCQ” und
aus 1“...QCx...”
folgt via 0-6: cCNnOCax.

3.3: Aus 2.2“C'NOQCQ” und
aus 1“...Q endlich...”
folgt via 213-5: C N endlich.

3.4: Aus 2.3“CNY C¥” und
aus 1“... 0 Cy...”
folgt via 0-6: CNw Cy.

3.5: Aus 2.3“C'NY C ¥” und
aus 1“...¥ Menge..."”
folgt via TeilMengenAxiom: C'N¥ Menge.

4.1: Via DGNU gilt: CNOQUY)=(CNU(CNW).

4.2: Aus3.2CnNQCuza”,
aus 3.3“C'N Q2 endlich” |
aus 3.4“CNWY Cy” und
aus 3.5“C'N ¥ Menge”
folgt via 221-1: (CNQ)UCNT) € Pepai() nilUin P(y).

5: Aus 3.1“C=CnN(QUY¥)” und
aus 4.1“CN(QUY)=(CNQYU(CNT)”
folgt: C=(CnuUu(CNW).

6: Aus5“C'=(CNQU(CNWY)” und
aus 4.2°(CNQ)U(CNW) € Pepar(2) niUsn P(y)”
folgt: C' € Penat(®) niUsn P(y).
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Beweis 221-2 d) VS gleich C' € Penai() niUin P(y).
1.1: Via 2-7 gilt: cCnDCC.
1.2: Via 2-7 gilt: DNnC CC.
1.3: Via 5-5 gilt: C\DCC.
2.1: Aus1.1“CnNnDCC” und

2.2:

2.3:

aus VS gleich “C' € Pepai(x) niUin P(y)”

folgt via des bereits bewiesenen c): CND € Pepar(x) niUin P(y)

Aus1.2“DNC CC” und
aus VS gleich “C' € Pepai(x) niUin P(y)”

folgt via des bereits bewiesenen c): DNC € Pepa() ailUin Py)

Aus 1.3“C\ D CC” und
aus VS gleich “C' € Pepai(x) niUin P(y)”

folgt via des bereits bewiesenen c): C\ D € Pepar(2) niUin P(y)

e) VS glelch Ca D € Pendl(x) niUin P(y)

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

2.3:

Aus VS gleich “C'... € Pepai() niUin P(y)”
folgt via 221-1:
3Q, U (2 Cz) A (Q endlich) A (¥ C y) A (U Menge) A (C=QU ).

Aus VS gleich “...D € Pepai(x) niUin Py)”
folgt via 221-1:
A, @ : (' C x) A (I endlich) A (@ C y) A (P Menge) A (D =TU D).

Aus 1.1%...C =QUVY” und
aus 1.2“...D=TU®”
folgt: CUD=QuUY)U((TUD).

Aus1.14...QCx...” und
aus 1.2“...I'Czx...”
folgt via 2-12: QUT Cux.

Aus 1.1“...Q endlich...” und
aus 1.2“...I" endlich...”
folgt via 213-5: QUT endlich.



72

MENGENLEHRE #221

Beweis 221-2 e) VS gleich C, D € Pepai() niUin P(y).

2.4:

Aus1.1“... ¢ Cy...” und
aus 1.2... ¢ Cy...”
folgt via 2-12: YU Cuy.

: Aus 1.1“...¥ Menge...” und

aus 1.2%...® Menge...”
folgt via UAxiom: ¥ U P Menge.

: Via 213-6 gilt: (QUU)U(TU?)=(QUT)U (TUD).

: Aus 2.2“QUI e E7 |

aus 2.3“QUT endlich”,

aus 2.4“VUP Cy” und

aus 2.5“0 U P Menge”

folgt via 221-1: (QUT)U (P UP) € Pepat() Ui P(y).

: Aus2.1“CUD = (QUY)U (I"UP)” und

aus 3.1“(QUIV)U(TUP)=(QUD)U(YUD)”
folgt: CUD=(QUl)U((TU?).

Aus4“CUD = (QUT)U(YUP)” und

aus 3.2 (QUT) U (T U @) € Pepar(2) niUsn P(y)”

folgt: CUD € Penai(7) niUsin P(y)
: Via KGU gilt: DuUuC=CUD.
: Via 5-28 gilt: CAD C CuUD.

: Via 5-28 gilt: DAC CCUD.
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Beweis 221-2 e) VS gleich C, D € Pepai() niUin P(y).

7.1: Aus6.1“DUC =CUD” und
aus 5“C'U D € Pepai() niUin P(y)”

folgt: DU C € Penai() nilUin P(y)

7.2: Aus 6.2“CAD CCUD” und
aus 5“C'U D € Pepai() niUin Py)”

folgt via des bereits bewiesenen c): CAD € Perai(x) 2iUsin P(y)

7.3: Aus 6.3“DAC CCUD” und
aus 5“C'UD € Pepai(x) niUin P(y)”

folgt via des bereits bewiesenen c): DAC € Perai(x) 2iUsn P(y)
£) VS gleich (A C x) A (A endlich).
1: Via 0-18 gilt: 0Cuy.

2: Aus VS gleich “ACx...”,
aus VS gleich “... A endlich” |
aus 1“0 Cy” und
aus 0/ Axiom“0 Menge”
folgt via 221-1:
AUO € 7Dendl<x) nilYin P(y)

3: Via 2-17 gilt: AU0=A.

4: Aus 3“AU0=A" und
aus 2“ AU 0 € Pepar(2) niUin P(y)”
folgt:
A S 7Dendl<x) niUin P(y)
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Beweis 221-2 g) VS gleich (B Cy) A (B Menge).
1: Via 0-18 gilt: 0Cz.

2: Aus1“0Ca”,
aus EndlichkeitsAxiom“0 endlich” ,
aus VS gleich “B Cy...” und
aus VS gleich “... B Menge”
folgt via 221-1:

OUBEe Pendl(l‘) niYin P(y)
3: Via 2-17 gilt: OUB=0.

4: Aus 3“0UB =B" und
aus 2“0U B € Pepai() niUin P(y)”
folgt:
B € Penai(7) niUsn P(y)-

O
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221-3. Hier werden einfache Inklusions-Eigenschaften von Pepai(x) niUin P(y)
angegeben:

221-3(Satz)
a) Pendi(®) € Pendai(®) nilUin P(y).
) P(y) € Penai(®) nilin P(y).
¢) Pendi(®) niUin P(y) € P(7) niUsn P(y)-
d) Aus “z C 27 und “y C 27 folgt “Penar(2) niUsa P(y) C P(2) 7.

e) Pendi(® Uy) € Penai(®) niUin P(y) € Pz Uy).
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Beweis 221-3 a)

@ € Penai().
2: Aus Themal“w € Pepai(x)”
folgt via 32-4: (a € x) A (a endlich).
3: Aus 2“(a C z) A (a endlich)”
folgt via 221-2: @ € Penal() niUin P(y).
Ergo Themal: Va: (@ € Penal(x)) = (@ € Penai(®) niUin P(¥)).
Konsequenz via 0-2(Def): Penai() € Penat(%) 2:Usn P(y).
b)
a € Py).
2: Aus Themal“a € P(y)”
folgt via 0-26: (a Cy) A (o Menge).
3: Aus 2“(a C y) A (o Menge)”
folgt via 221-2: @ € Penal(2) nilUin P(y).
Ergo Themal: Va: (a € P(y)) = (@ € Pena() 2iUin P(y)).
Konsequenz via 0-2(Def): P(y) € Penai(7) niUsin P(y).
c)
1: Via 213-11 gilt: Penai(z) C P(x).

2: Aus 1“Pepai(z) C P(x)”
folgt via 220-9: Penai(%) niUin P(y) € P(2) niUin P(y).
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Beweis 221-3 d) VS gleich

(x C2)A(y C2).

3.1: Aus2“...QCx...” und
aus VS gleich “x C z...”
folgt via 0-6:

3.2: Aus2“... W Cy...” und
aus VS gleich “...y C 2”7
folgt via 0-6:

3.3: Aus 2“...Q endlich...”
folgt via 28-6:

4.1: Aus 3.1“0 C z”7 und
aus 3.2“V¥ C 2”7
folgt via 2-12:

4.2: Aus 3.3“C) Menge” und
aus 2“... U Menge...”
folgt via UAxiom:

5: Aus4.1“QU WY C z”7 und
aus 4.2“Q U ¥ Menge”
folgt via 0-26:

aus 5“QU WU € P(z)”
folgt:

2: Aus Themal“® € Pepai() niUin P(y)”
folgt via 221-1: 3Q, U : (2 C z) A (22 endlich) A (¥ C y)

6: Aus2“...a=QUWY” und

@ € Penal() niUin P(y).

AU Menge) A (a = QU D).

2 Menge.

QU C z.

QU ¥ Menge.

QU e P(z).

a € P(z).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a0 € Pepail() nilUin P(y)) = (a € P(2)).
,Pend1<x> niUin P(y) g P(Z)
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1.1: Via 2-7 gilt:

1.2: Via 2-7 gilt:

zCaxUy.

y<SaxUy.

S Pendl(fﬁ U y)

2.1: Aus Themal.3“a € Peai(zUy)”
folgt via Element Axiom:

a Menge.

2.2: Aus Themal.3“a € Peai(z Uy)”

folgt via 32-4:
3.1: Via 2-7 gilt:
3.2: Via 2-7 gilt:

(e CxUy) A (a endlich).
aNz C .

aNy Cy.

3.3: Aus 2.2%...a endlich”
folgt via 213-5:

3.4: Aus 2.1“a Menge”
folgt via 2-24:

3.5: Aus2.2“aCxUy”
folgt via 2-10:

4.1: Aus3.1“%anNz Cz” und
aus 3.3“a Nz endlich”
folgt via 32-4:

4.2: Aus 3.2“anNy Cy” und
aus 3.4“a Ny Menge”
folgt via 0-26:

5: Aus4.1“aNx € Peyai(z)” und
aus 4.2“a Ny € P(y)”
folgt via 220-6:

asﬁsaﬁ(ny)DcimU(aﬁx)u(aﬂy).

7: Aus6“a=...=(anNz)U(any)” und
aus 5“(aNz) U (aNy) € Penal(x) nilVin P(y)”
folgt:

o Nz endlich.
a Ny Menge.

an(zUy) =a.

anNx e Pendl(x).

any € Py).

(anNx)U(aNy) € Penal(z) nilUin P(y).

@ € Pepal(®) nilUin P(y).

Ergo Themal.3:

Va: (a € Peai(z Uy)) = (@ € Penat(x) niUin P(y)).

Konsequenz via 0-2(Def):

Al ¢ endl(x U y) g Pendl(w) niUin P(Z/) 7
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Beweis 221-3 ...

2: Aus 1.1z CzxUy” und
aus 1.2y CaxUy”
folgt via des bereits bewiesenen d): Penal() niUin P(y) C Pz Uy).

3: Aus A1 gleich “Pepai(x Uy) € Penar() niUin P(y)” und
aus 2° 7Dendl(-r) niUin P(y) g P(.ZU U y) 7
fOlgt: Pendl($ U y) g 7Dendl(x) niUin P(y) g P($ U y)

]
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221-4. Die vorliegenden Aussagen erleichtert im Folgenden Einiges:

221-4(Satz)
a) Aus “p e xUy” folgt “{p} € Penai() niUin P(y)”.
b) Aus “z2 CaxUy”und “z endlich” folgt “z € Pepai(x) niUin P(2)”.

c) Aus “z € Pepai() niUin P(y) " folgt “z CaxUy”.

Beweis 221-4 a) VS gleich pexTUy.
1: Aus VS gleich “pezUy”

folgt via 32-5: {r} € Panar(z Uy).

2: Via 221-3 gilt: Penat( UY) € Penar(x) niUin P(y).

3: Aus 1“{p} € Pepai(z Uy)” und
aus 2 7Dendl(a: U y) g 7Dendl(x) niUin P(y) K

folgt via 0-4: {p} € Penai(z) nilUin P(v).
b) VS gleich (z CxUy) A (# endlich).
1: Aus VS gleich “2 CxUy...” und
aus VS gleich “...z endlich”
folgt via 32-4: 2 € Penar(z Uy).
2: Via 221-3 gﬂt: Pendl(m U y) - Pend1<x) niYin P(y)

3: Aus 24z € Poai(z Uy)” und
aus 2“Penai(® Uy) C Penai() aiUin P(y)”

folgt via 0-4: 2 € Penal() niUin P(y).
c) VS gleich 2 € Penal() niUin P(y).
1: Via 221-3 gilt: Penal() niUia P(y) € Pz Uy).

2: Aus VS gleich “z € Pepai(2) niUin P(y)” und
aus 1 Pepal() niUin P(y) S P(xUYy)”
folgt via 0-4: z € P(xUy).

3: Aus2“z e Pz Uy)”
folgt via 0-26: zCaxUy.

]
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Penat(y ™' [Q \ {0}]) nsUsn Py~ [{0}])-

Ersterstellung: 28/08/12 Letzte Anderung: 22/01/13
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222-1. Hier wird eine einfache hinreichende Bedingung fiir £ € Peoa(y[Q \
{0}]) niUin P(y~1[{0}]) angegeben. Die Klasse o muss nicht Element von @ sein:

222-1(Satz)

a) Aus “E Cy'[{o}UQ]”und “E endlich”
folgt “E € Penar(y~'[Q \ {0}]) nsUsn P(y~'[{0}]) "

b) Aus “E C yQ]”und “FE endlich”
folgt “E € Penar(y~'[Q \ {0}]) asUsn P(y~'[{0}]) .
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Beweis 222-1 a) VS gleich (E Cy {0} UQ]) A (E endlich).
1: Aus VS gleich “F C y~'[{o} UQ]...” und
aus VS gleich “... F endlich”
folgt via 32-4: E € Pealy'[{o} UQ)]).
2: Penar(y~'[{o} U Q)]

)
"2 Py [{o} U (Q\ {o})])

= Pty {0} Uy [Q\ {0}])

“EY Panar(y '@\ {0} Uy [{0}])

C Penar(y™' @\ {0}]) milUsa Py~ [{0}].

i Aus 1“E € Popar(y {0} UQ])” und

aus 2 Penar(y ' [{0} U Q)) - .. € Penan(y '@ \ {0}] niUsn P(y~'[{0}])”

folgt via 0-4: E € Penat(y'[Q \ {0}]) niUsn Py~ [{0}]).
b) VS gleich (E Cy[Q]) A (E endlich).
1: Via 2-7 gilt: Q C {o}UQ.

2: Aus 1Q C{o}UQ”

folgt via 8-9: y Q] Cy'[{o} UQ]

: Aus VS gleich “E C y~'[Q]” und

aus 2“y~'[Q] € y~'[{o} U Q]
folgt via 0-6: ECy'[{o}UQ)].

: Aus 3“E Cy'[{o} UQ]” und

aus VS gleich “... F endlich”
folgt via des bereits bewiesenen a):

FE e 'Pendl(yfl[Q \ {0}]) nilJin P(yil[{a}])'
O
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222-2. Die Klasse Penai(y Q@ \ {0}]) aiUin Py~ [{0}]) ist stets TeilKlasse von
domy, genauer, von y~'[{o} U (Q \ {0})], und in Spezialfillen - unter anderem
wenn o € @ - eine TeilKlasse von y~![Q]. Die Beweis-Reihenfolge ist b) - a) - c):

222-2(Satz)
) Penai(y~'[Q \ {0}]) niUia P(y~'[{0}]) € P(domy).
D) Penar(y'[Q \ {0}]) aiin Py~ [{o}]) € Py~ [{o} UQ]).

c) Aus “o€ Q7 oder “o Unmenge”

folgt “Penar(y~'[Q \ {0}]) nUsa Py~ [{0}]) € P(y'[Q]) "
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Beweis 222-2 b)
1: Via 221-3 gilt:

Penat (@ \ {0})) ntUin P(y~*[{0}]) € P(y[Q\ {0}] Uy~ [{0})).
2. Py Q\ {o}] Uy ' [{o}))
= Py @\ {o}) U{o}])
LR o} U(Q\ {o})
"2 Py {0} UQ)).

3: Aus 1Penar(y[Q \ {0}]) asUia P(y 1 [{0}])

€ Py [Q\ {o}] Uy~ [{o}])“und
aus 2°Ply R\ {o} Uy ' [{o}]) =... = Py [{o} U QD"
olgt:

Penar(y ™' [Q \ {0}]) nUsn Py~ [{0}]) € P(y~'[{o} U Q)).

1: Via des bereits bewiesenen b) gllt

Penat(y~' 1@ \ {0}]) asUsn Py~ [{0}]) € Py~ [{o} U (Q\ {o})]).

2: Via 11-19 gilt: y ' [{o} U(Q\ {0})] C domy.
3: Aus 2“y {0} U(Q\ {0})] C domy”
folgt via 0-28: Py~ [{o} U (Q\ {0})] € P(domy).

4: Aus 1“Peai(y'[Q \ {0}]) nilUin Py [{0}])
C Py '{o} U (Q\ {o})])” und
aus 3“P(y~'[{o} U(Q\ {0})]) € P(domy)”

folgt via 0-6:
Penat(y~H[Q \ {0}]) niUsa P(y~'[{0}]) € P(domy).

c) VS gleich (0 € Q) V (o Unmenge).

1: Aus VS gleich “(0 € Q) V (0 Unmenge)”
folgt via 5-19: Q= {0} U(Q\{o}).

2: Via des bereits bewiesenen b) gﬂt

Penar(y ' [Q\ {0}]) niUin Py~ [{0}]) € Py~ [{o} U (Q\ {o}))).
3: Aus 2“ Pendl(y [Q \ {0}]) niYin (y 1[{0}])
C Py '[{o} U(Q\ {o})])” und
aus 1°Q = {o} U (Q\ {o})”

folgt: Penat(y~' 1@ \ {0}]) asUsn Py~ [{0}]) € Py~ [Q))-
O



86 MENGENLEHRE #222

222-3. Es steht ein einfaches Kriterium fiir Peuai(y ' [Q\{0}]) alin Py [{0}]) =
{0} zur Verfiigung:

222-3(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
1) Penar(y~'[Q \ {0}]) niUin P(y~"[{0}]) = {0}.
ii) “oé¢rany”und “QNrany=0".

ii1) “y~[{o}] =0"und “y~ Q] =0".

Beweis 222-3 VS gleich Penai(y Q@ \ {0}]) niUia Py~ [{0}]) = {0}.
1.1: Es gilt: (o €rany) V (0 ¢ rany).

’ wifFallunterscheidung ‘

1.1.1.Fall 0 €Erany.
2: Aus1.1.1.Fall“o€rany”
folgt via 7-7: A0 (Q,0) €.
3: Aus2“...(Q,0) €y”
folgt via 12-7: Q €y [{o}.
4.1: Via SingeltonAxiom gilt: {2} Menge.
4.2: Aus 3“Q ey 1[{o}]”
folgt via 174-1: 0 # {Q} Cy[{o}].

5: Aus 4.2“...{Q} Cy'[{o}]” und
aus 4.1“{Q} Menge”
folgt via 221-2: {Q} € Penai(y @ \ {0}]) nilUsn Py~ [{0}]).

6: Aus 5{Q} € Penai(yQ \ {0}]) nilUsn P(y~'[{0}])” und
aus VS gleich “Penai(y 1@ \ {0}]) niUin Py~ [{0}]) = {0}

folgt: {Q} € {0}.
7: Aus 6“{Q} € {0}”
folgt via 1-6: {Q}=0.

8: Esgilt 74{Q} =07.
Es gilt 4.240 # {Q}...”.
Ex falso quodlibet folgt: o ¢ rany.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: o¢rany
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Beweis 222-3

1.2: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung ‘

87

S gleich Py [Q \ {0}]) atia Py~ [{0}]) = {0}.

(@Nrany =0) Vv (0 # Q@ Nrany).

2:

10:

11:

1.2.1.Fall

Aus 1.2.1.Fall“0# @QNrany”
folgt via 0-20:

: Aus2“...Qe@QnNrany”

folgt via 2-2:

: Aus 3¢...Q€Q...”

folgt via 1-8:

i Aus 3“...Q €rany”

folgt via 7-7:

: Aus 4.14{Q} C Q7

folgt via 8-9:

:Aus 4.2¢. (P, Q) ey”

folgt via 12-7:

: Via 28-8 gilt:
: Aus 5.2“U € y~1[{Q}]” und

aus 5.1“y~{Q}] Cy Q]
folgt via 0-4:

: Aus 6.2“0 € y1[Q]”

folgt via 174-1:

: Aus 7¢...{¥} CyQ]” und

aus 6.1“{¥} endlich”

folgt via 222-1: {U} € Penat(y1Q \ {0}]) niUin Py~ [{o}]).

0 Aus 8“{U} € Pepar(y @ \ {0}]) niUin P(y~*[{0}])” und
aus VS gleich “Penai(y Q@ \ {0}]) niUin Py~ [{0}]) = {0}”

folgt:

Aus 94{T} € {0}~
folgt via 1-6:

Es gilt 10¢{¥} =07
Es gilt 740 # {¥}...”.
Ex falso quodlibet folgt:

0+#QnNrany.
30:QeQnrany.
(2eQ)N(2e€rany).
{2} ce.

U (V,0Q) €.

y B Sy QI
vey {Q}.

{®} endlich.

ey QL

0#{T} Cy Q]

{v} € {0},

(T} =0.

QNrany =0.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: QNrany =0
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Beweis 222-3 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “o ¢ rany...”

folgt via 12-12:

1.2: Aus VS gleich “...QQ Nrany =07"

folgt via 213-8:

VS gleich

1.1: Via 221-2 gilt:

MENGENLEHRE #222

(o ¢rany) A (Q@Nrany = 0).

y~'[{o}] =0

y Q=0

(' {o}] =0) A (y'[Q] = 0).

0e ,Pendl(yil[Q \ {0}]) nilJin ,P(yil[{o}])'

folgt via 221-1:

3.1: Via 5-5 gilt:
3.2: Aus 2¢... U Cy'[{o}]..

folgt:

4.1: Aus3.1“Q\ {0} C Q"
folgt via 8-9:

4.2: Aus 3.2“0 C(”

@ € Penai(y~[Q \ {0}]) nssn Py~ [{0}])-

2: Aus Themal.2“a € Poa(y Q@ \ {0}]) nilUia Py [{0}])”

20,0 (2 y QN {o}) A (T Sy [{o}) Ala = QUD).

aus VS gleich “y~![{o}] =

Q\{o} C Q.

folgt via 0-18: U =0
5.1: Aus2“...QCy '@\ {o}]...” und

aus 4.1%y~'Q\ {o}] € y7'Q]”

folgt via 0-6: QCy Q)

D Aus 2¢...a=QUY” und

aus 4.2“0U =07
folgt: a=0U0.
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Beweis 222-3 VS gleich (y {0} =0) A (y7HQ] = 0).
@ € Penar(y ' [Q \ {0}]) niUsa Py~ [{0}])-

6.1: Aus5.1“Q C y~'[Q]” und
aus VS gleich “...y71[Q] =07

folgt:

6.2: Via 2-17 gilt:

7.1: Aus6.1“Q C0”

folgt via 0-18:

7.2: Aus5.2“a=QU0” und
aus 6.2“0U0=Q"

folgt:

8: Aus 7.2 und
aus 7.1
folgt:

QCo.
QU0 =Q.

Ergo Themal.?2:

At “Vor: (@ € Penar(y~'[Q \ {0}]) ssUsn P(y~'[{0}])) = (a = 0)”

2: Aus 1.140 € Pepai(y 1@ \ {0}]) niUin P(y~[{0}])” und
aus A1 gleich “Va : (a0 € Penai(y ' [Q\ {0}]) alin P(y~" [{0}])) = (@ =0)"

folgt via 174-1:

Penat(y ™' [Q \ {0}]) nUsa P(y~" [{0}]) = {0}
[l
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222-4. Im Fall o € () nimmt 222-3 einfachere Gestalt an:

222-4(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) 0 € Q.
...sind die Aussagen 1), 1i), 1ii) dquivalent:
1) Penar(y @\ {0}]) msin Py~ [{0}]) = {0}.
ii) @ Nrany = 0.

iii) y7 Q] = 0.

Beweis 222-4 VS gleich Penai(y @\ {0}]) niUia P(y~'[{0}]) = {0}.

1: Aus VS gleich “Peoai(y1[Q \ {0}]) aiUsa Py [{0}]) = {0}”
YA (QNrany = 0).

folgt via 222-3: (o ¢ rany
2: Aus 1
folgt: QNrany = 0.
VS gleich Q@ Nrany = 0.

1: Aus 2 “0€ Q7 und
aus VS gleich “Q Nrany =0"
folgt via 161-1: o ¢ rany.

2: Aus 1“0 ¢ rany” und
aus VS gleich “Q Nrany =07
folgt via 222-3: (v '{o}] =0) A (y7'[Q] = 0).

3: Aus 2
folgt: y Q] = 0.
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Beweis 222-4 VS gleich

1:

Aus =) “0€e Q7
folgt via 1-8:

: Aus 14{o} C Q7

folgt via 8-9:

: Aus 2“y71[{o}] Cy1[Q]” und

aus VS gleich “y~1[Q] =07

91
y Q] = 0.
{o} CQ.

y{o}] Sy Q]

folgt: y[{o}] CO.
: Aus 3¢y~ [{o}] C 0”7

folgt via 0-18: y[{o}] = 0.
: Aus 44y~ '[{o}] =07 und

aus VS gleich “y~1[Q] =07

folgt via 222-3: Penat(y 1@ \ {0}]) niUia Py~ [{0}]) = {0}

]
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Einiges iiber P(x).
Einiges tiber Pepai().

Einige Folgerungen aus z C y U z.
Ausy Cax C zUy folgt zUx = 2zUwy.
rUy € F genau dann, wenn x € F oder y € E.
E < v Ny genau dann, wenn F ¢ x oder E ¢ y.

Ersterstellung: 08/10/12 Letzte Anderung: 02/07/13
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223-1. Nun wird Hinreichendes dafiir angegeben, dass ungeordnete Paare und
ungeordnete Tripel Elemente von P(z) und Pepai(x) sind:

223-1(Satz)
a) Aus “p,q € x” folgt “{p,q} € Penar(z)”.

b) Aus “p,q,7 € x” folgt “{p,q,7} € Penar(x)”.

Beweis 223-1 a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p... € 2”7 und
aus VS gleich “...q e x”
folgt via 4-14:

1.2: Via 28-8 gilt:

2: Aus 1.1“{p,q} Cz” und
aus 1.2“{p, ¢} endlich”
folgt via 32-4:

b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p,q... €x”
folgt via des bereits bewiesenen a):

1.2: Aus VS gleich “...rex”
folgt via 32-5:

2: Aus 1.1“{p,q} € Pepar(z)” und
aus 1.2“{r} € Pepai(x)”
folgt via 32-5:

3: Via 213-3 gilt:

4: Aus 3“{p,q,r} = {p,qy U{r}” und
aus 2“{p, ¢} U{r} € Pepai(z)”
folgt:

p,q Ex.

{p,q} C .

{p, ¢} endlich.

{p7 CI} € Pendl(x>~

p,q, T €.

{pa Q} € 7)endl(x)-

{7’} S Pend1(l‘).

{p7 q} U {T} € 7)endl(x)-
{p,q,7} ={p, g} U{r}.

{p,q,7} € Penai(x).
L]
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223-2. Hier wird Einiges iiber TeilKlassen von x,y fiir z Ny = 0 ausgesagt:

223-2(Satz)

Aus “xNy=0"und ...
a) ...und “z € P(z)”und “w € P(y)” folgt “zNw =0".
b) ...und “z € Peai(x)” und “w € P(y)” folgt “zNw=10".
c) ...und “z € P(x)”und “w € Pepai(y)” folgt “zNw=0".

d) ...und “z € Pepa(z)”und “w € Pepai(y)” folgt “zNw =10".

Beweis 223-2 a) VS gleich (xNy=0)A(z€P(z)) AN (wePly)).
1.1: Aus VS gleich “...z € P(x)...”
folgt via 0-26: z C x.

1.2: Aus VS gleich “...w € P(y)”
folgt via 0-26: wCy.

2: Aus 1.1z C 2”7 und
aus 1.2“w Cy”
folgt via 2-13: zNw CxNy.

3: Aus2“zNw CzxNy” und
aus VS gleich “xNy=20..."

folgt via 0-6: zNw C 0.
4: Aus3“zNw C0”

folgt via 0-18: zNw =0.

b) VS gleich (xNy=0)A (2 € Penar(2)) A (w € P(y)).

1: Via 213-11 gilt: Penai(z) C P(x).
2: Aus VS gleich “...z € Popai(x)...” und

aus 1“Pepai(z) € P(z)”

folgt via 0-4: z € P(x).

3: Aus VS gleich “znNy=0...",
aus 2“z € P(z)” und
aus VS gleich “...w € P(y)”
folgt via des bereits bewiesenen a): zNw =0.
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Beweis 223-2 ¢) VS gleich (xNy=0)A(z € Px)) AN(w € Penai(y)).
1: Via 213-11 gilt: Penat(y) € P(y).

2: Aus VS gleich “...w € Pea(y)” und
aus 1% Penai(y) € P(y)”

folgt via 0-4: w € P(y).
3: Aus VS gleich “zny=0...",

aus VS gleich “...z € P(x)...” und

aus 2“w € P(y)”

folgt via des bereits bewiesenen a): zNw =0.

d) VS gleich (xNy=0)A (2 € Penar(2)) A (W € Penar(y)).

1: Via 213-11 gilt: Penal(z) C P(2).
2: Aus VS gleich “...z € Popai(x)...” und

aus 1 Pepai(z) € P(x)”

folgt via 0-4: z € P(x).

3: Aus VS gleich “znNy=0...",
aus 2“z € P(z)” und
aus VS gleich “...w € Peai(y)”
folgt via des bereits bewiesenen c): zNw =0.
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223-3. In Vorbereitung von Weiterem werden hier zwei Folgerungen aus = C yUz
gezogen:

223-3(Satz)

Es gelte:
—) rCyUz.

Dann folgt:
a) z=(zNy)U(zNz).
b) z\yCz.

c) z\zCuy.
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Beweis 223-3 a)

b)

c)

1: Aus ) “x CyuUx”

folgt via 2-10: rN(yUz) =z

xéxﬂ(yu,z)Dcimu(a:ﬂy)u(a:ﬂz).

: Aus 2

folgt: r=(zNy)U(zNz).

: Aus ) “r CyUz”

folgt via 5-5: z\yC(yUz)\v.

(yu2)\y E’ (zUy) \ v

c Aus 1“2\ y C (yUz)\y” und

aus 2“(yUz)\y=...=(zUy)\y”
. Via 5-10 gilt: (zUy)\y=2\y.

: Aus 3“z\y C (zUy) \y” und

aus 4“(zUy)\y=2\y"
folgt: z\yCz\y.

: Via 5-5 gilt: z\y C z.

: Aus 5%z \y C z\y” und

aus 6“2z \y C 2”7
folgt via 0-6: z\yCz.

: Via KGU gilt: yUz=2zUuy.

: Aus =) “z CyUz” und

aus 1“yUz=zUy”
folgt: xrCzUy.

s Aus 2 C zUy”

folgt via des bereits bewiesenen b): x\zCuy.
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223-4. In Anlehnung an 223-3 werden hier Konsequenzen aus z € P(y U z)
gezogen:

223-4(Satz)
Es gelte:
—) z€PyUz).
Dann folgt:
a) x=(zNy)U(zNz).
b) zNy e P(y).
c) xNzeP(z).
d) z\y € P(z).
(

e) z\z€Py).
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Beweis 223-4

1:

.a):

.b):

.c):

.d):

.e):

Aus =) “z e P(yUz)”
folgt via 0-26:

: Via 2-7 gilt:
: Via 2-7 gilt:

s Aus 1z CyuUz...”

folgt via 223-3:

s Aus1“z CyuUz...”

folgt via 223-3:

: Aus 1“...z Menge”

folgt via 2-24:

: Aus 1“...x Menge”

folgt via 2-24:

: Aus 1“...x Menge”

folgt via 213-10:

: Aus 1“...2 Menge”

folgt via 213-10:

Aus 1“x CyUz...”
folgt via 223-3:

Aus 2.1“zNy Cy” und
aus 2.5z Ny Menge”
folgt via 0-26:

Aus 2.2“zNzC 2”7 und
aus 2.6“x N z Menge”
folgt via 0-26:

Aus 2.3“z\y C 2”7 und
aus 2.7z \ y Menge”
folgt via 0-26:

Aus 2.4z \ z Cy” und
aus 2.8“z \ z Menge”
folgt via 0-26:

99

(x CyUz)A (z Menge).

rNy Cy.

rNzCz.

z\yC z.

x\zCuy.

x Ny Menge.

x Nz Menge.

z \ y Menge.

x \ z Menge.

r=(xNy)U(zNz).

Ny € Ply).

zNzeP(z).

z\y € P(z2).

x\ z € Ply).
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223-5. In Anlehnung an 223-3 werden hier Konsequenzen aus = € Peya(y U 2)
gezogen:

223-5(Satz)
Es gelte:
—) 2 € Penai(y U 2).
Dann folgt:
a) x=(zNy)U(zNz).
b) Ny € Penar(y)-
c) N2z € Pepai(2).
d) 2\ Y € Penar(2).
e) x\ 2 € Penai(y).
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Beweis 223-5

1: Aus =) “2 € Pepai(yU 2)”

2.8:

.a):

.b):

.C):

.d):

.e):

folgt via 213-11:

cAus1“z e P(yUz)...”

folgt via 223-4:

tAus 1“2 e P(yUz)...”

folgt via 223-4:

cAus 14z e P(yUz)...”

folgt via 223-4:

cAus 1z e P(yUz)...”

folgt via 223-4:

: Aus 1%“...x endlich”

folgt via 213-5:

: Aus 1“...x endlich”

folgt via 213-5:

: Aus 1“...x endlich”

folgt via 213-5:

Aus 1%...x endlich”
folgt via 213-5:

Aus 1“2z e P(yUz)...”
folgt via 223-5:

Aus 2.1“zNy e Py)”
aus 2.5z Ny endlich”
folgt via 213-11:

Aus 2.2“x Nz € P(z)”
aus 2.6“x N z endlich”
folgt via 213-11:

Aus 2.3“x\y € P(2)”
aus 2.7“x \ y endlich”
folgt via 213-11:

Aus 2.4z \ z € P(y)”
aus 2.8“z \ z endlich”
folgt via 213-11:

und

und

und

und

101

(x € P(yU z)) A (x endlich).

Ny € Ply).

rNzeP(z).

z\y € P(z).

z\ z € Ply).

x Ny endlich.

z M z endlich.

x \ y endlich.

x \ z endlich.

r=(zNy)U(zNz).

rNy e Pendl(y)-

2N 2 € Pepar(2).

T\ Y € Penar(2)-

T \ z € Pendl(y).
]
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223-6. Auch das vorliegende Resultat hilft spater der Konzentration aufs We-
sentlichere:

223-6(Satz)
a) P(x) CP(xUy).
b) P(y) C P(zUy).
¢) Aus “z € P(z)” folgt “z € P(zxUy)”.

d) Aus “z € P(y)” folgt “z € P(xUy)”.

Beweis 223-6 a)

1: Via 2-7 gilt: rCzUy.
2: Aus1“z CazUy”
folgt via 0-28: P(z) CP(zUy).
b)
1: Via 2-7 gilt: yCaxUy.
2: Aus1“y CazUy”
folgt via 0-28: Ply) C P(zUy).
c) VS gleich z € P(x).
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: P(x) CP(zUy).

2: Aus VS gleich “z € P(z)” und
aus 1“P(x) CP(zUy)”

folgt via 0-4: z € PlxUy).
d) VS gleich z € Py).
1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: P(y) CP(xUy).

2: Aus VS gleich “z € P(y)” und
aus 1“P(y) CP(zUy)”
folgt via 0-4: z € Pz Uy).
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223-7. Ahnlich wie 223-6 hilft Vorliegendes spéter der Konzentration aufs We-
sentlichere:

223-7(Satz)
a) Pendi(z) C Penai(z Uy).
b) Penai(y) C Penar(z Uy).
c) Aus “z € Pepar(x)” folgt “z € Pepar(zUy)”.

d) Aus “z € Pepai(y)” folgt “z € Penar(z Uy)”.

Beweis 223-7 a)

1: Via 2-7 gilt: rCzUy.
2: Aus1“z CazUy”
folgt via 32-7: Penat(z) € Penar(z Uy).
b)
1: Via 2-7 gilt: yCaxUy.
2: Aus1“y CazUy”
folgt via 0-32-7: Pendi(y) € Penat(z Uy).
c) VS gleich 2 € Penar().
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: Penai(z) C Pepar(z U y).

2: Aus VS gleich “z € Peyai(z)” und
aus 1° Pendl(x) g Pendl (-1' U y) 7

folgt via 0-4: 2 € Penar(z Uy).
d) VS gleich 2 € Penal(y)-
1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: Pendl(¥) € Penar(z Uy).

2: Aus VS gleich “2 € Peuai(y)” und
aus 1° 7Dendl(y> g 7Dendl (.T U y) K
folgt via 0-4: 2 € Penai(z Uy).

]



104

MENGENLEHRE #223

223-8. Einige Darlegungen werden deutlicher, wenn Vorliegendes zur Verfiigung

steht:

223-8(Satz)

a) Aus “z CyUz”folgt “c\y=zN(z\y) und “z\z=zN(y\=z)".

b) Aus “z CyUz"und “ynz=0"
folgt “x\y=axnNz"und “x\z=aznNy”.

Beweis 223-8 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “x CyUz”
folgt via 223-4:

2.1:

zCyUz.

r=(xNy)U(zNz).
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Beweis 223-8 a) VS gleich

2.2:

3.1: Aus 2.1

folgt:

3.2: Aus 2.2

folgt:

r\z=xN(y\?2)
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Beweis 223-8 b) VS gleich (x CyUz)A(ynz=0).
1.1: Aus VS gleich “...yNz=0"

folgt via 213-14: y\z=uy.
1.2: Aus VS gleich “...yNz=0"

folgt via 213-14: z\y =z
1.3: Aus VS gleich “x CyUz...”

folgt via des bereits bewiesenen a): z\y=zN(z\vy).
1.4: Aus VS gleich “x CyUz...”

folgt via des bereits bewiesenen b): z\z=zN(y\ 2).
5.1: s\yZzn(z\y) Zxnz

1. 11

5.2: z\z=zN(y\z) =zNy.
6.1: Aus 5.1

folgt: r\y=xNz
6.2: Aus 5.2

folgt: r\z=xNy
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223-9. Das vorliegende Resultat ist spéter hilfreich:

223-9(Satz)

Aus “ Cy CaxUFE"folgt “x UE=yUE”und “EUx=FEUy”.

Beweis 223-9 VS gleich rCyCaxULE.
1.1: Aus VS gleich “x Cy...”
folgt via 2-15: rtUE CyULE.
1.2: Aus VS gleich “...y CazUE”
folgt via 2-15: yUEC (zUE)UE.
2: (@UE)UE™Y 2U(EUE)* 22 UE.
3: Aus 1.2y UE C (zUE)UE” und
aus 2“(tUE)UFE =...=2zUE”
folgt: yUECzUE.

4: Aus1.1“z2UFE CyUE"” und
aus 3“yU kK CaxUE”

folgt via Gleichheits Axiom: rUE=yUFE
5: EU:EKgUxUEéyUEKgUEUy.
6: Aus b

folgt: Fux=FEUy
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223-10. z Uy ist genau denn keine TeilKlasse von £, wenn x ¢ F odery  E.
Ahnlich ist E genau dann keine TeilKlasse von x Ny, wenn £ & x oder E € y:

223-10(Satz)

a) “cUy < E”genau dann, wenn “x € E”oder “y L E”.

b) “E < xNy”genau dann, wenn “E L x”oder “E L y”.

Beweis 223-10 a) VS gleich rUy < E.
1: Es gilt: (x,y CE)V (~(x,y C E)).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall z,y C E.
2: Aus1.1.Fall“z... C E” und
aus 1.1.Fall®. ..y C E”
folgt via 2-12: xUy C E.
3: Aus VS gleich “zUy Z E”
folgt via 0-3: -(zUy C E).
4: Esgilt 2“cUy C E”.
Es gilt 3“~(z Uy C E)”.
Ex falso quodlibet folgt: (L E)V(y < E).
1.2.Fall —~(z,y C E).
2: Aus 1.2.Fall
folgt: ~((z CE)A(y € E)).
3: Aus 2
folgt: (~(z C E) V (~(y C E)).
4.1: Via 0-3 gilt: ((zCE) e (xZE).
4.2: Via 0-3 gilt: (w(yCE)e (yZE).
5: Aus 3 und
aus 4.1
folgt: (x Z E)V(-(y CE)).
6: Aus 5 und
aus 4.2
folgt: (€ EYV(yZE).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: (xZ EYV(y<Z E).
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Beweis 223-10 a) VS gleich (xZ EYV(y<Z E).
1.1: Via 0-3 gilt: (7(xCE) e (< E).
1.2: Via 0-3 gilt: (~(yCE) e (yZE).
2: Aus VS gleich “(z Z E)V (y € E)” und
aus 1.1
folgt: (~(zCE)V(yZE).
3: Aus 2 und
aus 1.2
folgt: (m(z S E)V(=(y € E)).
4: Es gilt: (xUy CE)V (m(xzUy C E)).

’Fallunterscheidung‘

4.1.Fall xUy C E.
5: Aus4.1.Fall“zUy C E”
folgt via 2-9: z,y CE.

6: Ausb5“z...C E” und
aus 3“(~(z C E)) V (-(y C E))”
folgt: -(y CE).

7: Esgilt 6“-(y CE)”.
Esgilt 5¢...y C E”.

Ex falso quodlibet folgt: xrUy  E.
4.2.Fall ~(zUy C E).
Aus 4.2.Fall“—~(z Uy C E)”
folgt via 0-3: xUy Z E.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: rUy < E.
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Beweis 223-10 b) VS gleich

1:

Es gilt:

Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #223

EZxnNy.

(ECz,y)V (~(ECuzy)).

2: Aus1.1.Fall“E Cz...” und

aus 1.1.Fall“EF C ...y
folgt via 2-12:

: Aus VS gleich “EZ xznNy”

folgt via 0-3:

: Esgit 2“ECany”.

Es gilt 3“~(ECznNy)”.
Ex falso quodlibet folgt:

ECzny.

-(E Czny).

(EZz)V(EZy)

2:

4.1:
4.2:

Aus 1.2.Fall
folgt:

: Aus 2

folgt:
Via 0-3 gilt:
Via 0-3 gilt:

: Aus 3 und

aus 4.1
folgt:

: Aus 5 und

aus 4.2
folgt:

(EZz)V(EZy)

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(EZz)Vv(ELy).
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Beweis 223-10 b) VS gleich

1.1:

1.2:

111

(EZz)Vv(ELy).

Via 0-3 gilt: (~(ECux) & (ELx).
Via 0-3 gilt: (~(ECy)) & (ELy).
: Aus VS gleich “(EZ z)V (E € y)” und
aus 1.1
folgt: (~(ECx)V(EZy).
: Aus 2 und
aus 1.2
folgt: (~(E C2)) v (~(E C ).
: Es gilt: (ECzny)V (=(ECzny)).
’Fallunterscheidung‘
ECuny
5: Aus4.1.Fall“ECzny”
folgt via 2-9: ECuzxy
6: Ausb5“E Cx...” und
aus 3% (~(E C2)) V (~(E Cy))”
folgt: -(E Cy)
7: Esgilt 6“=(E Cy)”.
Esgilt 5“EC...y".
Ex falso quodlibet folgt: EZzxny
(B Cany).
Aus 4.2.Fall“—~(E Czny)”
folgt via 0-3: EZxzny.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: EZ xNy.
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X ist (O, P, Z)algl von f.

Ersterstellung: 08/10/12 Letzte Anderung: 25/10/12



ALGEBRA #224 113

224-1. Mit der nunmehrigen Begriffsbildung wird die endliche Summation Zf g
vorbereitet. Die Gleichung von e.6) - die bald verallgemeinert wird - ist ein
Hohepunkt der Essays:

224-1(Definition)

“x ist (O, P, Z)algl von f”
genau dann, wenn gilt:
e.1) x Funktion.
e.2) f Funktion.
e.3) PNnZ=0.
e.4) domx = Penai(P) nilUin P(Z).
e.5) Va:(ae PUZ) = (x({a}) = f(a)).
e.6) Ve, 0: (6,0 € Pepat(PUZ))

= x(eUd)-D_x(end) = x(€)-B-x(d)

e.7) Ve,v: ((€ € Penai(P)) A (v € P(Z))

= x(eUv) = x(e)-Ox(v) = x(e).

ALG-Notation.
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224-2. Die vorliegenden an sich wenig bemerkenswerten Aussagen erleichtern
Argumentationen im Umgang mit x, fall x ist (O, P, Z)algl von f:

224-2(Satz)
Es gelte:

—) x ist (O, P, Z)algl von f.

=) A € Pepai(P) niUin P(Z).
Dann folgt:

a) AnP=A\Z.

b) ANZ=A\P.

c) x(AnP)=x(A4\ 2).

d) x(ANZ)=x(A\P).

Beweis 224-2

1.1: Aus =) “y ist (3, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-1(Def): PNZ=0.

1.2: Aus =) “A € Pepar(P) niUin P(Z)”
folgt via 221-4: ACPUZ.

2.a): Aus1.2“ACPUZ” und
aus 1.1“PNZ=0"
folgt via 223-8: ANP=A\Z.

2.b): Aus1.2“AC PUZ” und
aus 1.1“PNZ=0"

folgt via 223-8: ANZ =A\P.
3.¢): Aus2.a)“ANP=A\Z"

folgt: X(ANP)=x(A\2).
3.d): Aus2.D)“ANZ=A\P”

folgt: X(ANZ)=x(A\P).
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224-3. Aus 224-1(Def) folgen ohne allzu viel Miihe die vorliegenden Aussagen:

224-3(Satz)
Aus “y ist (O, P, Z)algl von f”und ...
a) ...und “N € P(Z)” folgt “x(N) = x(0)".
b) ...und “E € Peai(PUZ)” folgt “x(E) = x(ENP)”.
&) . und “F € Paat(P U Z)" folgt “x(E) Dx(0) = x(E)".

d) ...und “p,q € PUZ " und “p # q” folgt “x({p,q}) = f(p)-O_-f(q)”.

e) ...und “p,q,r € PUZ und “p,q#r”
folgt “x({p,q,7}) = x({p.q})-O-f(r)”.

f) ...und “p,q,r € PUZ”und “p #q,r”
folgt “x({p,q,7}) = f(p)-Bx({q,r})”.

ALG-Notation.

Beweis 224-3 a) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (N € P(Z)).
1: Via 32-5 gilt: 0 € Penar(P).

2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... 7,
aus 140 € Pepar(P)” und
aus VS gleich “...N € P(Z)”

folgt via 224-1(Def): X(0U N) = x(0).

4: Aus 3
folgt: X(N) = x(0).
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Beweis 224-3 bc) VS gleich  (y ist (O, P, Z)algl von f) A (E € Peai(P U 2)).

1.1: Aus VS gleich “... F € Poa(PUZ)”
folgt via 223-5: E=(ENnP)U(ENZ).

1.2: Aus VS gleich “... F € Peai(PUZ)”
folgt via 223-5: ENP € Pea(P).

1.3: Aus VS gleich “... F € Poa(PUZ)”
folgt via 223-5: ENZ € Pepar(Z).

2.1: Aus1.2“ENPe Pendl(P)”
folgt via 223-7: ENPe Pendl(P U Z)

2.2: Aus 1.3“ENZ € Pepa(Z)”
folgt via 213-11: ENZeP(2).

3.1: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... "7,
aus 2.1“FENP € Pea(PUZ)” und
aus 2.2“ENZ e P(Z)”
folgt via 224-1(Def): X(ENP)U(ENZ)=x(ENP)Ox(ENZ).

3.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... "7,
aus 2.1“F NP € Pea(PUZ)” und
aus 2.2“ENZ e P(Z)”
folgt via 224-1(Def): X(ENP)U(ENZ))=x(ENP).

3.3: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus 2.2“ENZ e P(Z)”
folgt via des bereits bewiesenen a): X(ENZ)=x(0).

4.p): Aus1.1“E=(ENP)U(EFNZ)” und
aus 3.2“y((ENP)U(ENZ))=x(ENP)”
folgt: X(E)=x(ENP).

6.c): Ausb
folgt: X(E)-B.x(0) = x(E).
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Beweis 224-3 d) VS gleich (x ist (0, P, Z)algl von f)A(p,q € PUZ)A(p # q).

1.1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus VS gleich “...p...e PUZ...”
folgt via 224-1(Def): x({r}) = f(p).

1.2: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus VS gleich “...qe PUZ...”

folgt via 224-1(Def): x({q}) = f(@).
1.3: Aus VS gleich “...p,qe PUZ...”

folgt via 223-1: {p,q} € Pena(PU Z).
1.4: Aus VS gleich “...p...e PUZ...”

folgt via 32-5: {r} € Pena(P U Z).
1.5: Aus VS gleich “...qe PUZ...”

folgt via 32-5: {¢} € Pena(P U Z).
1.6: Aus VS gleich “...p #¢q”

folgt via 2-33: {p} n{q} =0.
1.7: Via 4-11 gilt: {r}u{q} ={p,q}.
2.1: Aus 1.3“{p,q} € Penat(PUZ)”

folgt via des bereits bewiesenen c): x({p, ¢})-8.x(0) = x({p, ¢}).

2.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...”
aus 1.4“{p} € Pepa(PU Z)” und
aus 1.5“{q} € Perat(PUZ)”

folgt via 224-1(Def):
x({p} U{eh)-Dx({r} n{q}) = x({r})-B-x{q})-

3: x({p.a})
= x({p, a})-0x(0)

= x({p} U {g}) Dx(0)

x({r} U{a})-Bx({pr} N{q})

= x{ph)-Dx({a}

f(p) O_x({d}

= f(p)-B-f(q).

)
)

4: Aus 3
folgt: x({p,q}) = f(p)-D_f(q).
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Beweis 224-3 e)

VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A

1.1: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f...”

aus VS gleich “...re PUZ...”
folgt via 224-1(Def):

1.2: Aus VS gleich “...p,q...€e PUZ...”
folgt via 223-1:

1.3: Aus VS gleich “...p,q,re PUZ...”
folgt via 223-1:

1.4: Aus VS gleich “...re PUZ...”
folgt via 32-5:

1.5: Aus VS gleich “...p,q #r”
folgt via 213-12:

1.6: Via 213-13 gilt:

2.1: Aus 1.3“{p,q,7} € Penat(PUZ)"

ALGEBRA #224

(p,q;r € PUZ) A (p,qg #7).

und

x({r}) = f(r).

{p,qa} € Penar(P U 2).

{p,q4,7} € Penat(P U Z).

{7‘} € Pendl(P U Z)

{p,q} N{r} =0
{p.q,r} ={p,a} U{r}.

folgt via des bereits bewiesenen a): x({p,q,7})-0.x(0) = x({p,q,7}).

2.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...”

aus 1.2{p, q} € Penat(PUZ)” und
aus 1.4“{r} € Perat(PU Z)”
folgt via 224-1(Def):

x({p, ¢} U{r})-Ox{p,a} n{r}) = x{p,¢})-Bx({r}).

x({p,q,7}

= x({p, ¢,7})-0x(0

L ({p. gt U {r}) x({p,q} n{r}

4: Aus 3
folgt:

)
)
= x({p, ¢} U {r}) -0 .x(0)
)
)

x({p, ¢}) O x({r}
= x({p.q})-O-f(r).

x({p,q¢,7}) = x({p, ¢})-O_f (7).
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Beweis 224-3 f)
VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (p,q,r € PUZ) A (p # q,7).

1.1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus VS gleich “...p...e PUZ...”

folgt via 224-1(Def): x({p}) = f(p).
1.2: Aus VS gleich “...q,re PUZ...”

folgt via 223-1: {¢,7} € Pana(PU Z).
1.3: Aus VS gleich “...p,q,re PUZ...”

folgt via 223-1: {p,q.7} € Penar(P U Z).
1.4: Aus VS gleich “...p...e PUZ...”

folgt via 32-5: {pr} € Pena(P U Z).
1.5: Aus VS gleich “...p#q,r

folgt via 213-12: {p}Nn{q,r}=0.
1.6: Via 213-13 gilt: {p,q,r} ={p} U{g,r}.

2.1: Aus 1.3“{p,q,7} € Penat(PUZ)”
folgt via des bereits bewiesenen a): x({p,q,7})-0.x(0) = x({p,q,7}).

2.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...”
aus 1.4“{p} € Penat(P U Z)” und
aus 1.2“{q,r} € Pepat(PUZ)”
folgt via 224-1(Def):
x({p} Ude, rh)-Bx({p} nier}) = x({ph)-Bx{ge,r}).

3. x({p.q,7})
=2 x({p,¢,7})-0x(0)

= x({p} U {g,7})-Dx(0)

L% ({p} U {q,r}) x({p}n{g.r})

2 x{rh)0x({g.r})

= f(p)-Ox({g.r}).

4: Aus 3
folgt: x({p,q;r}) = f(p) Ox({g,7}).

]
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224-4. Aus 224-1(Def) folgen mit Hilfe von 224-3 die vorliegenden Aussagen.
Insbesondere ist die Gleichung y(A U B) O.x(A N B) = x(A)_O.x(B) fir alle
A, B € dom y giiltig. Auch deutet via ¢) - auch via b) - Einiges darauf hin, dass
es, falls x ist (O, P, Z)algl von f, ein Oneutrales Element auf einer geeigneten
Klasse gibt:

224-4(Satz)
Aus “y ist (O, P, Z)algl von f”und ...

a) ...und “A, B € Pepar(P) niUsa P(Z)”
Jolgt “x(AU B) D x(ANB) =x(A)-Dx(B)".

b) ...und “A € Poa(P) siUm P(Z) " und “N € P(Z)”
folgt “x(AUN) = x(A)-Dx(N) =x(4)".

c) ...und “A € Pepai(P) nilUin P(Z)” folgt “x(A)-O_x(0) = x(A)”.

ALG-Notation.

Beweis 224-4 a)
VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (A, B € Penai(P) niUin P(Z)).

1.1: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-1(Def): PNZ=0.

1.2: Aus VS gleich “... A... € Popai(P) niUin P(Z)”
folgt via 220-6: 30, P : (2 € Peopat(P)) A (P €P(Z))A(A=QU D).

1.3: Aus VS gleich “... B € Penai(P) niUin P(Z)”
folgt via 220-6: AC, ¥ : (T € Paa(P)A (Y e P(Z)A(B=TUWV).
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Beweis 224-4 a)
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VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (A, B € Penai(P) niUin P(2)).
2.1: Aus 1.2

folgt: A=QUd.
2.2: Aus 1.3

folgt: B=TuUWw.

2.3: Aus1.2¢...Q E,PCndl(P)...”,
aus 1.3“... ¥ € P(Z)...” und
aus 1.1“PNZ=0"
folgt via 223-2:

2.4: Aus 1.3“...T € Pepat(P)...”,
aus 1.2“...® € P(Z)...” und
aus 1.1“PNZ =07
folgt via 223-2:

2.5: Aus 1.2¢...Q € Pepar(P)...”
folgt via 32-5:

2.6: Aus1.2¢... o e P(Z)...”
folgt via 2-27:

2.7: Aus 1.2°...Q € Pepai(P)...”7 und
aus 1.3“...I" € Pepar(P)...”
folgt via 32-5:

2.8: Aus1.2¢...® € P(Z)...” und
aus 1.3“... W e P(Z)...”
folgt via 2-27:

QNY =0.

rne=0.

QNnTl e Pendl(P)-

PNV e P(Z).

QuTl e Pendl(P)-

PUV e P(Z).
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Beweis 224-4 a)
VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (A, B € Penai(P) nilUin P(2)).

2.9:

.10:

11

.12:

3.1:

3.2:

3.3:

Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... ",

aus 1.2“...Q € Pepai(P)...”7 und

aus 1.2“... o e P(Z)...”

folgt via 224-1(Def): X(QU ) = x(9).

Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... 7,
aus 1.3“...I' € Pepar(P)...” und
aus 1.3“... W e P(Z)...”

folgt via 224-1(Def): (MU Ww) = (D).

Aus 1.2¢...Q ¢ Pendl(P)---”

folgt via 223-7: Q€ Pepar(PU Z).

Aus 1.3%...T € Puqt(P)...”

folgt via 223-7: I' e Pendl(P U Z)

QU N (U

2Pannu@nh)u(@QNu)u(@nw
EY(@nnuTne)

-
e T N
~~ ~~ o~

)
QNT)U(®NT

)

)

)
)
)
)
QNY)U (P NT))
)

)
)
QNY)U (PN YY)
)
)

U
Qn)uu((@nw
QNHu(enw).

Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... ",

aus 2.7“QUT € Popai(P)” und

aus 2.8“dPU W € P(Z)”

folgt via 224-1(Def): X(QUTHU(PUW)) =x(QUT).

Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... ",

aus 2.5“QNT € Peyar(P)” und

aus 2.6“dNY e P(Z)”

folgt via 224-1(Def): x(@NDHu(@nw)) =xQnT).
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Beweis 224-4 a)
VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (A, B € Penai(P) niUin P(2)).

3.4: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...”
aus 2.114Q € Pepai(PU Z)” und
aus 2.12“T" € Pea(PU Z)”

folgt via 224-1(Def): Y(QUT)_Ox(QNT) = x(Q)_O_y(I).
4: Aus 3.1
folgt: (QUP)NTUT)=(QND)U(@ND).
5: X(AU B)_O_x(AN B)
2 ((QU®) U B) O x((QU®) N B)
2 Y((QUP) U (DU T)) Ox(QUd)N (T UD))
HECL(QUD) U (@ U D)) Ox(QUP) N (TUT))
2 (QUD)U(@U D)) Ox(QNT)U (PN T))
Zx(QUT) O X(@NT)U (PN D))
Zx(QUT)Ox(QNT)
= x(2)-0x(T)
2 x(QU) O (T)
2 (QUd) Ox(TUD)
)

6: Aus b
folgt: X(AU B)_O.x(AN B) = x(A)_O_x(B).
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Beweis 224-4 b) VS gleich

(x ist (O, P, Z)algl von f) A (A € Penai(P) niUin P(Z)) A (N € P(Z)).

: Aus VS gleich “... A € Pepai(P) niUin P(Z)...7

folgt via 220-6: A,V : (Q € Panat(P)A (Y eP(Z)A(A=QU D).

cAus 14,V e P(Z)...” und

aus VS gleich “...N € P(Z)”
folgt via 2-27: VUN e P(Z).

: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... "7,

aus 1“...Q € Pepar(P)...”7 und
aus 1“... Ve P(Z)...”

folgt via 224-1(Def): X(QU W) = x(9).
: Aus 1
folgt: A=QUW.

: Aus VS gleich “y ist (0, P, Z)algl von f...” und

aus VS gleich “...N € P(Z)”
folgt via 224-3: X(N) = x(0).

: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... ",

aus 1“...Q € Pepai(P) ...”7 und
aus 2.1“.. . WUN e P(Z)...”
folgt via 224-1(Def): X(QU (T UN)) = x(9).

: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f... ",

aus 1“...Q € Popat(P) ...”7 und
aus 2.1“...WUN € P(Z)...”
folgt via 224-1(Def): X(QU(TUN)) =x(2)Ox(TUN).

: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...” und

aus 2.1“...WUN e P(Z)...”
folgt via 224-3: X(¥UN) = x(0).
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Beweis 224-4 b) VS gleich

(x ist (O, P, Z)algl von f) A

4.1
4.2:
5: Aus4.1“y(AUN) =...=x(4)
aus 4.2“y(AUN) = ... =x(A)”
folgt:

c) VS gleich

1: Via 0-28 gilt:

125

(A € Penar(P) niUin P(Z2)) A (N € P(Z)).

O.x(N)” und

X(AUN) =x(A)Bx(N) = x(A).

(x ist (O, P, Z)algl von f) A (A € Pepai(P) nilUin P(Z)).

0eP(Z).

2: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f... "7,
aus VS gleich “... A € Pepai(P) niUin P(Z)” und

aus 140 € P(Z)”

folgt via des bereits bewiesenen b):
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224-5 Unter Einsatz von 224-4 sind die vorliegenden Aussagen iiber x(A U B)
in SpeCialféllen einfach Cu beweisen:

224-5(Satz)
Aus “x ist (O, P, Z)algl von f”und ...

a) ...und “A, B € Pepai(P) siUsn P(Z) " und “ANB € P(Z)”
folgt “x(AU B) = x(A)-O-x(B)”.

b) ...und “A, B € Popai(P) niUin P(Z) " und “ANB=0"
folgt “x(AU B) = x(A)-O-x(B)”.

ALG-Notation.
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Beweis 224-5 a) VS gleich

(x ist (O, P, Z)algl von f)
AA, B € Penai(P) niUin P(Z)) A (AN B € P(Z)).

1.1: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus VS gleich “... A, B € Popai(P) niUin P(Z)...7
folgt via 224-4: X(AUB)_O.x(ANB) = x(A)-O0.x(B).
1.2: Aus VS gleich “... A, B € Pepai(P) niUin P(Z)...”
folgt via 221-2: AUB € Pendl(P) niUin P(Z)
2: Aus 1.2“AU B € Peopai(P) niUin P(Z)” und
aus VS gleich “...ANB e P(Z)”
folgt via 224-4: X(AUB) O x(ANB)=x(AUB).
3: X(AU B)
2 Y(AUB)_.O_y(AN B)
= X(A) D.x(B).
4: Aus 3
folgt: X(AUB) = x(A)_-O_x(B).
b) VS gleich (X ist (O, P, Z)algl von f)
ANA, B € Penai(P) niUin P(2)) A (AN B =0).
1: Via 0-28 gilt: 0eP(Z).

2: Aus VS gleich “...ANB=0" und

aus 140 € P(Z)”
folgt: ANBeP(2).

: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f...”

aus VS gleich “... A, B € Pepai(P) niUin P(Z)...”7 und
aus 2“ANBeP(Z)”
folgt via des bereits bewiesenen a): X(AUB) = x(A)_-O_x(B).

]
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224-6 Falls x ist (O, P, Z)algl von f, dann liegen “ Kommutativitdt und Asso-
Ciativitat” von 07 auf einer geeigneten Klasse nahe:

224-6(Satz)
Aus “y ist (O, P, Z)algl von f”und ...
a) ...und “A,B € Peal(P) niUin P(Z)”
folgt “x(A)-B_x(B) = x(B)-D-x(4)".

b) ...und “A, B,C € Pepai(P) niUsn P(Z)”
und “ANB,BNC,CNAeP(Z)”
folgt “x(A)_O_(x(B)-Dx(C)) = (x(A)-Ox(B))-Ox(C)".

c) ...und “A,B,C € Pepal(P) niUin P(Z)”
und “ANB=BNC=CnNA=0"
folgt “x(A)_D_(x(B)-B_x(C)) = (x(A)-Ox(B))Bx(C)".

ALG-Notation.

Beweis 224-6 a)

VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (A, B € Penai(P) niUin P(Z)).

1.1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus VS gleich “... A, B € Pepai(P) niUin P(Z)”
folgt via 224-4: X(AU B)_-O_x(AN B) = x(A)-D_x(B).

1.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...”
aus VS gleich “... B € Pepai(P) niUin P(Z)” und
aus VS gleich “... A... € Popai(P) niUin P(Z)”
folgt via 224-4: xX(BUA)Ox(BNA)=x(B)-O.x(A).

2: x(A)-0.x(B)
éxmuB) O_x(AN B)
)
)

K&Y V(BUA).OX(ANB

KGN

ST \(BUA) . Ox(BNA

3: Aus 2
folgt: X(A)-0x(B) = x(B)-Bx(A).
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Beweis 224-6 b) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f)
AA, B, C € Penai(P) 2iUin P(Z) A (ANB,BNC,CNAePZ)).

1.1: Aus VS gleich “y ist (3O, P, Z)algl von f... ",
aus VS gleich “... B, C' € Penai(P) niUin P(Z)...”7 und
aus VS gleich “...BNC... € P(Z)”
folgt via 224-5: X(BUC) = x(B)O.x(C).

1.2: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f... ",
aus VS gleich “... A, B ... € Pepa(P) niUin P(Z)...” und
aus VS gleich “...ANB... e P(Z)”

folgt via 224-5: X(AUB) = x(A)-O_x(B).
1.3: Aus VS gleich “...B,C € Pepai(P) niUin P(Z)...7

folgt via 221-2: BUC € Pepai(P) niUsn P(Z).
1.4: Aus VS gleich “... A, B ... € Pepai(P) niUin P(Z)...7

folgt via 221-2: AU B € Pepai(P) niUin P(2).
1.5: Via KGN gilt: ANC=0CnNA.
1.6: An(BUC)PEY (ANB)U(ANC).
1.7: (AuB) nCcPEY (AnC)U(BNC).

2.1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f... ",
aus VS gleich “... A... € Pepat(P) niUin P(Z)...”7 und
aus 1.3“BUC € Pepai(P) niUin P(Z)”
folgt via 224-4: (AU (BUC)) O x(AN(BUC))=x(A)-Ox(BUC).

2.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... ",
aus 1.4“AU B € Pepai(P) niUin P(Z)” und
aus VS gleich “...C € Peai(P) niUin P(Z)...7
folgt via 224-4: Y((AUB)UC) Ox((AUB)NC)=x(AUB) Ox(C).

2.3: Aus1.5“ANC=CNA" und
aus VS gleich “...CNAeP(Z)”
folgt: ANC eP(2).

2.4: Aus 1.4“AU B € Pont(P) aUsa P(Z)” und
aus VS gleich “...C € Penai(P) niUin P(Z)...7
folgt via 221-2: (AU B)UC € Pepai(P) niUin P(Z).

2.5: Aus VS gleich “... A... € Pepai(P) 0iUin P(Z) ...”7 und
aus 1.3“BUC € Pendl(P) nilYin P(Z) K
folgt via 221-2: AU (BUC) € Pepai(P) niUin P(Z2).
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Beweis 224-6 b) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f)

7:

: Aus 1.6“AN(BUC) =

D Aus 1.7 (AUB)NC = ..

AA, B, C € Penai(P) 2iUin P(Z) A (ANB,BNC,CNAePZ)).

: Aus VS gleich “...ANB... € P(Z)” und

aus 2.3“ANC e P(Z)”
folgt via 2-27: (ANB)U(ANC) e P(2).

: Aus 2.3“ANC e P(Z)” und

aus VS gleich “...BNC... € P(Z)”
folgt via 2-27: (ANC)U(BNC)eP(2).

.=(ANB)U(ANC)” und
ausB.l“(AﬂB)U(AﬂC)EP( )
folgt: AN(BUC) e P(Z).

=(ANC)u(BNC)” und
aus 3.2“(ANB)U(BNC) e P(Z)”
folgt: (AuB)NC € P(Z).

i Aus 2.4“(AUB)UC € Pepai(P) niUin P(Z)” und

aus 4.2“(AUB)NC e P(Z)”
folgt via 224-4: Y((AUB)UC) Ox((AUB)NC) = x((AuB)UC).

: Aus 2.5“AU (BUC) € Pepar(P) niUin P(Z)” und

aus 4.1“AN(BUC) e P(Z)”
folgt via 224-4: X(AU(BUC)).Ox(AN(BUC))=x(Au(BUC)).

X(A)-B-(x(B)-Bx(C)

(AU(BUC’)) AN(BUC)

A8V ((AuB)UC

)

)
X( )
X(AUu (BUC())
( )
xX(AUB)U (J),D,X((A UB)NC)
2 X(AUB) Ox(C)

= (x(4)-0x(B))BDx(C).

Aus 6
folgt: X(A)O-(x(B)-Bx(C)) = (x(A)-Bx(B))-Bx(C).
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Beweis 224-6 c¢) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f)
/\(A,B,C € Pend](P) niUinP(Z)) A (Aﬂ B = B N C = Oﬂ A == O)
1: Via 0-28 gilt: 0eP(Z).
2.1: Aus VS gleich “...ANB...=0" und
aus 1“0 € P(Z)”
folgt: ANBeP(2).
2.2: Aus VS gleich “...BNC...=0" und
aus 1“0 € P(Z)”
folgt: BnNnCeP(Z).

2.3: Aus VS gleich “...CNA=0" und
aus 1“0 € P(2)”
folgt: CNAeP(2).

2: Aus VS gleich “y ist (3O, P, Z)algl von f... ",
aus VS gleich “... A, B,C € Popai(P) nilUin P(Z)...7,
aus 2.1“ANBeP(Z)”,
aus 2.2“BNC € P(Z)” und
aus 2.3“CNAeP(Z)”
folgt via des bereits bewiesenen b):

X(A)B-(x(B)-Bx(C)) = (x(A)-Bx(B)) Bx(C).
O
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224-7. Teil cd) des nunmehrigen Satz konnen als leserfreundliche Spezialfille

von 224-4c) und 224-6a) gesehen werden:

224-7(Satz)
Es gelte:

—) x ist (O, P, Z)algl von f.
Dann folgt:

a) x(0) Menge.

b) x(0)-Bx(0) = x(0).

d) O kommutativ auf {x(0)} U f[P U Z].

c) x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

Beweis 224-7

ALG-Notation.

a)

1: Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von f”
folgt via 224-1(Def):

2: Via 221-2 gilt:

3: Aus 2“0 € Pepai(P) niUin P(Z)” und
aus 1“dom x = Pepai(P) niUin P(Z)”
folgt:

4: Aus 3“0 € dom x”
folgt via 17-5:

b)
1: Via 221-2 gilt:

2: Aus —) “y ist (O, P, Z)algl von f” und
aus 1“0 S Pendl(P) niUin P(Z> K
folgt via 224-4:

dom x = Penai(P) niUin P(Z).
0 € Penai(P) niUin P(Z).

0 € dom y.

x(0) Menge.

0 € Penai(P) niUin P(Z2).
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Beweis 224-7 c)

1:

Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von 7
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus 1“x(0) Menge”

folgt via 1-3:

: Aus 2¢x(0) € {x(0)}”

folgt via 2-2:
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x(0) Menge.

x(0) € {x(0)}-

x(0) € {x(0)} U flPU Z].

o € {x(0}U fIPUZ].

5: Aus Thema4.1“a € {x(0)} U f[PUZ]”

folgt via 94-8: (a=x(0))V(a € fI[PUZ].

’Fallunterscheidung‘

5.1.Fall
6: Aus =) “y ist (O, P, Z)algl von f”
folgt via des bereits bewiesenen a):

7.1: Aus 6“x(0)_0_x(0) = x(0)” und
aus 5.1.Fall“a = x(0)”
folgt:

7.2: Aus 6“x(0)-0_-x(0) = x(0)” und
aus 5.1.Fall“a = x(0)”
folgt:

8: Aus 7.1 und

aus 7.2
folgt: a-0_x(0)

x(0)-8-x(0) = x(0).

=x(0)-O0.a = a.

a = x(0).

a0.x(0) = a.

x(0)-O.a = av.
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’Fallunterscheidung‘

a e {x(0)}uflPuZ]

a€fPUZ].

6:

Aus =) “y ist (O, P, Z)algl von f”

folgt via 224-1(Def): f Funktion.
: Aus 6“ f Funktion” und

aus 5.2.Fall“a € f[PUZ]”

folgt via 18-28: IN: (QePUZ)A(a= f()).
: Aus 7

folgt: a= f(Q).
: Aus7¢.. Qe PUZ...”

folgt via 221-4: {Q} € Ponai(P) niUin P(2).
: Via 221-2 gilt: 0 € Penai(P) nilUin P(Z).

: Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von f” und

aus 7¢.. Qe PUZ...”

folgt via 224-1(Def): x({92}) = £(Q).
: Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von f” und

aus 8.2“{Q} € Penai(P) nilUin P(Z)”

folgt via 224-4: x({2}H)-0_x(0) = x({Q2}).
: Aus —) “x ist (O, P, Z)algl von f7,

aus 8.2“{Q} € Pendai(P) niUin P(Z)” und
aus 8.3“0 € Popai(P) nilUin P(Z)”

folgt via 224-6: x({Q})-0_x(0) = x(0)_-O_x({Q}).
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Beweis 224-7 c)

o€ {x(0)}u flPUZ].
’Fallunterscheidung‘
acflPuZ
10.1: a_0_x(0)
= (©)-0x(0)
= xX({2})-B-x(0)
= x({2})
= 1@
o
10.2: ¥(0)_O_ax
= x(0)-0-£()
= x(0) 0x({0})
= x({2)-0x(0)
= £(92) 0x(0)
= a.0.x(0)
11: Aus 10.1%a-0.x(0) =...=a” und
aus 10.2“w_0_x(0) = x(0)-O_a”
folgt: a_0_x(0) = x(0)-O_a = a.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
a-0.x(0) = x(0)-O0.a = a.

Ergo Thema4.1:

135

A1) “Ya : (a € {x(0)}U f[PUZ]) = (a.0x(0) = x(0).0.a = a)”
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Beweis 224-7 c)

5: Aus 3“x(0) € {x(0)} U f[PUZ]” und
aus Al gleich “Va: (€ {x(0)}U f[PU Z])
= (a.0.x(0) = x(0)D_a = a)"

folgt via 208-1(Def): x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].
d)
a, 8 € {x(0)}U f[PUZ].
1.1: Aus Themal.1“«a... € {x(0)} U f[PUZ]”
folgt via 94-8: (a=x(0)) V(a € f[PUZ]).
1.2: Aus Themal.1“...5 € {x(0)} U f[PUZ]”
folgt via 94-8: (B=x(0)) V(5 e f[PUZ]).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2

folgt: (a = x(0)) A (B = x(0))
Vo (a=x(0) A (B € f[PUZ])

Vo (e fIPUZ])A(B=x(0)

V (a€ fIPUZ])AN(B e fIPUZ]).

’Fallunterscheidung‘

(= X(0)) A (8 = x(0)).

3: Aus =) “y ist (3, P, Z)algl von f”
folgt via des bereits bewiesenen c):
x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

4: Aus 2.1.Fall“...8 = x(0)”" und
aus 3“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]”
folgt: B ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

5: Aus 4“f ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus Themal“w... € {x(0)} U f[PU Z]”
folgt via 208-1(Def): a0 =p430a=a.

5: Aus4
folgt: a 0.4 =p_0a.
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Beweis 224-7 d)

o, f € {x(0)} U f[PUZ].
’Fallunterscheidung‘
(a=x(0) A (B € f[PU Z)).

3: Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von f”
folgt via des bereits bewiesenen c):
x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

4: Aus 2.2.Fall“a...= x(0)” und
aus 3“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]”
folgt: « ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

5: Aus 4“q ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus Themal“ ... € {x(0)} U f[PU Z]”

folgt via 208-1(Def): BO0Oa=a08=4

5: Aus4
folgt: o 0.8 = 0.
(a € fIPUZ]) A (B =x(0)).

3: Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von f”
folgt via des bereits bewiesenen b):
x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

4: Aus 2.3.Fall“...3 = x(0)” und
aus 3“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]”
folgt: B ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

5: Aus 4“( ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus Themal“«a... € {x(0)} U f[PU Z]”
folgt via 208-1(Def): a0 =p30a=a.

5: Aus 4
folgt: o 0.8 =3_0c.

137
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Beweis 224-7 d)
a,f € {x(0)}u f[PUZ]
’Fallunterscheidung‘
2.4.Fall (e fIPUZ]))N(B € fIPUZ)).
3: Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von f”

folgt via 224-1(Def): f Funktion.
4.1: Aus 3“f Funktion” und

aus 2.4.Fall“w... € f[PUZ]"

folgt via 18-28: IN:(QePUZ)A(a= f()).
4.2: Aus 3“f Funktion” und

aus 2.4.Fall... 3 € f[PUZ]

folgt via 18-28: I (TePUZ)A(B = f(T)).
5.1: Aus4.1“..Qe PUZ...”

folgt via 221-4: {2} € Pena1(P) niUin P(2).
5.2: Aus4.2“... Ve PUZ...”

folgt via 221-4: {U} € Ponal(P) nilUin P(Z).
5.3: Aus =) “y ist (O, P, Z)algl von f” und

aus 4.1“...Qe PUZ...”

folgt via 224-1(Def): x({Q}) = f().
5.4: Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von f” und

aus 4.2“... e PUZ...”

folgt via 224-1(Def): x({¥}) = f (D).
5.5: Aus4.1

folgt: a= f(Q).
5.6: Aus 4.2

folgt: 8= f(¥).
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Beweis 224-7 d)
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a, B € {x(0)} U f[PUZ].
’Fallunterscheidung‘
(a € fIPUZ)A(BE fIPUZ).
6: Aus =) “y ist (3O, P, Z)algl von f”,
aus 5.1“{Q} € Penai(P) nilUin P(Z)” und
aus 5.2“{¥} € Penal(P) nilUin P(Z)”
folgt via 224-6:
X{2)-DX(W) = ()T x({ )
7: a0
=2 f() 08
= £(2)D_f(¥)
= {00 f(v)
= x({02h)-ox({v})
= x({¥})-0x({})
= F(v) 0x({0})
= f(9).0_£(Q)
2 5.0.4()
%5 60 a.
8: Aus7
folgt: o 0.8 = 0.

Ende Fallunterscheidung

‘ In allen Fillen gilt: o .O0_§ = 4.0 _a.

Ergo Themal:
Konsequenz via 210-1(Def):

Va,B: (@, 8 € {x(0)} U f[PUZ]) = (a.0.8 = B.0.a).

O kommutativ auf {x(0)} U f[P U Z].
O]
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224-8. Es folgen einige Untersuchungen zur Assoziativitdt von O, wenn Yy ist
(O, P, Z)algl von f. Vorbereitend hierzu wird hierzu ein gerne verwendetes Hilfs-

Resultat, das auch an sich interessant ist, bewiesen:

224-8(Satz)

Es gelte:
—) x ist (O, P, Z)algl von f.
=) p,q,r€e PUZ.

_>) ((p# qﬂund ((q#rﬁund “T%p”,

=) “a= f(p)”und “b= f(q)”und “c=

Dann folgt “a_0_(b_0O_c) = (a_0_b) O_c¢”.

fr)”.

ALG-Notation.

Beweis 224-8

1.1: Aus ) “p...e PUZ”
folgt via 221-4:

1.2: Aus »)“...q...€e PUZ”
folgt via 221-4:

1.3: Aus =) “...re PUZ”
folgt via 221-4:

1.4: Aus ) “p+#q...7
folgt via 2-33:

1.5: Aus =) “...q#r...7
folgt via 2-33:

1.6: Aus =) “...r #p”
folgt via 2-33:

{p} € Pendl(P) niUin P(Z)

{Q} € Pendl(P) niUin P(Z)

{T} S 7Dendl(P) niYin P(Z)

{p} N{q} =0.

{¢ 0 {r} =0.

{r} n{p} =0.
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Beweis 224-8

1.7: Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von f...

aus —) “p...e PuUZz”
folgt via 224-1(Def):

1.8: Aus —) “y ist (O, P, Z)algl von f...

aus = “...q...e PuUZz”
folgt via 224-1(Def):

1.9: Aus —) “y ist (O, P, Z)algl von f...

aus ) “...re PUZ”
folgt via 224-1(Def):

2.1: Aus 1.7“x({p}) = f(p)” und
aus =) “a = f(p)...”
folgt:

2.2: Aus 1. 8“X({ b= flq )’ und
aus =) “...b= f(q)..
folgt:

2.3: Aus 1.9“x({r}) = f(r)” und
aus =) “...c= f(r)”
folgt:

2.4: Aus —) “x ist (O, P, Z)alg

aus 1.1“{p} € Penai(P) niUin P(Z
aus 1.2°{q} € Penat(P) niUin P(Z) 7,
aus 1.3“{r} € Penai(P) niUin P(Z

aus 1.4“{p}n{q¢} =07,

aus 1.5“{¢}N{r}=0" und
aus 1.6“{r}N{p}=0"
folgt via 224-6:

x({p})-O-(x({g})-O

—
<
o
=

~

x({r})) =

141

und

x({r}) = f(p).

und

und

(x({rH)-Bx({q})-Bx{r})-
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Beweis 224-8

.. a-0_(b-Oc)
= X({p})-0-(b-0¢)

=2 x({p})-0-(x({g})-00)

2 x({ph)-0-(x{ah) D x({r})

= (x({ph)-0x({ah)-Ox({r})
= (a-0x({g})-0x({r})

)

22 (4 0.) O ({1}
22 (q_0b)_O_c.

4: Aus 3
folgt: a-0_(b_0O_¢) = (a-0.b)_O_c.

]
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224-9. An Hand vorliegender Aussagen ist zu erkennen, dass die Assoziativitét
von O in {x(0)} U f[PUZ] nicht ohne Weiteres zur Verfiigung steht. Interessanter
Weise ist fiir a € f[P U Z] offenbar a_0_(a_0_a) = (a-0_a)_O_a nicht unbedingt
verfiigbar:

224-9(Satz)

a) Aus “x ist (O, P, Z)algl von [
Jolgt “x(0)-0_(x(0)-8-x(0)) = (x(0)-B-x(0))-B_x(0) "

b) Aus “x ist (O, P, Z)algl von f”und “a,a.0.a € f[PUZ]”
folgt “a.0 (a_0.a)=(a_0.a)Oa”.

c) Aus “x ist (O, P, Z)algl von f”und “p,q,r € PUZ”
und Clp%q”und {(q%r”und “T#p”
und “a = f(p) = f(q) = f(r)”

folgt “a_0_(a_0O_a) = (a-0_a) O.a”.

ALG-Notation.
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Beweis 224-9 a) VS gleich X ist (O, P, Z)algl von f.

1: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f”
folgt via 224-7: x(0)-8_x(0) = x(0).

2: X(0)-0-(x(0)-0-x(0)) = x(0)-Tx(0) = (x(0)-0-x(0))-Dx(0).
3: Aus 2

folgt: x(0)-0-(x(0)-0-x(0)) = (x(0)-B-x(0))-O-x(0).

b) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a,a-0.a € f[PU Z]).

1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-7: O kommutativ auf {x(0)} U f[P U Z].

2: Aus VS gleich “...a,a.0.a € f[PUZ]”
folgt via 2-2: a,a-0.a € {x(0)}U fl[PUZ].

3: Aus 1“0 kommutativ auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus 2“a,a-0.a € {x(0)} U f[PU Z]”
folgt via 210-1(Def): a-0_(a-0.a) = (a-0_a) O_a.

c) VS gleich (
Ap.g,r € PUZ)N(p#a) Ng#7) AN(r#p) A

Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...” |

aus VS gleich “...p,q,re PUZ...” |

aus VS gleich “...(p# ¢ AN(q#r)N(r#p)...7,

a= f(p) = f(q) = f(r)).

aus VS gleich “...a= f(p)...”,

aus VS gleich “...a=...= f(¢)...” und

aus VS gleich “...a = ... f(r)”

folgt via 224-8: a0 (a-0.a) = (a-0.a)_0O_a.
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224-10. In Weiterfithrung der Untersuchungen von 224-9 zur Assoziativitéit via
X, X ist (O, P, Z)algl von f, werden nun die Fille betrachtet, in denen zwei
verschiedene Elemente von {x(0)} U f[P U Z] auftreten:

224-10(Satz)

a) Aus “y ist (O, P, Z)algl von f”und “a,a_0_a € f[PUZ]”

folgt “a_0_(a_0_x(0)) = (a-0O_a)_-O_x(0)”
und “x(0)-0_(a_-O_a) = (x(0)-O_a)_-0_a”.

b) Aus “x ist (O, P, Z)algl von f”und “p,q € PUZ”

und “p # q”und “a= f(p) = f(q)”
Jolgt “a_D_(a_0_x(0)) = (a-O-a)-0_x(0)”
und “x(0) 0 (a.0.a) = (x(0) D) .O.a”.

c) Aus “x ist (O, P, Z)algl von f”und “a € f[PUZ
folgt *a_0_(x(0)-0-a) = (a-D_x

und “aﬂ(x(o)ﬂx( ) = (a-

und “x(0)-0-(a-0-x(0)) = (x

und “x(0)-0-(x(0 )— -a) = (x(0)-

d) Aus “x ist (O, P, Z)algl von f”und “a,b,a.0.b¢c f[PUZ]”
folgt “a_0_(b_0O_a) = (a-0.b)_0_a”

—
-
N

e) Aus “y ist (O, P, Z)algl von f”und “a,b,b_-0_a € f[PUZ]”
folgt “a_0_(b_0O_a) = (a-0.b)_0_a”

£) Aus “y st (O, P, Z)algl von f”und “p,q € PUZ”
und “p £ ¢*und “a= () = £(0)”
und “b e f[PUZ]"und “a #b”
folgt “a_0_(a_-0.b) = (a-0_a)-0.b"
und “a_0_(b-0_a) = (a-0.b)_O_a
und “b_0_(a_.0.a) = (b-0.a) Oa”.

ALG-Notation.
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Beweis 224-10 a) VS gleich (y ist (O, P, Z)algl von f) A (a,a-0.a € f[P U Z]).

1:

: Aus 4.2

Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-7: x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

: Aus VS gleich “...a... € f[PUZ]”

folgt via 2-2: a€{x(0)}uUflPUZ.

: Aus VS gleich “...a.0a € f[PUZ]”

folgt via 2-2: a-0O.a e {x(0)}U f[PUZ].

: Aus 1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und

aus 2.1%a € {x(0)} U f[PU Z]”
folgt via 208-1(Def): a-0.x(0) = a.

: Aus 1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und

aus 2.1%a € {x(0)} U f[PUZ]”
folgt via 208-1(Def): x(0)-O.a = a.

: Aus 1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und

aus 2.2“a_0.a € {x(0)} U f[PUZ]”
folgt via 208-1(Def): (a-0.a)-0.x(0) = a_O_a.

: Aus 1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und

aus 2.2“a-0.a € {x(0)} U f[PUZ]”
folgt via 208-1(Def): x(0)- 0 (a.0.a) =a_O.a.

31

a.0_(a.0.x(0)) 2 a.0.a 2 (a.0.a) 0_x(0).

1(0)-0-(a.0.a) 2 a.0.a % (y(0)-0.0) D.a,

: Aus 4.1

folgt: a-0_(a-0.x(0)) = (a-0-a)-O_x(0)

folgt: x(0)-0_(a-0O_a) = (x(0)-0.a)-O.a
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Beweis 224-10 b) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f)

ANp,ge PUZ)N(p# q) A(a= f(p) = f(q))

1.1: Aus VS gleich “...p...€e PUZ...”
folgt via 221-4:

{p} € 7Dendl<x) niUin P(y)
1.2: Aus VS gleich “...qe PUZ...”

folgt via 221-4: {q} € Penai(z) aiUin P(y).
1.3: Via 221-2 gilt: 0 € Penar(z) UP(y).
1.4: Aus Vs folgt: a= f(p).
1.5: Aus VS folgt: a= f(q).

1.6: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus VS gleich “...p...e PUZ...”
folgt via 224-1(Def):

1.7: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus VS gleich “...qe PUZ...”
folgt via 224-1(Def):

2.1: Aus VS gleich “...p#q...”

folgt via 2-33:

: Via 2-17 gilt:
: Via 2-17 gilt:
: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...

aus 1.1“{p} € Penai(P) niVin P(2)7,
aus 1.2°{q} € Penai(P) niUin P(Z) ",
aus 1.3“0 € Pepail(P) niUin P(Z) 7,
aus 2.1“{p} N{q} =07,

aus 2.3“{¢}N0=0" und

aus 2.2“0N {p} =07

{p}n{q} =0.
0n{p}=0.
{¢}n0=0.

folgt via 224-6:  x({p})-O-(x({¢})-B-x(0)) = (x({r})-B-x({q}))-B-x(0).

aus 1.3“0 € Pepai(2) niUin P(y) 7,
aus 1.1%{p} € Penat(P) niUin P(Z) 7,
aus 1.2°{q} € Penat(P) niUin P(Z) 7,
aus 2.2“0N{p} =07,

aus 2.1“{p} N{q} =07 und

aus 2.3“{¢}N0=0"

: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... 7,

folgt via 224-6:  x(0)_O_(x({p})-O-x({g})) = (x(0)-O_x({r}))-O-x({q})-
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Beweis 224-10 b) VS gleich

4.2:

ALGEBRA #224

(x ist (O, P, Z)algl von f)

ANp,ge PUZ)N(p#q) A(a= f(p) = f(q))

a-0_(a-0_x(0))

= f(p)-0-(a-0x(0))

= F(p)_O_(f(q)-0-x(0))

= X({p}) -0(f(9) D x(0))
= x({ph)-0-(x({a}) -0 x(0))
= (x({ph)-0x({g})-Bx(0)
= (f(p)-0x({q}))-Dx(0)
= (f(p)-D-f(q))-0x(0)

= (a.0_f(q))-0x(0)
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Beweis 224-10 b) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f)
NMpg e PUZ)N(p# ) Aa= fp) = f(a):

5.1: Aus 4.1

folgt: a-0_(a-0_x(0)) = (a-0O_a)-O0_x(0)
5.2: Aus 4.2

folgt: x(0)-0_(a-0_a) = (x(0)-0.a)_O_a
c) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a € f[P U Z]).
1.1: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f...”

folgt via 224-7: x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].
1.2: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f...”

folgt via 224-7: x(0)-8_x(0) = x(0).
1.3: Aus VS gleich “...a € f[PUZ]”

folgt via 2-2: ae{x(0)}uflPUZ].

2: Aus 1.1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und

aus 1.3“a € {x(0)} U f[PU Z]”

folgt via 208-1(Def): a-0.x(0) = x(0)-O.a = a.
3.1: Aus 2

folgt: a-0.x(0) =a
3.2: Aus 2

folgt: x(0).0.a = a.
4.1 a-0_(x(0)-0.a) £ a.0.a £ (a.0_x(0)).0.a
1.2 0.0(x(0)-0_x(0)) £ a.0x(0) £ (a_0x(0))-O_x(0).
23 x(0).0(a0x(0) ¥ x(0) 00 ¥ a ¥ a.0x(0) 2 (x(0).0.0) D x(0).
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Beweis 224-10 c) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a € f[P U Z]).
5.1: Aus 4.1

folgt: a-0_(x(0)-0_a) = (a-0_x(0))-O_a
5.2: Aus 4.2

folgt: a-0-(x(0)-8-x(0)) = (a-0-x(0))-B-x(0)
5.3: Aus 4.3

folgt: x(0)-8-(a-8-x(0)) = (x(0)-B-a)-8x(0)
5.4: Aus 4.4

folgt: x(0)-0-(x(0)-O-a) = (x(0)-0_x(0))-O_a
d) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a,b,a_0.b € f[PU Z]).
1.1: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...”

folgt via 224-7: O kommutativ auf {x(0)} U f[P U Z].
1.2: Aus VS gleich “...a,b,a.0b € f[PUZ]"

folgt via 2-2: a,b,a_0b e {x(0)}U f[PUZ|].
2.1: Aus 1.1“0 kommutativ auf {x(0)} U f[P U Z]” und

aus 1.2%a,b... € {x(0)} U f[PUZ]"

folgt via 210-1(Def): a-0.b=>b_D0_a.
2.2: Aus 1.1“0 kommutativ auf {x(0)} U f[P U Z]” und

aus 1.2%a,...,a.0be {x(0)}U f[PUZ]”

folgt via 210-1(Def): a-0_(a_-0.b) = (a-0.b) O_a.

3: a-0_(b.0_a) 2 a_0_(a_0b) 22 (a_0.b)_O_a.
4: Aus 3

folgt: a-0_(b-0.a) = (a-0.b)_O_a.
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Beweis 224-10 e)

VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a,b,b_0.a € f[PU Z]).
1.1: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-7: O kommutativ auf {x(0)} U f[P U Z].
1.2: Aus VS gleich “...a,b,a.0.b € f[PUZ]”
folgt via 2-2: a,b,b_.0.a € {x(0)} U f[PUZ].
2.1: Aus 1.1“0 kommutativ auf {x(0)} U f[P U Z]” und
aus 1.2a,b... € {x(0)} U f[PU Z]”
folgt via 210-1(Def): a-0.b=b_0O_a.
2.2: Aus 1.1“0 kommutativ auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus 1.2%a,...,b-0.a € {x(0)}U f[PU Z]”
folgt via 210-1(Def): a-0_(b_0_a) = (b-O_a) O_a.
3: a-0_(b.0_a) 2 (h.0.a) 0.0 2 (a_0.b) Oa.
4: Aus 3
folgt: a-0_(b-0.a) = (a-0.b)_O_a.
f) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f)
ANp,ge PUZ)N(p#q) Aa= [f(p) = fg) Abe fFIPUZ])A(aFD)
1.1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-1(Def): f Funktion.
1.2: Aus VS gleich “...a #b” und
aus VS gleich “...a = f(p)...”
folgt: f(p) # 0.
1.3: Aus VS gleich “...a # b” und
aus VS gleich “...a=...= f(¢q)...”
folgt: flq) #b.
1.4: Aus VS
folgt: q 7 p-
2: Aus 1.1“ f Funktion” und

aus VS gleich “...be f[PUZ]...”
folgt via 18-28: I (e PUZ)A (b= f(Q)).
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Beweis 224-10 f) VS gleich

ALGEBRA #224

(x ist (O, P, Z)algl von f)

ANp,q€ PUZ)N(p# q) A(a= f(p) = f(q))

3.1: Aus 1.2“f(p) #b” und
aus 2. b= f(Q)”
folgt:

3.2: Aus1.3“f(q) #b” und
aus 2“...b= f(Q)”
folgt:

4.1: Aus 3.1“f(p) # f(Q)”
folgt via 94-10:

4.2: Aus 3.2 f(q) # f(Q)”
folgt via 94-10:

5.1: Aus4.1
folgt:

5.2: Aus 4.2
folgt:

6.1: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f..

aus VS gleich “...p,qe PUZ...”,
aus 2“...Qe PUZzZ...”,
aus VS gleich “...p#¢q...”,

aus 4.2“q # Q7 ,

aus 5“Q #p” |

aus VS gleich “...a= f(p)...”,

aus VS gleich “...a=...f(¢)...” und

aus 2“...b= f(Q)”

folgt via 224-8:

Ab e fIPUZ]) A (a#D).

fp) # F().

fq) # F(2).

p# L.

q# Q.

Q£ p.

O #£q.

7
* Y

a-0_(a_-0.b) = (a-0_a)_0O_b
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Beweis 224-10 f) VS gleich

6.2:

6.3:
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(x ist (O, P, Z)algl von f)

ANp,q€ PUZ)N(p# q) A(a= f(p) = f(q))

Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...
aus VS gleich “...p...e PUZ...”,

aus 2“...Qe PUZ...”,

aus VS gleich “...qe PUZ...”,
aus 4.1“p #£Q7,

aus 5.2“0 #£ q” |

aus 1.4“qg#p”,

aus VS gleich “...a = f(p)...”,
aus 2“...b= f(Q)” und

aus VS gleich “...a...= f(q)...”

folgt via 224-8:

Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...

aus 2“...Qe PUZ...”,

aus VS gleich “...p,qe PUZ...”,

aus 5.1“Q £ p” |

aus VS gleich “...p#¢q...”,
aus 4.2“q # Q7 ,

aus 2“...b= f(Q)”,

aus VS gleich “...a = f(p)...” und

aus VS gleich “...a=...f(q)...”

folgt via 224-8:

)

Ab e fIPUZ]) A (a#D).

7

a0.(b-0.a) = (a-0.b) Oa

2

b-0_(a-0.a) = (b-0.a)-O.a
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224-11. Interessanter Weise erscheint jener Fall der Assoziativitdt von O, x ist
(O, P, Z)algl von f, bei dem es sich um drei verschiedene Elemente handelt,
entsprechend des vorliegenden Satzes als vergleichsweise einfach:

224-11(Satz)

b)

c)

d)

e)

a) Aus “y ist (O, P, Z)algl von f”und “b,a_0.b € fI[PUZ]”

Aus

Aus

Aus

Aus

und

folgt “a_0_(b_0_x(0)) = (a-0_b)_O_x(0)”.

“x ist (O, P, Z)algl von f”und “a,b € f[PUZ]”
folgt “a_DO_(x(0)-0.b) = (a-O_x(0))-Ob".

“x ist (O, P, Z)algl von f”und “a,a_0b € f[PUZ]”
Jolgt “x(0)-D(a-8-b) = (x(0)-D-a)-Bb".

“x ist (O, P, Z)algl von f”und “a,b € f[PUZ]"und “a #b”
Jolgt “a_D_(b-0_x(0)) = (a-0-b)_-D_x(0)”
und “x(0)-0_(a_-0.b) = (x(0)_-O_a)_-0b".

“x ist (O, P, Z)algl von f”und “a,b,c € f[PUZ]”
((a#b”und ((b%cﬁund “C%a”
folgt “a_0_(b-0O_c) = (a-0b) Oc”.

ALG-Notation.
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Beweis 224-11 a) VS gleich (y ist (O, P, Z)algl von f) A (b,a-0.b € f[PU Z]).

1.1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-7: x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

1.2: Aus VS gleich “...b,a.0.b € f[PUZ]”
folgt via 2-2: b,a_0.b € {x(0)}U f[PU Z].

2.1: Aus 1.1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus 1.2“b... € {x(0)}U f[PU Z]”
folgt via 208-1(Def): b-O_x(0) = b.

2.2: Aus 1.1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus 1.2...a-0b e {x(0)}U f[PUZ]”

folgt via 208-1(Def): (a-0.b) O.x(0) = a_Ob.

3: a-0_(b.0.x(0)) £ .06 2 (a_0.)_0_x(0).
4: Aus 3

folgt: a_-0_(b_0_x(0)) = (a-O-b)_O_x(0).

b) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a,b € f[PU Z]).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-7: x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

1.2: Aus VS gleich “...a,b € f[PUZ]”
folgt via 2-2: a,be {x(0)}uU f[PUZ].

2.1: Aus 1.1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus 1.2%a... € {x(0)} U f[PU Z]”
folgt via 208-1(Def): a-0_x(0) = a.

2.2: Aus 1.1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus 1.2“...b € {x(0)} U f[PU Z]”
folgt via 208-1(Def): x(0)_0.b =b.

2.2

3: a-0_(x(0).0b) 2 ¢_.0.b % (a_0_x(0))_0_b.

4: Aus 3
folgt: a-0_(x(0)-0.b) = (a-O_x(0))-O_b.
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Beweis 224-11 c) VS gleich (y ist (O, P, Z)algl von f) A (a,a-0b € f[P U Z]).

1.1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-7: x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

1.2: Aus VS gleich “...a,a.0.b € f[PUZ]”
folgt via 2-2: a,a-0.b € {x(0)}U f[PU Z].

2.1: Aus 1.1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus 1.2%a... € {x(0)} U f[PU Z]”
folgt via 208-1(Def): x(0)-O.a = a.

2.2: Aus 1.1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und
aus 1.2...a-0b € {x(0)}U f[PUZ]”

folgt via 208-1(Def): x(0).O0_(a-0.b) = a_Ob.

3: x(0)_-0_(a_0b) 2 a_0.b % (3(0)_0.a)_0b.
4: Aus 3

folgt: x(0)-0_(a-0.b) = (x(0)_O_a)_O_b.

d) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a,b € f[PUZ]) A (a #D).

1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-1(Def): f Funktion.

2.1: Aus 1“ f Funktion” und
aus VS gleich “...a... € f[PUZ]...”
folgt via 18-28: IN: (e PUZ)A (a= f(Q)).

2.2: Aus 1“ f Funktion” und
aus VS gleich “...be f[PUZ]...”
folgt via 18-28: A (PePUZ)A (b= f(T)).

3.1: Aus2.1“...Qe PUZ...”
folgt via 221-4: {Q} € Ponal(P)UP(Z).

3.2: Aus2.2“.. . v e PUZ...”
fOlgt via 221-4: {‘I’} S Pendl(P) U P(Z)

3.3: Via 221-2 gilt: 0 € Penai(P) nilUin P(Z).
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VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a,b € f[PUZ]) A (a #D).

3.4: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus 2.1“.. Qe PUZ...”
folgt via 224-1(Def):

3.5: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus 2.2“.. e PUZ...”
folgt via 224-1(Def):

3.6: Aus VS gleich “...a # b” und
aus 2.1“...a = f(Q)”
folgt:

4.1: Aus 3.4“x({92}) = f(£2)” und
aus 2.1“...a = f(Q)”
folgt:

4.2: Aus 3.5“y({¥}) = f(¥)” und
aus 2.2...b= f(V)”
folgt:

4.3: Aus 3.6“f(Q2) #b” und
aus 2.2...b= f(V)”
folgt:

5: Aus 4.3“f(Q2) # f(V)”
folgt via 94-10:

6.1: Aus5“Q #U”
folgt via 2-33:

6.2: Via 2-17 gilt:

6.3: Via 2-17 gilt:

x({2}) = ().

xX({¥}) = ().

f(Q) #b
x({€2}) = a.
x({¥}) =0

f() # f(0).
QAT

(Q} N {T} = 0.
{T}N0=0.

0N{Q} =0.
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Beweis 224-11 d)
VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a,b € f[PUZ]) A (a #D).

7.1: Aus VS gleich “y ist (O, P Z)algl von f...”7,
aus 3.1“{Q} € Penai(P) niUin P(Z)”
aus 3.2“{VU} € Popai(P) niUin P(Z )
aus 3.3“0 € Pepai(P) niUin P(2) 7,
aus 6.1“{Q} N{v} =0"
aus 6.2“{¥}N0=0" und
aus 6.3“0N{Q}=0"
folgt via 224-6:

X({21)-B-(x({9})-Bx(0)) = (x({2H)-Bx({¥}))-B-x(0).

7.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f... "7,
aus 3.30 € Pepai(P) niUin P(Z2) 7,
aus 3.1“{Q} € Pepar(P) niUin P(2) 7,
aus 3.2“{U} € Popai(P) niUin P(Z2) 7,
aus 6.3“0N{Q} =07
aus 6.1“{Q}N{¥} =0" und
aus 6.2“{U}N0=0"
folgt via 224-6:

x(0)-0-(x({2})-Bx({¥}) = (x(0)-Bx({2})-Bx{¥}).

)
8.1: a_0_(b_.0_x(0)
)
x(0)



ALGEBRA #224 159

Beweis 224-11 d)

VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (a,b € f[PUZ]) A (a #D).

8.2: x(0)-0-(a-0-b)
= x(0) O (x({2})-0.b)
= x(0)-0-(x({2})-0x({T})
= (x(0)-0x({2})-Ox{T})
= (x(0)-0.0) D x({¥})
%2 (x(0)-0.a).0.
9.1: Aus 8.1
folgt: a_-0_(b-0_x(0)) = (a-0-b)_0_x(0)
9.2: Aus 8.2
folgt: X(0)-0_(a_0b) = (x(0)-0-a).0b
e) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f)
N a,b,c € fF[PUZ])A(a#b)A(b#c)N(c#a).
1: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...”

2.1:

2.2:

2.3:

folgt via 224-1(Def): f Funktion.

Aus 1¢ f Funktion” und
aus VS gleich “...a... € f[PUZ]...”
folgt via 18-28: IN: Qe PUZ)A (a= f(Q)).

Aus 1¢ f Funktion” und
aus VS gleich “...b... € f[PUZ]...”
folgt via 18-28: U (WePUZ)A (b= f(T)).

Aus 1“ f Funktion” und
aus VS gleich “...ce f[PUZ]...”
folgt via 18-28: 40 : (P e PUZ)A (c= f(D)).
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Beweis 224-11 e) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f)

6.1:

6.2:

6.3:

: Aus 3“(f(22

: Aus 44(f(Q)

N a,b,c € f[PUZ]) A (a#b)A(b#c)N(c#a).

: Aus VS gleich “...(a #b)A(b#c)A(c#a)” und

aus 2.1 ..a = f(Q)”
folgt: (F() £0) A(b £ ) Ale £ [()).

)
aus 2.2“...b
folgt: (f() # fQR) A (F(T) # ) A(c# [(E2)).

[N
=
£
>
=
=
N
)
>
Y
N
=
=
=
=
2.

aus 2.3“...c=

folgt: (FQ) # FO0) A (F(0) # F(D)) A (F(D) £ F(Q)).

Aus 5 f(Q) # f(V)...”
folgt via 94-10: Q#WU.

Aus 5¢... f(¥) # f(D)...”
folgt via 94-10: U +£ O,

Aus 5¢... f(D) # f(Q2)”
folgt via 94-10: D £ Q).

: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f... ",

aus 2.1“...Qe PUZ...”,

aus 2.2“.. Ve PUZ...”,

aus 2.3“... e PUZ...7,

aus 6.1“Q # U7,

aus 6.2“0 £ o7

aus 6.3“® £ Q7

aus 2.1“...a = f(Q)”,

aus 2.2“...b= f(¥)” und

aus 2.3“...c= f(P)”

folgt via 224-8: a_0_.(b_0_c) = (a-0.b)_O_c.

O
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X ist (O, P, Z)algl von f:
Einiges iiber P, Z,dom f sowie
tiber x(0) und f[Z].

Ersterstellung: 29/10/12 Letzte Anderung: 30/10/12
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225-1. Falls y ist (O, P, Z)algl von f, so sind P, Z - und somit auch P U Z -
TeilKlassen von dom f und in weiterer Folge ergibt sich unter anderem aus p € P
die Aussage f(p) € f[P]:

225-1(Satz)
a) Aus “y ist (O, P, Z)algl von f” folgt “P,Z,PUZ C dom f”.

b) Aus “x ist (O, P, Z)algl von f”und “p € P”
folgt “f(p) € fIP], f[PUZ]".

c) Aus “x ist (4, P, Z)algl von f”und “z € Z”
folgt “f() € f1Z), IPUZ)".
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ist (O, P, Z)algl von f.

Beweis 225-1 a) VS gleich X
Themal.1]
2.1: Aus Themal.1l“a€ PUZ”
folgt via 221-4: {a} € Pepar(P) o
2.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f” und
aus Themal.1“ae€ PUZ”
folgt via 224-1(Def): x({a
3: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f”
folgt via 224-1(Def): dom x = Penar(P) o

4: Aus 2.1“{a} € Pepai(P) niUin P(Z)” und
aus 3“dom x = Penai(P) niUin P(Z)”

folgt: {a} € dom .

5: Aus 4“{a} € domx”

folgt via 17-5: x({a}) Menge.

6: Aus 5“x({a}) Menge” und
aus 2.2 x({a}) = f(a)”
folgt: i

7: Aus 6“ f(a) Menge”

folgt via 17-5: a € dom f.

ae PUZ

iUin P(Z).

P = fla).

iUin P(Z).

«) Menge.

Ergo Themal.1: Vo : (a €

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2:

2.1:

2.2:

PUZ)= (a €dom f).

Al “PUZ Cdom f7

Via 2-7 gilt: (PCPUZ)A(ZCPUZ).

Aus1.2“PC PUZ...” und
aus Al gleich “PUZ C dom f”

folgt via 0-6:
Aus1.2“...ZCPUZ” und
aus Al gleich “PUZ C dom f”

folgt via 0-6:

P Cdomf

Z Cdom f
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Beweis 225-1 b) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (p € P).

1.1: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-1(Def): f Funktion.

1.2: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f...”
folgt via des bereits bewiesenen a): P, PUZ Cdomf.

2.1: Aus 1.1“ f Funktion” ,
aus VS gleich “...p € P” und
aus 1.2“P... Cdom f”

folgt via 18-27: f(p) € fIP]

2.2: Aus VS gleich “...pe P”
folgt via 2-2: pePUZ.

3: Aus 1.1“f Funktion” ,
aus 2.2“pe PUZ” und
aus 1.2“... PUZ Cdom f”

folgt via 18-27: f(p) € fIPUZ]
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Beweis 225-1 c) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f)A(z € Z).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f...”
folgt via 224-1(Def): f Funktion.

1.2: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f...”
folgt via des bereits bewiesenen a): Z,PUZ Cdomf.

2.1: Aus 1.1“ f Funktion” ,
aus VS gleich “...z € Z” und
aus 1.2“7Z... Cdom f”

folgt via 18-2T7: f(2) € fZ]

2.2: Aus VS gleich “...z € Z7”
folgt via 2-2: ze PUZ.

3: Aus 1.1“f Funktion” ,
aus 2.2“z2 € PUZ” und
aus 1.2“... PUZ Cdom f”

folgt via 18-27: f(z) € f[PUZ]
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225-2. Wie sich in #224 an mehreren Stellen zeigt, scheinen x(0) und Z Eini-
ges miteinander zu tun haben. Etwas von dem Einigen ist im vorliegenden Satz
dokumentiert:

225-2(Satz)
a) Aus “x ist (O, P, Z)algl von f”und “z € Z” folgt “f(z) = x(0)”.

b) Aus “x ist (O, P, Z)algl von f”und “0# Z”
folgt “x(0) € f1Z), f[PUZ]".

c) Aus “x ist (O, P, Z)algl von f” folgt “f[Z] C {x(0)}”.

Beweis 225-2 a) VS gleich (x ist (O, P, Z)algl von f) A (z € Z).

1.1: Aus VS gleich “...2 € Z”
folgt via 2-2: ze PUZ.

1.2: Aus VS gleich “...2 € Z”
folgt via 1-8: {z} e P(Z).

2.1: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus 1.1z e PUZ”
folgt via 224-1(Def): x({z}) = f(2).

2.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...” und
aus 1.2“{z} e P(Z)”
folgt via 224-3: x({z}) = x(0).

3: Aus 2.1 und
aus 2.2

folgt: f(z) = x(0).
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Beweis 225-2 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “...0# 27
folgt via 0-20:

2.1: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...
aus 1“...Q e 77

folgt via des bereits bewiesenen a):

2.2: Aus VS gleich “y ist (O, P, Z)algl von f...
aus 1“...Q e 27

folgt via 225-1:

: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

c) VS gleich

167

(x ist (O, P, Z)algl von f) A (0 # Z).

d:QeZ.

7

und

7

und

f() € f12], flP U Z].

x(0) € f1Z], fIP U Z].

X ist (3, P, Z)algl von f.

folgt via 224-1(Def):

: Aus 2° f Funktion” und
aus Themal“« € f[Z]”
folgt via 18-28:

aus 3“...Qe Z...7
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus 3“...a= f(2)” und

aus 4 f(€2) = x(0)”
folgt:

2: Aus VS gleich “x ist (0, P, Z)algl von f”

I (e )N (a=f(Q)).

: Aus VS gleich “x ist (O, P, Z)algl von f” und

a € f[Z].

f Funktion.

Ergo Themal:

Konsequenz via 1-10:
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225-3. Im Hinblick auf 225-2 ist Vorliegendes nicht weiter iiberraschend:

225-3(Satz)
Es gelte:
—) x ist (O, P, Z)algl von f.
Dann folgt:
2) fIPUZ)C {x(0)} U f[P.
b) {x(0)} U fIPUZ] ={x(0)} U f[P].

Beweis 225-3 a)

1: Aus =) “x ist (O, P, Z)algl von f”

folgt via 225-2: f1Z] € {x(0)}.
2: Aus 17 f[Z] € {x(0)}”

folgt via 2-15: flZ] U fIP] € {x(0)} U f[P].
3: fIPU2)°= flPu f12) €7 flZ] U £[P).
4: Aus 3“f[PUZ] =...= fIZ]U f[P]” und

aus 2 f[Z] U f[P] € {x(0)} U f[P)”

folgt: fIPUZ] C{x(0)}U fIP].

b)

1: Via 2-7 gilt: PCPUZ

2: Aus1“PCPUZ”
folgt via 8-9: fIP] C f[PU Z].

3: Aus =) “y ist (O, P, Z)algl von f”
folgt via des bereits bewiesenen a): fIPUZ] C{x(0)}U f[P].

4: Aus 2“f[P] C f[PUZ]” und
aus 3% f[P U Z] € {x(0)} U f[P]”
folgt via 223-9: {x(O)}U fIPUZ] ={x(0)} U f[P].

O
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225-4. Mit Hilfe von 225-3 fillt es nicht schwer, die vorliegende Modifikation
von 224-7cd) zu beweisen:

225-4(Satz)
Es gelte:
—) x ist (O, P, Z)algl von f.
Dann folgt:
a) x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P].

b) O kommutativ auf {x(0)} U f[P].

Beweis 225-4

1.1:

1.2:

1.3:

2.a):

2.b):

Aus —) “x ist (O, P, Z)algl von f”
folgt via 224-7: x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P U Z].

Aus =) “y ist (O, P, Z)algl von f”
folgt via 224-7: O kommutativ auf {x(0)} U f[P U Z].

Aus —) “x ist (O, P, Z)algl von f”
folgt via 225-3: {x(0)U fI[PU Z] ={x(0)} U f[P].

Aus 1.1“x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[PU Z]” und

aus 1.3 {x(0) U f[P U Z] = {x(0)} U f[P]”
folgt: x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[P].

Aus 1.2“0 kommutativ auf {x(0)} U f[PU Z]” und

aus 1.3“{x(0)U f[PU Z] = {x(0)} U f[P]”
folgt: O kommutativ auf {x(0)} U f[P].

O
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x ist (O, Q)alg2 von f.

Ersterstellung: 28/08/12 Letzte Anderung: 05/12/12
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226-1. In den meisten Féllen wird, wenn y ist (O, P, Z)algl von f, nicht von
“beliebigen ” Klassen P, Z und von “unbekanntem ” ran f ausgegangen, sondern
es werden Funktionen f betrachtet, deren Bild-Bereich zumindest teilweise in
einer ausgezeichneten Klasse () liegt und es werden P, Z via f aus () konstruiert.
Bei diesem Vorgehen tritt wegen des Erscheinens von x(0) in der definierenden
Eigenschaft von y eine gewisse Selbstbeziiglichkeit auf. Das stort nicht weiter:

226-1(Definition)

“x ist (O0,Q)alg2 von f” genau dann, wenn gilt:

x st (0, f7HQ A\ X (0)}, /7' {x(0)}])algl von f.
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226-2. Nicht zuletzt weil f eine Funktion und weil Q\{x(0)} und {x(0)} disjunkt
sind, miissen bei der Uberpriifung, ob x in der Tat (O, ))alg2 von f ist, nur sechs
an Stelle von sieben Bedingungen untersucht werden:

226-2(Satz)
Es gelte:
— x Funktion.
—) f Funktion.
=) dom X = Penar(f Q@ \ {X(0)}]) niUin P(f " [{x(0)}]).
=) Va: (e e fTH{x(0)}uQ]) = (x({a}) = f(a)).
—) Ve, 0: (6,0 € Penat(f ' [{x(0)} UQ)))

= x(€Ud) D x(end) = x(e)-B-x(9).
) Ve, v (e € Penar(f T H{X(0)}UQN) A (v € P(FTH{X(0)}]))
= x(eUv) = x(e)-Dx(v) = x(e).

Dann folgt “y ist (O,Q)alg2 von f”.

ALG-Notation.
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Beweis 226-2

1.1: Aus —) “ f Funktion”
folgt via 25-2:

FHRNAXO) NN £~

1.2:

2.1:

Hx(O)}] =

173

F@QN XD 0 {0}
(f ’1[Q\{x(0)}]) (X))
QA (O U {x (0]
O U@\ X))
=@ Lal

Kgu

SR N H{X(0)}
= 7@\ X)) N {x(0)}
L) N @\ fx(0)))

510

]
]
]
]

~1o
=0
B e (RN X0} U (f~ [{x(0)}]).
3: Aus Thema2.2“8 € (f[Q\{x(0)}])U(f~[{x(0)}])” und
aus 1.2°(f7HQ\ {x(0)}]) U (/7 [{x(0)}])
=[x} v
folgt: Be T Hx0)}uQ]
4: Aus 3“B e f{x(0)UQ]” und
aus =) “Va : (o € fT[{x(0)} UQ]) = (x({a}) = f(@))”
folgt: x({8}) = f(B).
Ergo Thema2.2:
1 “VB: (B e (RN X)) U (fT X (0)}]) = (x({B}) = £(8))”
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Beweis 226-2 ...

7, ¢ € Penar(f QN {X(0)}])) U (F 7' [{x(0)}])).

3: Aus Thema2.3“7, ¢ € Poar((f7HQ \ {x(0)}])
U {x(0)}]))” und
aus 1.2 (fHQ\ {x(0)}) U (f " [{x(0)}])
= [T{x(0)}uQ)
folgt: Y, ¢ € Penar(f~ {x(0)} U Q).

4: Aus 3“9, ¢ € Penar(fH{x(0)}UQ])” und
aus —) “Ve, 0 : (6,0 € Pana(fH{x(0)} UQ]))
= (x(eUd)-O.x(end) = x(e)-O-x(9))”
folgt: (v U ) D x(y M) = x(7) O x(6).

Ergo Thema2. 3:

2| “¥7,0: (7,0 € Penar((fHQ\ {x(0)}]) U (f ' [{x(0)}])))
= x(YU¢)-Ox(yNe) =x(v)-Bx(e)”

3: Aus —) “x Funktion” |
aus —) “ f Funktion”

aus 2.1(F1Q\ {x(0)}]) N (F~ [{x(0)}]) =
aus —) “dom x = Penar(fQ \ {X(0)}]) niUin ( _1[{X(0)}])”>
aus A1 gleich “Vf3: (8 € (f7Q\ {x(0)}]) U (f~ [{X(O)}])z

aus A2 gleich “Vv,¢: (7,0 € Penar((f7HQ \ {x(0)}) U (f 7
= X(yUe)Ox(vne) =x(7)Ox
aus ) Ve, : (€ € Pena(F [{X(0)} UQD) A (v € P(F{x(0
= Xx(eUv)= X(€)—D—X v) = x(€)”
folgt via 224-1(Def): 1y ist (3, f71Q \ {x(0)}], f*[{x(0)}])algl von f.

4 Aus 3%y ist (0, £Q\ (x(O)}], /- [{x(0)})algl von 1
folgt via 226-1(Def): X ist (O, Q)alg2 von f.

]
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226-3. Die ersten drei der in 226-2 als Voraussetzungen fungierenden Aussagen
sind auch notwendig dafiir, dass x ist (O, (Q))alg2 von f:

226-3(Satz)
Es gelte:

=) x ist (0,Q)alg2 von f.
Dann folgt:

a) x Funktion.

b) f Funktion.

c) dom x = Penar(f Q@ \ {X(0)}]) nsUsn P(f ' [{x(0)}]).

ALG-Notation.

Beweis 226-3

1: Aus =) “x ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-1(Def): x ist (O, @ \ {x(0)}]. f~'[{x(0)}])algl von f.

2.2): Aus 14y st (O, 1 [Q\ {x(0)}], S~ [{x(0)}))algl von

folgt via 224-1(Def): x Funktion.
2.b): Aus 1x ist (O, QN {x(0)}], /7 [{x(0)}])algl von f~
folgt via 224-1(Def): f Funktion.

2.¢): Aus 1x ist (O, QN {X(0)}], /7 {x(0)}])algl von f~

folgt via 224-1(Def):
dom X = Penar((f ' [Q \ {x(0)}])) U (/7" [{x(0)}])).
[l
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226-4. Auch die vierte in 226-2 als Voraussetzung fungierende Aussage ist not-

wendig dafiir, dass x ist (O, Q)alg2 von f:

226-4(Satz)

Aus “x ist (O,Q)alg2 von f”und “p e f~H{x(0)} UQ]”
folgt “x({p}) = f(p)”.
Beweis 226-4 VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (p€ f{x(0)}uQ)]).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”

folgt via 226-1(Def):

X st (3, F7HQ N {x(0) 1, f 1 [{x(0) })algl von f.
1.2: (f _1[Q\{X( U HX(0)3])
@R\ {X(0)}) U {x(0)}]
=X U@\ ()]
= X0} U QL
2: Aus VS glelch “Lpe M0} UQ]” und
aus 1.2(f~1Q\ {x(0)}]) U (f 1[{X(0)}]) = [TH{x(0)}u@]”
folgt: RN AXO)) U (7 H{X(0)3])-
3: Aus 1.1°x it (3, 771Q (O}, S {x(0)}algd von /7 und
aus 2°p € (f7Q\ {x(0)}]) U (ST [{x(0)}])”
folgt via 224-1(Def): x({r}) = f(p).

O
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226-5. Auch die fiinfte und sechste in 226-2 als Voraussetzung fungierenden Aus-
sagen sind notwendig dafiir, dass x ist (O, Q))alg2 von f. Jedoch sind in Hinblick
auf 224-4 stiarkere als die genannten Aussagen verfiighar. Insbesondere sind bei
genauerer Betrachtung die in den Deduktionen von 224-4 involvierten Mengen
Elemente von dom y, wobei dieser Definitionsbereich geméfl 226-3c) mit einer
imposanten Zeichenkette dargestellt wird. Dies motiviert die Schlussfolgerungen
von 224-4 ohne eAplizite Verwendung von 226-3c) auszusagen:

226-5(Satz)
Aus “x ist (O,Q)alg2 von f7und ...

a) ...und “A,B € domx”
folgt “x(AU B) Ox(ANB) = x(A)-Dx(B)".

b) ...und “A € domy”und “N € P(f~'[{x(0)}])”
folgt “x(AUN) = x(4).0x(N) = x(4)"

c) ...und “A € domyx” folgt “x(A)-O_x(0) = x(A)”.

ALG-Notation.

Beweis 226-5 a) VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (A, B € dom ).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-1(Def):
x st (O, fHQ N\ {x(0)}], ' {x(0)}])algl von f.

1.2: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom X = Penat(f7HQ\ {Xx(0)}]) aiUsin P(f [{x(0)}]).

2: Aus VS gleich “... A, B € domy” und
aus 1.2“dom x = Pepat (7O \ {X(0)}]) aiUia P(f T [{x(0)}])”
folgt: A, B € Perar(f QN {X(0)}]) naUsn P(f [{x(0)}]).

3: Aus 1.1y ist (O, f7HQ\ {x(0)}], /' [{x(0)}])algl von f” und
aus 2“ A, B € Papat(f 7O\ {x(0)}]) aiUia P(f 1 [{x(0)}])”
folgt via 224-4: X(AUB) O x(AN B) = x(A)_O.x(B).
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Beweis 226-5 b)
VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (A € domx) A (N € P(f{x(0)}])).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-1(Def):
x st (O, fHQ N\ {x(0)}, f7H[{x(0)}])algl von f.

1.2: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom x = Penarl(f 1@\ {Xx(0)}]) niUin P(fH{x(0)}]).

2: Aus VS gleich “... A€ domy...” und

aus 1.2“dom x = Penai(f 7@ \ {x(0)}]) nsUsa P(f~ {x(0)}])”
folgt: A€ Penar(f7HQ\ AX(0)}]) aiUsn P(f ' [{x(0)}])-

3: Aus 1.1%x ist (O, fHQ\ {x i}],f—l[{x(O)}Dalgl von f7,

(0
aus 24 A € Penar(fQ \ {x(0)}]) nsUsn P(f ' [{x(0)}])” und
aus VS gleich “... N € P(f~[{x(0)}])”
folgt via 224-4: X(AUN) = x(A)-O.x(N) = x(A).

c) VS gleich (x ist (O, Q)alg2 von f) A (A € dom ).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-1(Def):
x st (O, f7HQ\ {x(0)}, 7 [{x(0)}])algl von f.

1.2: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom x = Penal(f 1@\ {X(0)}]) niUin P(fH{x(0)}]).

2: Aus VS gleich “... A € domx” und
aus 1.2%dom x = Penat(f @\ {X(0)}]) niUsa P(f~ [{x(0)}])”
folgt: A € Penat(f QN {X(0)}]) 0iUsn P(FH{X(0) 1))

3: Aus 1.1y ist (O, f7HQ\ {x(0)}], f~'[{x(0)}])algl von f” und

aus 2% A € Penar(f 7@\ {X(0)}]) asUsa P(fT {X(0)}])”
folgt via 224-4: X(A)-O_x(0) = x(A).

]
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226-6. Falls x ist (O, Q)alg2 von f, dann ist der Definitionsbereich von x geméafl
226-3c) durch eine imposante Zeichenkette dargestellt. Dies motiviert Einiges
iiber dom y ohne explizite Verwendung von 226-3c) auszusagen:

226-6(Satz)
Es gelte:
—) x st (O,Q)alg2 von f.
Dann folgt:
a) 0 € domyx # 0 und x(0) Menge.
b) dom x C P(dom f).
&) domy € P/ [{x(0)}UQ)).




180

ALGEBRA #226

Beweis 226-6 a)

1:

2:

3:

4.2:

: Aus 14dom x = Penar(fHQ \ {x(0)}]

Via 221-2 gilt: 0 € Penar(f 7 Q\ {X(0)}]) nsUsn P(f~ [{x(0)}]).
Aus —) “x ist (0,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: dom X = Penar(f '@ \ {x(0)}]) nsUsa P(f ' {x(0)}])-
Aus 190 € 7’encn(f Q \ X)) nilisn 7’( H{x(0)}])” und
aus 2%dom x = Penar(f @\ {x(0)}]) asUsa P(f{x(0)}])”
folgt: 0 € domy.
: Aus 3“0 € dom y”
folgt via 0-20: 0 # dom y.
Aus 3“0 € dom x”
folgt via 17-5: x(0) Menge
: Aus 3“0 € domy” und

aus 4.1“0 # dom x”

folgt: 0 €domy #0

: Aus —) “y ist (0,Q)alg2 von f7”

folgt via 226-3:  dom x = Penai(f 7' [Q \ {X(0)}]) nsUsa P(f T [{x(0)}])-

t Via 222-2 gilt: - Penar (/1@ \ {X(0)}]) 2V P(f T {x(0)}]) € P(dom f).
: Aus 14dom x = Penar(f 1@ \ {x(0)}]

) niUin P(f 1[{X(O)}D 7 und
ats 2% Penar(f7HQ \ {X(0)}]) aiUsa P(f T [{x(0)}]) € P(dom f)”
folgt: dom x C P(dom f).

: Aus —) “y ist (O,Q)alg2 von f”

folgt via 226-3:  dom x = Penar(f @ \ {X(0)}]) niUsn P(f ™" [{x(0)}])-

: Via 222-2 gilt:

FHXO)}) € PO {0} v @)

in P(

) niin P(fH[{x(0)}])” und
aus 2% Penar(f7HQ \ {x(0)}]) aUin P(f{x(0)}]) € (f_l[{o} uQJ)”
folgt: domx C P(f~'[{o} UQ]).

]

endl( [Q\{X( )}D
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f Funktion: f7HE], f7H{p}], ST {p} U E] fTHEN\ AP}

Ersterstellung: 03/11/12 Letzte Anderung: 02/02/13
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227-1. Hier wird Einiges iiber TeilKlassen oder Elemente von f~![E] fiir Funk-
tionen f ausgesagt:

227-1(Satz)
Aus “f Funktion” und . ..
a) ...und “D C fYE]” folgt “Vo: (a € D) = (f(e) € E#0)”.
b) ...und “Va: (o€ D) = (f(a) € E)” folgt “D C f~[E]”.
c) ...und “ge€ D C f[E]” folgt “f(q) € E#07.
d) ... folgt “Va: (e fUE]) = (f(a) € E#£0)7.

Beweis 227-1 a) VS gleich (f Funktion) A (D C f71E]).
a€D.

2: Aus Themal“a € D” und
aus VS gleich “...D C f7lE]”
folgt via 0-4: a € fHE].

3: Aus 2“a € f7!E]” und
aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via 18-29: fla) € E.
4: Aus 3“f(a) € E7

folgt via 0-20: 0+#FE.
5: Aus 3“f(a) € E” und

aus 4“0 # E7

folgt: fla) e E#0.

Ergo Themal: Va:(ae D)= (f(a) e E#D0).
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Beweis 227-1 b) VS gleich (f Funktion) A (Vo : (v € D) = (f(a) € E)).
B eD.

2: Aus Themal“fg € D” und
aus VS gleich “...Va: (a € D)= (f(a) € E)”
folgt: f(p) € E.

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“ f(B) € E”

folgt via 18-29: B e fE].
Ergo Themal: V3:(Be D)= (8e fE].
Konsequenz via 0-2(Def): D C f7YE].
c) VS gleich (f Funktion) A (¢ € D C f7[E)).

Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus VS gleich “... D C f~'[F]” und
aus VS gleich “...qe D...”

folgt via des bereits bewiesenen a): flg) e E#0.
d) VS gleich f Funktion.
ae fE]

2: Aus Themal“«a € f~'[F]” und
aus VS gleich “ f Funktion”

folgt via 18-29: fla) € E.
3: Aus 2“ f(a) € E7
folgt via 0-20: 0+#FE.
4: Aus 2“ f(a) € E7 und
aus 3“0 # E7
folgt: fla) € E#0.
Ergo Themal: Va: (a € f7HE]) = (f(a) € E #£0).
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227-2. Nun werden, falls f eine Funktion ist, Aussagen iiber TeilKlassen oder
Elemente von f~![{p}] formuliert:

227-2(Satz)
Aus “f Funktion” und . ..
a) ...und “D C f~'[{p}]” folgt “Va: (o € D) = (f(a) = p Menge)”.

b) ...und “VYa:(a€ D)= (f(a) =p)”und “pF#U”
folgt “D < f~'{p}]”.

c) ...und “qge D C f~YH{p}]” folgt “f(q) = p Menge”.
d) ...folgt “Ya: (a € f{p}]) = (f(a) = p Menge)”.
e) ...und “q e f{p}]” folgt “f(q) = p Menge”.

£) ...und “f(q) =p#U"folgt “q€ f[{p}]”.

Beweis 227-2 a) VS gleich (f Funktion) A (D C f~Y{p}]).
aeD.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...”,
aus VS gleich “...D C f~!'[{p}]” und
aus Themal“a € D”
folgt via 227-1: fla) € {p}.

3: Aus 2“ f(a) € {p}”
folgt via 1-6: f(a) = p Menge.

Ergo Themal: Va: (o € D) = (f(a) = p Menge).
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Beweis 227-2 b)

VS gleich (f Funktion) A (Vo

(e D)= (f(a)
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p)A(p#U).

2: Aus Themal“fg € D” und

aus VS gleich “...Va: (a € D) = (f(«a)

folgt:

: Aus 2 f(B) = p” und
aus VS gleich “...p#U"
folgt:

: Aus 3“f(B) A U7
folgt via 17-5:

: Aus 2 f(B) = p” und
aus 4“ f(5) Menge”
folgt via 1-6:

W

: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus 5 f(B) € {p}”
folgt via 18-29:

g e D.

f(B) € {p}-

B e f{p}

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
c) VS gleich

1: Aus VS gleich “...qe D...” und
aus VS gleich “...D C f~'[{p}]”
folgt via 0-4:

: Aus 1“g € f~'[{p}]” und
aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 18-29:

t Aus 2 f(q) € {p}”
folgt via 1-6:

: Aus 3
folgt:

VB: (B € D)= (Bef{p}])

D < f~'{p}]
(f Funktion) A (¢ € D  f~[{p}])-

g€ f~{p}.

f(q) € {pr}.

(f(g) =p) A (p Menge).

f(q) = p Menge.
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Beweis 227-2 d) VS gleich f Funktion.

1: Via 0-6 gilt: f 1w} € P}

2: Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus 1 f7{p}] € f{p}]”

folgt via des bereits bewiesenen a):
Va: (o € f7H{p}]) = (f(a) = p Menge).

e) VS gleich (f Funktion) A (¢ € f[{p}])-
Aus VS gleich “ f Funktion ... ” und

aus VS gleich “...q € f~'[{p}]”

folgt via des bereits bewiesenen d): f(q) = p Menge.
£) VS gleich (f Funktion) A (f(q) =p #U).

1: Aus VS gleich “... f(¢) =p...” und
aus VS gleich “...p#£U"”

folgt: flg) #U.
2: Aus 1“f(q) £ U”
folgt via 17-5: f(q) Menge.

3: Aus VS gleich “... f(¢) =p...” und
aus 2“ f(q) Menge”

folgt via 1-6: f(a) € {p}.

4: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus 3“ f(q) € {p}”
folgt via 18-29: q € f~'[{p}]-
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227-3. Hier wird Einiges {iber TeilKlassen oder Elemente von f~[{p}UD], wobei
f ein Funktion ist, formuliert:

227-3(Satz)
Aus “f Funktion” und . ..

a) ...und “D C f7'[{p}UE]”
folgt “Va: (o € D) = ((f(a) = p Menge) V (f(a) € E#£0))”.

b) ...und “Va:(a€ D)= ((fla)=p£U)V (f(a) € E))”
folgt “D C f~'{p}UE]".

c) ...und “ge D C f~'{p} UE]”
folgt “(f(q) =p Menge) V (f(q) € E#0)".

d) ...folgt “Ya: (a € f{p}UE)])
= ((f(a) =p Menge) V (f(a) € E#0))".

e) ...und “ge fTU{p}UE]”
folgt “(f(q) =p Menge) V (f(q) € E#0)".

£) ...und “(f(q) =p#U)V (f(q) € E)" folgt “q € f~[{p} UE]".
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Beweis 227-3 a) VS gleich (f Funktion) A (D C f~'[{p} U E]).
o€ fTH{ptUE]

2: Aus Themal“a € f~'[{p} UE]” und
aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via 18-29: fla) e {p} UE.
3: Aus 2“ f(a) e {p} UE”
folgt via 2-2: (fla) e{p}) V (f(e) € E).
’Fallunterscheidung‘
fla) € {p}
Aus 3.1.Fall“ f(a) € {p}”
folgt via 1-6: f(a) = p Menge.
f(a) € E.
4: Aus 3.2.Fall“f(a) € E
folgt via 0-20: 0#£F.
5: Aus 3.2.Fall® f(a) € E” und
aus 4“0 # E7
folgt: fla)=E #0.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(f(e) = p Menge) V (f(e) € E #0).

Ergo Themal: Vo : (o € f7'[{p} UE]) = ((f(o) = p Menge) V (f(a) € E #0)).
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Beweis 227-3 b)
VS gleich (f Funktion) A (Va: (e« € D) = ((f(a) =p#U) V (f(a) € E))).

BeD.
2: Aus Themal“f € D” und
aus VS gleich “...Va: (a € D)
= ((fla) = p%u)\/(f( ) € E))”
folgt: (f(B)=p#U)V (f(B) € E).
’Fallunterscheidung‘
F(B)=p#U.
3: Aus 2.1.Fall“f(f)=p...” und
aus 2.1.Fall“...p#U"
folgt: f(B) £ U.
4: Aus 3“f(B) £ U7
folgt via 17-5: f(B) Menge.
5: Aus 2.1.Fall“f(8)=p...” und
aus 4“ f(8) Menge”
folgt via 1-6: f(B) € {r}
6: Aus 5°f(8) € {p}”
folgt via 2-2: f(B) e {ptUE.
7: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 6 £(5) € {p} U E”
folgt via 18-29: B e f{p}UE].
1(8) € E.
3: Aus 2.2.Fall“f(f) € E”
folgt via 2-2: f(B) e{p} UE.
4: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 3% £(8) € {p} UE”
folgt via 18-29: B e f~H{p}UE].
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
B e f{p}VE]L
Ergo Themal: VB:(Be D)= (Be f{ptUE]).

Konsequenz via 0-2(Def): DC f'{p}UE]
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Beweis 227-3 c) VS gleich (f Funktion) A (¢ € z C f~1[{p} U E]).

Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus VS gleich “...z C f~'[{p} UE]” und
aus VS gleich “...q € f~'[{p} UE]”

folgt via des bereits bewiesenen a): (f(q) = p Menge) V (f(q) € E #0).
d) VS gleich f Funktion.
1: Via 0-6 gilt: fY{ptUE] C T {ptUE]

2: Aus VS gleich “ f Funktion” und

aus 1% f7[{p} U E] € [~ [{p} U E]”
folgt via des bereits bewiesenen a):

Vo: (a € f7[{p} U E]) = ((f(e) = p Menge) V (f(e) € E #0)).

e) VS gleich (f Funktion) A (¢ € f~'[{p} U E]).

Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...q € f'[{p} UE]”
folgt via des bereits bewiesenen d): (f(g) =p Menge) V (f(q) € E #0).
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Beweis 227-3 £) VS gleich (f Funktion) A ((f(¢) =p#U)V (f(q) € E)).
1: Nach VS gilt: (fle)=p#U)V (f(q) € E).
’Fallunterscheidung‘
fla)=p#U.

Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1.1.Fall“ f(q)=p# U’

folgt via 227-2: q € f~{p}]-
1.2.Fall flq) € E.

Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1.2.Fall“ f(q) € E”
folgt via 18-29: q € f7YHE].

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(g f{p}) Vv (g € fHE].

Konsequenz via 2-2: At “qe (fT{p}) U (fHE]DY

2: Via 9-8 gilt: () U (fED = f{p} U E].

3: Aus Al gleich “q € (f7'[{p}]) U (f7'[E])” und
aus 2 (fH{p}]) U (f[E]) = f {p} U E]”
folgt: qe f~Y{p}UE]

]
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227-4. Hier wird Einiges iiber TeilKlassen oder Elemente von f~[E\ {p}], wobei
f ein Funktion ist, ausgesagt:

227-4(Satz)
Aus “f Funktion” und . ..

a) ...und “D C f7UE\ {p}]”
folgt “NYa:(a€e D)= (p# f(a) e E#0)”.

b) ... und “Va:(a€ D)= (p# f(a) € E)” folgt “D C f~E\{p}]”.
c) ...und “g€ D C fHE\{p}]” folgt “p# f(q) € E#0".

d) ... folgt Vo: (e fHEN{p}) = (p# fle) e E#0)".

e) ...und “qge& fHE\{p}]” folgt “p# f(q) € E#0".

£) ...und “p# f(q) € E” folgt “q € fTE\{p}]”.

Beweis 227-4 a) VS gleich (f Funktion) A (D C f7[E\ {p}]).
a€D.

2: Aus Themal“a € D” und
aus VS gleich “...D C f7'E\ {p}]”
folgt via 0-4: a € fHEN\ {p}].

3: Aus 2¢a € f7HE\ {p}]” und
aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via 18-29: fla) € E\{p}.
4: Aus 3“f(a) € E\ {p}”

folgt via 5-15: p# fla) € E.
5: Aus4“... f(a) € E”

folgt via 0-20: 0#FE.
6: Aus4“p # f(a) € E” und

aus 5“0 # E”

folgt: p# fla) € E#N0.

Ergo Themal: Va:(a€ D)= (p+# f(a) € E#0).
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Beweis 227-4 b) VS gleich  (f Funktion) A (Va: (o« € D) = (p # f(a) € E)).

B € D.

2: Aus Themal“fg € D” und
aus VS gleich “...Va: (a€ D)= (p# f(a) € E)”

folgt: p# f(B) € E.
3: Aus 2“p # f(B) € B
folgt via 5-15: f(B) € E\ {p}.

4: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 3“... f(8) € E\{p}”

folgt via 18-29: Be fHENA{p}.
Ergo Themal: VB:(Be D)= (B fE\{p}).
Konsequenz via 0-2(Def): D C f7YHE\ {p}].
c) VS gleich (f Funktion) A (¢ € D C f~Y[E\ {p}]).

Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus VS gleich “...D C f~'E\ {p}]” und
aus VS gleich “...qe D...”

folgt via des bereits bewiesenen a): p# flg) e E#0.

d) VS gleich f Funktion.
1: Via 0-6 gilt: FHENARPH € FHEN AP}
2: Aus VS gleich “ f Funktion ...” und

aus 1“ fHE\ {p}] C fE\ {p}]”

folgt via des bereits bewiesenen a):

Va:(a € fTEN{P}]) = (p # fla) € E#0).

e) VS gleich (f Funktion) A (¢ € f7HE\ {p}]).

Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...q € f7YE\ {p}]”
folgt via des bereits bewiesenen d): p# flq) e E#O.
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Beweis 227-4 £) VS gleich (f Funktion) A (p # f(q) € E).

1: Aus VS gleich “...p# f(q) € E7
folgt via 5-15: flq) € E\ {p}.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus 1“ f(q) € E\ {p}”
folgt via 18-29: q € fEN\A{p}].

]
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227-5. Mit der vorliegenden Darstellung von {p} U f[f~'[{p} U E]] vereinfacht
sich spéter Einiges:

227-5(Satz)

Aus “f Funktion” folgt “{p} U f[f'[{p} UE]] = {p} U(ENranf)”.

Beweis 227-5 VS gleich f Funktion.
1: Aus VS gleich “ f Funktion”

folgt via 18-33: flf '"{pUE] = {ptUFE)Nranf.

2: {pt U flf~'Hpt U E]

]
= {p}U({pyUE)Nranf)

PET (P U ({py UE) N ({p} Uran f)
22 (({pyuph) UE) N ({p} Uran f)
2-14 )

= ({pfUE)N({ptUranf

bEen {p}U(ENranf).
3: Aus 2
folgt: {ptUfIfH{p} U E] = {ptU(ENranf).

[]
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227-6. Erginzend zu 11-19, 18-29 wird hier eine Aquivalenz f(p) € f[f'[E]]
betreffend - wobei f eine Funktion ist - etabliert:

227-6(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) [ Funktion.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

1) f(p) € fFIfEN.

ii) pe fHE].
Beweis 227-6 VS gleich f(p) € fIfYE].
1: Aus —) “ f Funktion”
folgt via 18-33: fIf'[E]l]=EnNranf.
2: Aus VS gleich “ f(p) € f[f'[F]]” und

aus 1“ f[f~YE]] = ENran f”
folgt: f(p) € ENran f.

3: Aus —) “ f Funktion” und
aus 2“ f(p) € ENran f”
folgt via 18-29: p€ fENranf].

4: Via 11-19 gilt: fYHENran f] = fTUE].

o

: Aus 3“p € f~'[ENran f]” und
aus 4“ f'[ENran f] = f7[E]”
folgt: p € fEL

VS gleich p € fTE]

1: Aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “p € f7'[E]”
folgt via 18-29: p € f[E]Nndom f.

2: Aus 1“pe f7YE|Ndom f”
folgt via 18-27: f(p) € fIfHEN.
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227-7. Anwendungsfreundlich Vorliegendes ergibt sich aus 227-6:

227-7(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) [ Funktion.
...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:
D f(p) € FIFEIUFCL
ii) pe fAHEUC].

iii) pe fEJu f1C].
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Beweis 227-7 VS gleich f(p) € fIfYEIU ).
1: Via 9-8 gilt: HEUC] = Y E]U ).
2: Aus VS glelch “f(p) € fIf7YME]U F7HC)]” und

aus 1“ fHEUC] = fYE|U fYC)”

folgt: fp) € fIfEUCT
3: Aus —) “ f Funktion” und

aus 2% f(p) € fIf T [EUC]”

folgt via 227-6: pe [FHEUC].

VS gleich pe fHEUC).
1: Via 9-8 gilt: [HEUC] = A E]U ).
2: Aus VS gleich “p € f~'[EUC]” und

aus 1“ fHEUC) = fYE|U f71C]”
folgt: p€ fHEJU fHC).

VS gleich p € fHEIU ).
1: Via 9-8 gilt: [HEUC] = E]U ).
2: Aus VS gleich “p € f~E]U f7C]]” un

aus 1“ fI{EUC] = fYE|U fYC)”

folgt: pe fHEUC).
3: Aus —) “ f Funktion” und

aus 2“p € fTHEUC]”

folgt via 227-6: pe fIfHEUC].

]
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z.€eQund Q €.xzund z. € yund x. ¢ Q und Q ¢ .x und z. ¢ .y.
z.=Qund Q@ =.x und x. = .y und z. # Q und @ # .z und x. # .y.

Ersterstellung: 04/01/13 Letzte Anderung: 04/07/13
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228-1. Die Beschreibung des “punktweisen Verhaltens” von Klassen - meist:
Funktionen - auf bestimmten Klassen wird durch die vorliegenden, auf € und
= abzielenden Begriffs-Bildungen belebt. Mit der jeweiligen Einschréinkung auf
domz (oder (domx) N (domy)) werden sinn-entstellende Aussagen wie “z. = p
auf (dom )¢ fiir beliebige p” vermieden:
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228-1(Definition)

1) “z. € @ auf E” genau dann, wenn £ C dom z und

Va,f: (e € E)A((o, ) € 2)) = (B € Q).

2) “Q € .x auf E” genau dann, wenn £ C domz und

Va,B: ((a € B) A ((a, 8) € ) = (Q € B).

3) “x. € .y auf E” genau dann, wenn E C (domx) N (domy) und
Va, 3,7 : ((a € E) A((e, ) € 2) A ((,7) € ) = (B € 7).

4) “x. ¢ @ auf E” genau dann, wenn £ C dom z und

Va, f: (€ E)A((, ) € 2)) = (B ¢ Q).

5) “Q ¢ .x auf E” genau dann, wenn E C dom z und

Va, B ((a € E)A (o, ) € z)) = (Q ¢ ).

6) “x. ¢ .y auf E” genau dann, wenn F C (domz) N (dom ) und
Va, 5,7 ((a € E) A ((a, B) € 2) A((e,7) € y)) = (B ¢ 7).

7) “x.=Q auf E” genau dann, wenn F C dom x und

Va,: (e € E)A((a, ) € 2)) = (B = Q).

8) “@ = .xr auf E” genau dann, wenn £ C domz und

Va,: ((a € E)A((o, ) € ) = (Q = F).

9) “x.= .y auf E” genau dann, wenn £ C (domz) N (domy) und
Vo, 8,7 (@€ E) A (o, B) € 2) A((a,7) € ) = (6= 7).

10) “x. # @ auf E” genau dann, wenn £ C dom z und

Va, 5 ((a € E)A((o, ) € ) = (6 # Q).

11) “@ # .x auf E” genau dann, wenn £ C dom z und

Va, b ((a € E)A((o, ) € ) = (Q # 5).

12) “z. # .y auf E” genau dann, wenn £ C (domz) N (domy) und
Va, 8,7 : ((a € E) A (e, B) € 2) A((a,7) € ) = (B # 7).
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228-2. Hier wird Einiges iiber =(z. € Q auf E) und Ahnliches ausgesagt:

228-2(Satz)

a) “—(z. € Q auf E)” genau dann, wenn “E < domz” oder

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

i)

3

k)

1)

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

0,0 (Qe E)A((QT) €a) A (T ¢ Q).

((p e E77und (((p’q> 6 x”und ((q ¢ Q77
folgt “—(z. € Q auf E)”.

“=(Q € .x auf E)” genau dann, wenn “E ¢ domx” oder
AU : (Qe E)AN (2, V) ex) N (Q & V).

:4p c E”und 41(p’q> c .T”UTLd «Q ¢ q»
folgt “=(Q € .x auf E)”.

“=(x. € .y auf E)” genau dann, wenn
“E < domz”oder “E < domy” oder
“O U, 0: (Qe YA ((Q,0) e x) A((Q,P) €y) A (T & D)7,

:4p c E”und 4:(p’q> c xvund z:(p77,) Enund ::q ¢ 7,;7
folgt “—(z. € .y auf E)”.

“(x. ¢ Q auf E)” genau dann, wenn “E ¢ domx” oder
T, (e E)A((Q.0) € 2) A (V€ Q).

((pEE”und ({<p’q)€$77und ((qu”
folgt “—(z. ¢ Q auf E)”.
“=(Q ¢ .x auf E)” genau dann, wenn “E ¢ domx” oder
“Q U (Qe E)A (L ¥) ex) AN (Q e ).

({peE”und {{(p’q)exﬂund ((Qeqﬁ
folgt “=(Q ¢ .x auf E)”.

“a(x. ¢ .y auf E)” genau dann, wenn
“E < domz”oder “E € domy” oder
“O U, 0: (Qe YA ((Q,0) e x) A((Q,P) ey) A(T € D)7

“pe E”und “(p,q) € x”und “(p,r) €y’ und “ger”
folgt “—(z. ¢ .y auf E)”.
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Beweis 228-2 a)

1: Via 228-1(Def) gilt: (x. € Q auf F)
& ((E S domz) A (Va, B : ((a € E) A ((a, 8) € 2)) = (B € Q))).
2: Aus 1
folgt: (=(z. € Q auf E))
& (=((E Sdomz) A (Va, 5 : ((a € E) A((a, ) € 7)) = (B € Q)))).
3: Aus 2
folgt: (=(z. € Q auf E))
& (((E S domz)) V (=(Va, B : (v € E) A (e, B) € ) = (B € Q))))-
4: Via 0-3 gilt: (=(F Cdomz)) < (E Z domz).
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: (=(z. € Q auf E))
& (B Zdomz) Vv (=(Va, 5 ((a € E)A((a, f) € 2)) = (B € Q)))).
6: Aus 5
folgt: (=(z. € Q auf E))
& (EZdomz) Vv (3QU: (Qe E)A((2,T) ex)A(—(VeQ)))).
7: Aus 6
folgt: (=(z. € Q auf F))
< (EZdomz) Vv (3QU:(Qe E)A((Q,T)ex)AN (T &Q))).
b) VS gleich peE)N((pg) ex) N (g ¢ Q).
1: Aus VS gleich “(p€ E)A((p,q) € x) AN (g ¢ Q)"
folgt: QU : (Qe E)A((Q,V) ex) A (¥ ¢ Q).
2: Aus 1

folgt via des bereits bewiesenen a): —(z. € Q auf E).
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Beweis 228-2 ¢)

1: Via 228-1(Def) gilt: (Q € .x auf F)
& ((E S domz) A (Va, B : ((a € E) A ((a, 8) € 2)) = (Q € B))).
2: Aus 1
folgt: (=(Q € .x auf E))
& (=((E Sdomz) A (Va, 5 : ((a € E) A((a, ) € 1)) = (Q € 5)))).
3: Aus 2
folgt: (=(Q € .x auf E))
& (((F S domz)) V (=(Va, B : (v € E) A (e, B) € 2)) = (Q € f))))-
4: Via 0-3 gilt: (=(F Cdomz)) < (E Z domz).
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: (=(Q € .x auf E))
& ((E € domz) Vv (=(Va, 5 : ((a € E) A ((a, ) € 2)) = (€ € §)))).
6: Aus 5
folgt: (=(Q € .x auf E))
< (EZdomz) Vv (3QU: (Qe E)A((Q,T) €x)A(—(Q € W)))).
7: Aus 6
folgt: (-(Q € .x auf F))
< (EZdomz) VvV (3QU:(Qe E)A((Q,T) ex)N(Q ¢ W))).
d) VS gleich (pe E)N((pg) €x)N(Q & q)
1: Aus VS gleich “(p € E)A((p,q) € x) N(Q & q)”
folgt: QU : (Qe E)A((Q,V) ex) A (Q ¢ V).
2: Aus 1

folgt via des bereits bweisenen c): -(Q € .x auf E).
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Beweis 228-2 e)

1: Via 228-1(Def) gilt: (x. € yauf F) < ((E C (domz) N (domy))
AV, B,y : (o € E) A (0, B) € 2) A ((0,7) € )) = (B €))-
2: Aus 1
folgt: (=(z. € .yauf F)) < (=((£ C (domz) N (domy))
AV, 8,7 (0 € E) A (0, 8) € 2) A ((0,7) € ) = (8 € 7).
3: Aus 2
folgt: (=(z. € .y auf F)) < ((—(E C (domz) N (domy)))
V(=(Yar, 8,7 : (0 € ) A (0, B) € 2) A (0,7) € 9)) = (8 € 7).
4: Via 0-3 gilt: (=(E C (domz) N (domy))) < (E Z (domz) N (domy)).
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: (=(z. € .yauf F)) < ((F € (domz) N (domy))
V(=(Va, 8,7 : (€ E) A((a, B) € 2) A((e,7) € y)) = (B €7))))-
6: Via 223-10 gilt: (E' Z (domz)N(domy)) < ((E € domz)V (E € domy)).
7: Aus 5 und
aus 6
folgt: (=(z. € yauf F)) < ((F € domz) V (E Z domy))
V(=(Ve, 8,7 (€ E) A (o, 8) € 2) A((,7) € ) = (B €7))))-
8: Aus7
folgt: (=(z. € yauf F)) < ((F € domz) V (E € domy))
VEQU, P (Qe E)A((QT) ex)A (D) €ey) A (—(T € D)))).
9: Aus 8
folgt: (-(x. € yauf F)) & (((F € domzx) V (E € domy))
VEQ W, & (Qe E)A (L P) ex)A((2,P) ey) AT & D))).
£) VS gleich (pe E)A((p.g) €x) N ((p,r) EYy) A(g &)
1: Aus VS gleich “(p € E) A ((p,q) € x) A((p,7) €y) AN(g¢r)”
folgt: 30, U, ¢ : (2 e E)A((Q, \If) )N ((,P) e y) AN (T & D).
2: Aus 1

folgt via des bereits bewisenen e) : —(z. € .y auf E).
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Beweis 228-2 g)

1: Via 228-1(Def) gilt: (x. ¢ Q auf F)
& ((E S domz) A (Va, B : ((a € E) A ((a, 8) € 2)) = (B ¢ Q))).
2: Aus 1
folgt: (=(x. ¢ Q auf E))
& (=((E Sdomz) A (Va, 5 : ((a € E) A((a, ) € 7)) = (B ¢ Q)))).
3: Aus 2
folgt: (=(x. ¢ Q auf E))
& (((F S domz)) V (=(Va, B : (v € E) A (e, B) € ) = (B & Q))))-
4: Via 0-3 gilt: (=(F Cdomz)) < (E Z domz).
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: (=(x. ¢ Q auf E))
& ((E € domz) Vv (=(Va, 5 ((a € E)A((a, f) € 2)) = (B ¢ Q)))).
6: Aus 5
folgt: (=(z. € Q auf E))
< (EZdomz) Vv (3QU: (Qe E)A((Q,T) ex)A (T ¢Q)))).
7: Aus 6
folgt: (=(z. € Q auf F))
< (EZdomz) Vv (3QU:(Qe E)A((Q,T) ex)A(VeQ))).
h) VS gleich (pe E)N((p,q) € x)N(q € Q).
1: Aus VS gleich “(p € E)A((p,q) € x) A (¢ € Q)”
folgt: QU : (e E)A((Q,V) ex) AT € Q).
2: Aus 1

folgt via des bereits bewiesenen g): —(z. ¢ Q auf E).
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Beweis 228-2 i)

1: Via 228-1(Def) gilt: (Q ¢ .xauf F)
& (B S domz) A (Va, B : ((a € E) A ((a, 8) € 2)) = (Q € B))).
2: Aus 1
folgt: (=(Q € .x auf E))
& (=((E Sdomz) A (Va, 5 : ((a € E) A((a, ) € 7)) = (Q ¢ 5))))-
3: Aus 2
folgt: (=(Q € .x auf E))
& ((2(F S domz)) V (=(Va, B : (v € E) A (e, B) € ) = (Q ¢ S))))-
4: Via 0-3 gilt: (=(F Cdomz)) < (E Z domz).
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: (=(Q € .x auf E))
& (B Z€domz) Vv (=(Va, 5 : ((a € E)A((a, ) € 2)) = (@ ¢ 5)))).
6: Aus 5
folgt: (=(Q € .x auf E))
& (EZdomz) Vv (3QU: (Qe E)A((Q,T) ex)A(—(Q ¢ T)))).
7: Aus 6
folgt: (-(Q € .x auf F))
< (EZdomz) Vv (3QU:(Qe E)A((Q,T) ex)A(QeW))).
j) Vs gleich (pe E)A((pq) € 2) N(Q € q).
1: Aus VS gleich “(p € E)A ((p,q) € x) AN(Q € q)”
folgt: QU : (Qe E)A((Q,V) ex) A (Q € V).
2: Aus 1

folgt via des bereits bewiesenen 1): -(Q ¢ .x auf E).
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Beweis 228-2 k)

1: Via 228-1(Def) gilt: (x. ¢ .yauf F) < ((F C (domz)N (domy))
AV, B,y : (o € E) A (0, B) € 2) A ((0,7) € )) = (B¢7)

2: Aus 1
folgt: (=(z. € .yauf F)) < (=((£ C (domz) N (domy))
AV, 8,7 (0 € B) A (0, 8) € 2) A ((0,7) € 1)) = (8 ¢ 7))).

3: Aus 2
folgt: (=(z. € .y auf F)) < ((—(E C (domz) N (domy)))
V(=(Yor, 8,7 (0 € B) A (0, 8) € 2) A (0,7) € 9)) = (8 ¢ 7).
4: Via 0-3 gilt: (=(E C (domz) N (domy))) < (E Z (domz) N (domy)).

5: Aus 3 und

aus 4

folgt: (=(z. € .yauf F)) < ((F € (domz) N (domy))

V(=(Va, 8,7 : (€ E) A((a, B) € 2) A((e,7) € y)) = (B € 7))
6: Via 223-10 gilt: (E' Z (domz)N(domy)) < ((E € domz)V (E € domy)).

7: Aus 5 und
aus 6
folgt: (=(z. € yauf F)) < ((F € domz) V (E Z domy))
V(=(Ve, 8,7 (€ E) A (o, 8) € 2) A((e,7) € ) = (B E7))))-
8: Aus 7
folgt: (=(z. € yauf F)) < ((F € domz) V (E € domy))
VEQU, @ (Qe E)A((QT) ex)A((P) €ey)A(—(T & D)))).
9: Aus 8
folgt: (-(x. € yauf F)) & (((F € domzx) V (E € domy))
VEQU, O (Qe E)A((QT)ex)A((Q,P) cy) A (T €D))).
1) VS gleich (pe EYN((p,q) €x) AN((p,r) €y)A(qgET).
1: Aus VS gleich “(p € E)A((p,q) € x) A((p,r) €y)AN(¢ET)”
folgt: QU P: (Qe E)A((QU) ex)A((Q,P) €y) A (T € D).
2: Aus 1
folgt via des bereits bewiesenen k): —(z. ¢ .y auf E).

[]
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228-3. Es gilt ) = .x auf E genau dann, wenn x. = () auf E, so dass nach 228-3
nur noch eine dieser beiden Notationen - ndmlich “z. = @) auf E” - zum Einsatz
kommt. Bei @) # .z auf F und x. # @ auf FE liegen die Dinge &hnlich und es wird
nach 228-3 nur mehr “z. # @ auf E” verwendet. Klarer Weise ist “x. = .y auf
E” genau dann der Fall, wenn “y. = .x auf E” und “z. # .y auf E” gilt genau
dann, wenn “y. # .z auf E” .

228-3(Satz)
a) “Q = .x auf E” genau dann, wenn “x.=Q auf E”.
b) “Q # .x auf E” genau dann, wenn “x.# Q auf E”.
c) “x.=.y auf E7 genau dann, wenn “y.= .x auf E”.

d) “x.# .y auf E7 genau dann, wenn “y. # .x auf E”.

Beweis 228-3 a) ) = .z auf

228—1(Def)
=

(E Cdomx) A (Vo,B: (€ E)A((a, B) € x)) = (Q
& (ECdomx)A(Vo,5: (€ E)A ((a, B) € x)) = (B

228—1(Def)
<~

p))
Q)

r. =@ auf E.

b) Q # .x auf £

228—1(Def)
=

(B Cdomx) A (Ver, 5= ((a € E) A ((, B) € ) = (@ # P))
& (B Cdomz) A (Yo, 5 ((a € E) A((a, 5) € ) = (8 # Q)

228—1(Def
<~

)x.%QaufE.
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Beweis 228-3 ¢) x. = .y auf £
A(Va, B,y : (o € E)

d) z. # .y auf £

AVa, 8,7 : ((a € E) A

AV, B,7 : ((a € E) A

ANVa,v,8: ((a € E) A

AV, 8,7 : ((a € E) A

228— 1(Def)

(Va By ((ae E)A

ANV, B,y (v € E) A

AVa, 8,7 : ((a € E) A

A(Va, v, 5 ((a € E) A

AV, 8,7 : ((a € E) A

(E

MENGENLEHRE #228

228— 1(Def)

(E C (domz) N (domy))
(e, B) € 2) A ((a,7) € ) = (B =7))
< (E C (domzx) N (domy))
((a.7) € y) A (e, B) € @) = (B="1))
< (E C (domz) N (domy))
((a.7) € y) A (e, B) € @) = (v = B))
& (FE C (domz) N (domy))
(e, B) € y) A(@,7) € 7)) = (B =)
< (E C (domz) N (domy))
(. B) € y) A ((a,7) € 2)) = (B =7))
228_<;§Def) y.=.v auf £

C (domzx) N (domy))

(. B) € 2) A((,7) €)= (B # 7))
& (FE C (domzx) N (domy))
((,7) €y) AN(a, ) € ) = (B # 7))
& (E C (domzx) N (domy))
((a,7) € y) Ao, B) € ) = (v # B))
& (F C (domz) N (domy))
((a, 8) € y) A(a,y) € x)) = (B # 7))
& (FE C (domz) N (domy))
(e, B) € y) A(@,7) € 2)) = (B F# 7))
228_<gD y. # .x auf F.
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228-4. Nun wird Einiges iiber “—(z. = Q auf E)” und Ahnliches formuliert:

228-4(Satz)

a) Aus “—(x. = Q auf E)” genau dann, wenn “E ¢ domx” oder
SA0W: (Q e B)A((Q,0) € 2) A (T £Q).

b) Aus “p € E”und “(p,q) € z”7und “q# Q"
folgt “—(x. =Q auf E)”.
c) Aus “=(x. = .y auf E)” genau dann, wenn

“E ¢ domax”oder “E ¢ domy” oder
“GO,U, P (QEE)A((Q,0) €2) A((QP) €y) A (T £ D).

d) Aus “pe€ E”und “(p,q) € x”und “(p,v) € y"und “q#r”
folgt “—(x. =y auf E)”.

e) Aus “—(z. # Q auf E)” genau dann, wenn “E ¢ domx” oder
“GAU: (Qe E)AN (2, ¥) ex) AN (¥ =Q)7.

£) Aus “p € E”und “(p,q) € x”und “q=Q"
folgt “—(z. # Q auf E)”.
g) Aus “—(x. # .y auf E)” genau dann, wenn

“E < domz”oder “E < domy” oder
AU, 0 (Qe E)A((Q,0) ex) AN ((Q,P) ey) A(V =)7.

h) Aus “p € E”und “(p,q) € x”und “(p,r) € y"und “q=r"
folgt “—(x. # .y auf E)”.
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Beweis 228-4 a)

1: Via 228-1(Def) gilt: (x. = Q auf F)
& (B S domax) A (Va, 5 - ((a € E) A ((a, B) € 7)) = (B = Q)))-
2: Aus 1
folgt: (=(x. = Q auf F))
& (2((E Sdomz) A (Vo, B : ((a € E) A((o, B) € ) = (8 = Q))))-
3: Aus 2
folgt: (=(x. = Q auf F))
& ((=(E S domz)) V (=(Va, B : ((v € E) A (e, f) € ) = (B = Q))))-
4: Via 0-3 gilt: (=(F Cdomz)) < (EF Z domz).
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: (=(x. = Q auf F))
& (B Zdomz) Vv (=(Va, 5 : ((a € E) A (o, ) € 7)) = (8 = Q))))-
6: Aus b
folgt: (=(x. = Q auf E))
& ((EZdomz) Vv (IQU: (Qe E)A((QT) €x)A(—(F=0Q)))).
7: Aus 6
folgt: (=(x. = Q auf F))
& ((BEZdomz) Vv (3QU: (Qe E)A((Q,T) ex)A (T #£Q))).
b) VS gleich peE)A((p,q) €x) N (¢ # Q).
1: Aus VS gleich “(p € E)A((p,q) € x) AN(g# Q)"
folgt: AU : (e E)A((Q,V) €x) AT # Q).
2: Aus 1

folgt via des bereits bewiesenen a): —(z. = Q auf E).
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Beweis 228-4 c¢)

1: Via 228-1(Def) gilt: (x. =y auf F) < ((E C (domzx) N (domy))
AV, 8,7 (€ B) A ((a, B) € ) A ((a,7) € y)) = (B = 7))
2: Aus 1
folgt: (=(z. = .y auf F)) < (=((£ C (domz) N (domy))
AVa, 8,7 : ((a € E) A ((a, B) € z) A ((a,7) € y)) = (6 =17))))-
3: Aus 2
folgt: (=(z. = .y auf F)) < ((—(E C (domz) N (domy)))
V(=(Ve, 8,7 (€ E) A((o, B) € ) A (@, 7) € ) = (B =17))))-
4: Via 0-3 gilt: (=(E C (domz) N (domy))) < (E Z (domz) N (domy)).
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: (=(z. = .y auf F)) < ((F € (domz) N (domy))
V(=(Ve, 8,7 : (€ BE) A((o, B) € ) A((,7) € ) = (B =17))))-
6: Via 223-10 gilt: (E' Z (domz)N(domy)) < ((E € domz)V (E € domy)).
7: Aus 5 und
aus 6
folgt: (m(x.=wyauf F)) < ((F € domzx)V (E € domy))
V(=(Ve, 8,7 (€ E) A (o, B) € 2) A ((@,7) € y)) ﬁ( =7)))-
8: Aus7
folgt: (=(z.=yauf F)) < ((F € domz) V (E  domy))
VEQU, ®: (Qe E)A((QT) ex)A (D) €y) A (—(T =)))).
9: Aus 8
folgt: (-(x.=yauf F)) & ((F € domzx) VvV (E < domy))
VEQ U, (Qe E)A((QT)ex)A((P) ey) A (T #D))).
d) VS gleich (€ E)A((p,q) €x) AN((p,7) €y) A (g # 7).
1: Aus VS gleich “(p € E) A ((p,q) € x) A((p,r) €y) AN (¢ #T)”
folgt: IV, 0 (Qe E)A((2,0) e x) A((2,P) € y) A (T # D).
2: Aus 1

folgt via des bereits bewiesenen c): —(z. = .y auf E).
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Beweis 228-4 e)

1: Via 228-1(Def) gilt: (x. # Q auf F)
& (B S domax) A (Va, 5= ((a € E) A ((a, B) € 7)) = (B # Q)))-
2: Aus 1
folgt: (=(x. # Q auf E))
& (2((E Sdomz) A (Vo, B : ((a € E) A((o, B) € ) = (B # Q))))-
3: Aus 2
folgt: (=(x. # Q auf F))
& (((E S domz)) V (=(Ve, B : (v € E) A (e, f) € 2)) = (B # Q))))-
4: Via 0-3 gilt: (=(F Cdomz)) < (EF Z domz).
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: (=(x. # Q auf E))
& (B Zdomz) Vv (=(Va, 5 : ((a € E) A (o, ) € 7)) = (8 # Q))))-
6: Aus b
folgt: (=(x. # Q auf E))
& ((BEZdomz) Vv (IQU: (Qe E)A((QT) €x)A(—(F#Q)))).
7: Aus 6
folgt: (=(z. # Q auf F))
& ((EZdomz) Vv (IQU: (Qe E)A (V) ex)A(¥=0Q))).
£) VS gleich peE)A((p,g) €x)N(¢=0Q).
1: Aus VS gleich “(p € E)A((p,q) €x) AN (g=Q)”
folgt: AU : (e E)A((Q,V) ex) AN (¥ =Q).
2: Aus 1

folgt via des bereits bewiesenen e): —(z. # @ auf E).
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Beweis 228-4 g)

1: Via 228-1(Def) gilt: (x. # .y auf E) < ((E C (domzx) N (domy))
AV, 8,7 (€ B) A ((a, B) € ) A((a,7) € y)) = (B # 7))
2: Aus 1
folgt: (=(z. # .y auf F)) < (=((£ C (domzx) N (domy))
AVa, 8,7 : ((a € E) A ((a, B) € z) A((a,7) € y)) = (BF#7))))-
3: Aus 2
folgt: (=(z. # .y auf F)) < ((—(E C (domz) N (domy)))
V(=(Ve, 8,7 (€ E) A((o, B) € ) A((,7) € ) = (B # 7))))-
4: Via 0-3 gilt: (=(E C (domz) N (domy))) < (E Z (domz) N (domy)).
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: (=(z. # .y auf F)) < ((F € (domz) N (domy))
V(=(Ve, 8,7 (€ BE) A((o, B) € ) A (e, 7) € ) = (B #7))))-
6: Via 223-10 gilt: (E' Z (domz)N(domy)) < ((E € domz)V (E € domy)).
7: Aus 5 und
aus 6
folgt: (=(z. # yauf E)) < ((F € domz) V (E  domy))
V(=(Va, 8,7 : (v € E) A((a, B) € 2) A () € y)) = (B #7)))).
8: Aus7
folgt: (=(x. 4 yauf F)) < (((F € domzx) V (E € domy))
(B2, : (2 e E)A((Q,T) €x) A((Q,0) € y) A (~(¥ # D)))).
9: Aus 8
folgt: (m(x. 4 yauf F)) & ((F € domzx) VvV (E < domy))
VEQL U, P (Qe E)A((Q¥) ex)A((2,P) ey) A (V¥ =2))).
h) VS gleich (p € E)A((p,q) €x) AN((p,r) €y)A(g=T).
1: Aus VS gleich “(p € E) A ((p,q) € x) A((p,r) €y)AN(g=1)"
folgt: IV, P: (Qe E)A((Q,V) ex)A((Q,P) ey) A (¥ = D).
2: Aus 1
folgt via des bereits bewiesenen g): —(z. # .y auf E).

[]
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228-5. Der leeren Menge kommt bei “punktweisen Verhalten auf E” eine ganz
spezielle Rolle zu. Auch wird der Unterschied - etwa - zwischen “x. # @ auf
E”und “—(x. = @ auf E)” dokumentiert. Abkiirzend fiir Beweisfithrungen fiir
die leere Menge wird ab sofort “0Oquodlibet” eingefiihrt, wonach auf alle Elemente
der leeren Menge beliebige Aussagen zutreffen:

228-5(Satz)
a) . €Q auf0.
b) Q € .x auf0.
c) . €.y auf 0.
d) z. ¢ Q auf 0.
e) Q¢ .x auf0.
¢ .y auf 0.
g) x.=Q auf 0.
h) z.=.y auf 0.
£ Q auf 0.
% .y auf 0.

f)

8

i)

8

8

3

Beweis 228-5 a)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C domz.
1.2: Via Oquodlibet gilt: Va,5: ((a€0)A (o, 8) € 2)) = (B € Q).

2: Aus 1.1“0Cdomz” und
aus 1.2V, B : ((a € 0) A ((a, 8) €x)) = (B€Q)”

folgt via 228-1(Def): z. € Q auf 0.
b)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C dom .
1.2: Via Oquodlibet gilt: Va,B: (@« € 0) A ((a, B) € 7)) = (Q € ).

2: Aus 1.1“0 Cdomz” und

aus 1.2“Vo, B: ((a € 0) A ((o, B) € x)) = (Q € B)”
folgt via 228-1(Def): Q € .z auf 0.
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Beweis 228-5 c¢)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C (domz) N (domy).

1.2: Via Oquodlibet gilt:
Va, 5,7 : ((a € ) A (o, B) € 2) A () € ) = (B € 7).

2: Aus 1.1“0 C (domx) N (domy)” und
aus 1.2°Va, 8,7 : ((a € 0) A (o, 8) € ) A ((o,7) € ) = (B €7)”

folgt via 228-1(Def): x. € .y auf 0.
d)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C domz.
1.2: Via Oquodlibet gilt: Va,B: ((a€0)A (o, 8) € x)) = (B ¢ Q).

2: Aus 1.1“0Cdomz” und
aus 1.2V, B : ((a € 0) A ((a, B) €x)) = (B¢ Q)"

folgt via 228-1(Def): z. ¢ @Q auf 0.
e)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C domz.
1.2: Via Oquodlibet gilt: Va,5: ((a€0)A (o, 8) € 2)) = (Q ¢ P).

2: Aus 1.1“0Cdomz” und

aus 1.2“Va, B: ((a € 0) A ((o,B) €x)) = (Q ¢ B)”
folgt via 228-1(Def): Q ¢ .z auf 0.

)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C (domz) N (domy).

1.2: Via Oquodlibet gilt:
Va, 5,7 : ((a € 0) A (o, f) € ) A7) €y)) = (B ¢).

2: Aus 1.1“0 C (domz) N (domy)” und

aus 1.2“Va, 8,7 : (e € 0) A ((a, B) € ) A ((e,y) €y)) = (B &)
folgt via 228-1(Def): x. ¢ .y auf 0.
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Beweis 228-5 g)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C domzx.
1.2: Via Oquodlibet gilt: Va,B: ((a€0)A (o, 8) € 2)) = (8= Q).

2: Aus1.1“0 C domz” und

aus 1.2V, B : (( € 0) A ((a, B) €x)) = (B=Q)”
folgt via 228-1(Def): x. = Q auf 0.

h)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C (domz) N (domy).

1.2: Via Oquodlibet gilt:
Va, 8,7 : ((a € 0) A (o, B) € 2) A ((,7) € ) = (B =7).

2: Aus 1.1“0 C (domz) N (domy)” und
aus 1.2°Va, 8,7 : ((a € 0) A ((a, B) € 1) A ((a,7) € y)) = (B=7)"

folgt via 228-1(Def): x. =y auf 0.
i)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C domz.
1.2: Via Oquodlibet gilt: Va,8: ((a€0)A (o, 8) € 2)) = (B # Q).

2: Aus 1.1“0Cdomz” und
aus 1.2V, B: (e € ) A ((o, B) € x)) = (B# Q)7

folgt via 228-1(Def): x. # Q auf 0.
3)
1.1: Via 0-18 gilt: 0 C (domz) N (domy).

1.2: Via Oquodlibet gilt:
Va, 8,7 : (€ 0) A (o, B) € ) A ((a,7) € ) = (BF# 7).

2: Aus 1.1“0 C (domz) N (domy)” und

aus 1.2“Va, 8,7 : ((a € 0) A (o, ) € 2) A ((a,y) € ) = (B#7)”
folgt via 228-1(Def): x. # .y auf 0.

]
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228-6. Punktweises Verhalten auf E vererbt sich auf TeilKlasse von E:
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228-6(Satz)

Aus “e C E’und . ..

a) ...
b) ...
c) ...
d) ...
e) ...
£) ...
g) ...
h) ...
i) ...

o

und
und
und
und
und
und
und
und
und

und

“o. € Q auf E7” folgt
“Q € .x auf E7 folgt
“r.€ .y auf E7 folgt
“x. ¢ Q auf E7 folgt
“Q ¢ .x auf E7 folgt
“x. ¢ .y auf E7 folgt
“r.=Q auf E7 folgt
“o.= .y auf E7” folgt
“r. % Q auf E7 folgt

“x. % .y auf E7 folgt

“r.e @ aufe”.
“Q € .x aufe”.
“r.€ .y aufe”.
“x. ¢ Q aufe”.
“Q¢ .x aufe”.
“x.¢ .y aufe”.
“r.=Q aufe”.
x.=.y aufe”.
“.#£Q aufe”.

“o.#£ .y aufe”.

8
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Beweis 228-6 a) VS gleich (e CE)A(xz. € Q auf E).

1.1: Aus VS gleich “...z. € Q auf £
folgt via 228-1(Def): E C domz.

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F Cdoma”

folgt via 0-6: Al| “e Cdoma”
Themal.?2 (aee)N ((a,B) € x).
2: Aus Themal.2“a €e...” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: ac b

3: Aus VS gleich “...x. € Q auf E” |
aus 2“a € E7 und
aus Themal.2“... (o, ) € x”
folgt via 228-1(Def): Beq.

Ergo Themal.2: A2| “Va,B:((a€e)A((a,5) €x))= (B€Q)”

1.3: Aus A1 gleich “e C domz” und
aus A2 gleich “Vo, 8 : (v €e) A ((o,8) €)= (B €Q)”
folgt via 228-1(Def): x. € Q auf e.
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Beweis 228-6 b) VS gleich (e CE)AN(Q € .x auf E).

1.1: Aus VS gleich “...Q € .x auf £
folgt via 228-1(Def): E C domz.

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F Cdoma”

folgt via 0-6: Al| “e Cdoma”
Themal.?2 (aee)N((a,B) € x).
2: Aus Themal.2“a €e...” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: ac b

3: Aus VS gleich “...Q € .x auf E7” |
aus 2“a € E7 und
aus Themal.2“... (o, ) € z”
folgt via 228-1(Def): Q € B.

Ergo Themal.2: A2| “Va,B:((a€e)A((a,5) €x)) = (Q €p)”

1.3: Aus A1 gleich “e C domz” und
aus A2 gleich “Vo, 8 : (v € e) A ((o, ) € 2)) = (Q € )7
folgt via 228-1(Def): Q € .x auf e.
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Beweis 228-6 c¢) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...z. € .y auf £”
folgt via 228-1(Def):

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F C (domz) N (domy)”

folgt via 0-6:
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(e CE)A (x. € .y) auf E).

E C (domz) N (domy).

A1l| “e C (domz) N (domy)”

(a€e)A((a, ) € 2) A((a,7) € ).

2: Aus Themal.2“a €e...” und

aus VS gleich “e C E...”

folgt via 0-4: ac k.
3: Aus VS gleich “...x. € .y auf E7” |

aus 2“a € E7 |

aus Themal.2“... (o, ) € x...” und

aus Themal.2“...(a,7y) €y

folgt via 228-1(Def): B en.

Ergo Themal.2:

A2) “Va, B,y ((a e e) A(e, B) € x) A((a,) €y)) = (B er)”

1.3: Aus Al gleich “e C domz” und

aus A2 gleich “Va, 8,7: (e €e) A ((a,8) €x) A ((,y € y)) = (BE€7)”

folgt via 228-1(Def):

x. € .y auf e.
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Beweis 228-6 d) VS gleich (e CE)A(x. ¢ Q auf E).

1.1: Aus VS gleich “...z. ¢ Q auf E”
folgt via 228-1(Def): E C domz.

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F Cdoma”

folgt via 0-6: Al| “e Cdoma”
Themal.?2 (aee)N((a,B) € x).
2: Aus Themal.2“a €e...” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: ac b

3: Aus VS gleich “...z. ¢ Q auf E7 |
aus 2“a € E7 und
aus Themal.2“... (o, ) € x”
folgt via 228-1(Def): g é¢Q.

Ergo Themal.2: A2| “Va,B:((a€e)A((a,f) €x))= (B¢ Q)7

1.3: Aus A1 gleich “e C domz” und

aus A2 gleich “Va, B : ((a €e) A ((a,8) €x)) = (¢ Q)7
folgt via 228-1(Def): z. ¢ () auf e.
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Beweis 228-6 e) VS gleich (e CEYAN(Q ¢ .x auf E).

1.1: Aus VS gleich “...Q ¢ .x auf E”
folgt via 228-1(Def): E C domz.

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F Cdoma”

folgt via 0-6: Al| “e Cdoma”
Themal.?2 (aee)N ((a,B) € x).
2: Aus Themal.2“a €e...” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: ac b

3: Aus VS gleich “...Q ¢ .x auf E7 |
aus 2“a € E” und
aus Themal.2“... (o, ) € x”
folgt via 228-1(Def): Q ¢ p.

Ergo Themal.2: A2| “Va,B:((a€e)A((a,5) €x))= (Q ¢ 5)”

1.3: Aus A1 gleich “e C domz” und

aus A2 gleich “Va, B : ((a €e) A ((a,8) € x)) = (Q ¢ 5)”
folgt via 228-1(Def): Q) ¢ .z auf e.
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Beweis 228-6 f) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...z. ¢ .y auf £
folgt via 228-1(Def):

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F C (domz) N (domy)”

folgt via 0-6:
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(e CE)A (x. ¢ .y) auf E).

E C (domz) N (domy).

A1l| “e C (domz) N (domy)”

(a €e)A((e,f) €2)A((a,y) € ).

2: Aus Themal.2“a €e...” und

aus VS gleich “e C E...”

folgt via 0-4: ac k.
3: Aus VS gleich “...z. ¢ .y auf E” |

aus 2“a e E7 |

aus Themal.2“... (o, ) € x...” und

aus Themal.2“...(a,7) € y”

folgt via 228-1(Def): B¢

Ergo Themal.2:

A2| “Va,B,7v: ((a€e)A((a,8) €x) A ((a,y) €)= (B¢ )

1.3: Aus Al gleich “e C domz” und

aus A2 gleich “Va,8,7: (e €e)A((a,8) €x) A ((,vyE€y)) = (B¢ ~)”

folgt via 228-1(Def):

x. ¢ .y auf e.
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Beweis 228-6 g) VS gleich (e CE)A (z.=Q auf E).

1.1: Aus VS gleich “...z. =Q auf E”
folgt via 228-1(Def): E C domz.

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F Cdoma”

folgt via 0-6: Al| “e Cdoma”
Themal.?2 (aee)N ((a,B) € x).
2: Aus Themal.2“a €e...” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: ac b

3: Aus VS gleich “...xz. =Q auf £,
aus 2“a € E7 und
aus Themal.2“... (o, ) € x”
folgt via 228-1(Def): f=0Q.

Ergo Themal. 2: A2| “Vo,B: ((aee)A((a,8) ex)) = (B=Q)”7

1.3: Aus A1 gleich “e C domz” und
aus A2 gleich “Va,f: ((a€e)AN((a,8) €x)) = (=0Q)”
folgt via 228-1(Def): z. = Q auf e.
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Beweis 228-6 h) VS gleich (e CE)A(xz.=.y) auf E).

1.1: Aus VS gleich “...z. = .y auf E”
folgt via 228-1(Def): E C (domz) N (domy).

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F C (domz) N (domy)”

folgt via 0-6: A1l| “e C (domz) N (domy)”
(a €e) A (. B) € 2) A((o,7) € ).

2: Aus Themal.2“a €e...” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: ac k.

3: Aus VS gleich “...x. = .y auf E7” |
aus 2“a e E7 |
aus Themal.2“... (o, ) € x...” und
aus Themal.2“...(a,7) € y”
folgt via 228-1(Def): B =r.

Ergo Themal.2:
A2l “Va,f,7: ((a€e) A ((a,B) € z) A(a,7) €y)) = (B=1)7

1.3: Aus Al gleich “e C domz” und

aus A2 gleich “Va, f,7: (v € e) A ((, B) € 2) A (e, v € y)) = (B=7)7
folgt via 228-1(Def): x.=.y auf e.
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Beweis 228-6 i) VS gleich (e CE)A (z. # Q auf F).

1.1: Aus VS gleich “...z. # Q auf E”
folgt via 228-1(Def): E C domz.

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F Cdoma”

folgt via 0-6: Al| “e Cdoma”
Themal.?2 (aee)N ((a,B) € x).
2: Aus Themal.2“a €e...” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: ac b

3: Aus VS gleich “...x. # Q auf E7 |
aus 2“a € E7 und
aus Themal.2“... (o, ) € x”
folgt via 228-1(Def): B # Q.

Ergo Themal.2: A2| “Ya,B:((a€e)A((a,8) €x))= (B#£Q)”

1.3: Aus A1 gleich “e C domz” und

aus A2 gleich “Va,B: ((a €e) A ((a,8) €x)) = (B#Q)”
folgt via 228-1(Def): z. # Q auf e.
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Beweis 228-6 j) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...z. # .y auf E”
folgt via 228-1(Def):

2: Aus VS gleich “e C E'...” und
aus 1.1“F C (domz) N (domy)”

folgt via 0-6:
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(e CE)A (x. # .y) auf E).

E C (domz) N (domy).

A1l| “e C (domz) N (domy)”

(a €e)A((a, ) € 2) A((a,7) € ).

2: Aus Themal.2“a €e...” und

aus VS gleich “e C E...”

folgt via 0-4: ac k.
3: Aus VS gleich “...x. # .y auf E7” |

aus 2“a e E7 |

aus Themal.2“... (o, ) € x...” und

aus Themal.2“...(a,7) € y”

folgt via 228-1(Def): B#7.

Ergo Themal.2:

A2 “Vo, B, 7 : ((a e e) A, f) € r) A((a,7) €y)) = (B#7)”

1.3: Aus Al gleich “e C domz” und

aus A2 gleich “Vo,5,v: (e € e) A ((o,5) € x) A((a,y €y)) = (B#7)”

folgt via 228-1(Def):

x. # .y auf e.
O
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228-7. Aus . = .x auf E folgt F C domzx. x. # .x auf F gilt genau dann, wenn
E=0:

228-7(Satz)
a) Aus “x.=.x auf E” folgt “E C domz”.
b) . # .x auf 0.
c) “x.# .x auf E7 genau dann, wenn “E =07.

d) “—(z. # .2 auf E)” genau dann, wenn “0# E”.

Beweis 228-7 a) VS gleich x.=.rv auf F.
1: Aus VS gleich “x. = .z auf £

folgt via 228-1(Def): E C (domz) N (domz).

2: Via 2-14 gilt: (domz) N (dom z) = dom x.

3: Aus 1“E C (domzx) N (domzx)” und
aus 2“(domz) N (domz) = domz”
folgt: E C domuz.
b)

Via 228-5 gilt: x. # .x auf 0.
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Beweis 228-7 c) VS gleich
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x. # .x auf K.

1: Es gilt: (0#£E)V(E=0).
wiFallunterscheidung ‘
1.1.Fall 0#E.
2: Aus 1.1.Fall“0#£ E”
folgt via 0-20: J0:QeFE.
3: Aus VS gleich “z. # .x auf E”
folgt via 228-1(Def): E C (domz) N (domx).
4: Aus2“...Q€ E” und
aus 3“FE C (domz) N (domx)”
folgt via 0-4: Q € (domz) N (domx).
5: Aus 4“Q € (domz) N (domz)”
folgt via 2-2: Q € domz.
6: Aus 5“Q € domz”
folgt via 7-7: U (Q,0) €.
7: Aus VS gleich “z. # .x auf E7” |
aus 2“...Q e K",
aus 6“...(,¥) € ” und
aus 6“...(Q,¥) ex”?
folgt via 228-1(Def): U £ T
8: Esgilt 7“0 £ 07
Es gilt “¥ = U” .
Ex falso quodlibet folgt: E=0
’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: E=0.
c) VS gleich E =0.
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: x. # .x auf 0.
2: Aus 1“z. # .x auf 0”7 und
aus VS gleich “E =10"
folgt: x. # .x auf E.
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Beweis 228-7 d)

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:
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(x. # w auf F) & (E =0).

(=(z. # .x auf E)) < (-(F =0)).

(=(z. # .x auf E)) & (0 # E).
UJ
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228-8. Punktweises Gleichsein auf F bringt einige spezielle Erkenntnisse mit sich:

228-8(Satz)
a) Aus “z.=Q auf E” folgt “E =0"oder “(0 # E) A (Q Menge)”.

b) Aus “x.=Q auf E”und “0# E”
folgt “CQ) Menge” und “Q) € ranx”.

c) Aus “x.=Q auf E7und “Q Unmenge” folgt “E =07
d) Aus “z.=Q auf E” folgt “E C 2 [{Q}]”.




234 MENGENLEHRE #228

Beweis 228-8 a) VS gleich r.=Q auf E.

1: Es gilt: (E=0)V(0#E)

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall E=0.
1.2.Fall 0#£EF.
2: Aus 1.2.Fall“0# E”
folgt via 0-20: J0:QeFE.
3: Aus VS gleich “z. = Q auf E”
folgt via 228-1(Def): E C domu.

4: Aus2“...Q€ E” und
aus 3“F Cdomuz”

folgt via 0-4: Q € domz.
5: Aus 4“Q € domzx”
folgt via 7-2: 3T : (¢ Menge) A ((,7P) € x).

6: Aus VS gleich “z. =Q auf E”,

aus 2“...Q2 € E” und

aus 5¢...(Q,¥) € x”

folgt via 228-1(Def): U =Q.
7: Aus 6“0 =Q7 und

aus 5“... ¥ Menge...”

folgt: @ Menge.
8: Aus 1.2.Fall“0 # E” und

aus 7@ Menge”
folgt: (0 # E) A (Q Menge).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(E=0) v (04 E) A (Q Menge)).

b) VS gleich (x. =Q auf E)A (0 # E).

1: Aus VS gleich “...0# E”
folgt via 0-20: J0: Qe k.

2: Aus VS gleich “xz. =Q auf £...”
folgt via 228-1(Def): E C domu.

3: Aus1“...Q € E”7 und
aus 2“F C domz”
folgt via 0-4: € domz.
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4: Aus 3“Q € domz”
folgt via 7-T7: U (U eranz) A ((Q, V) € x).

5: Aus VS gleich “z. = Q auf £,
aus 1“...Q € E”7 und
aus 4“...(Q,0) € z”

folgt via 228-1(Def): U =qQ.
6: Aus 5“0 =Q"7 und

aus 4“...¥ €ranz...”

folgt: Q E€ranx

7: Aus 6“Q) €ranz”

folgt via Element Axiom: @ Menge
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Beweis 228-8 c¢) VS gleich (. = @ auf F) A (Q Unmenge).
1: s gilt: (0#E)V (E =0).

’ wiFallunterscheidung

0+ E.

2: Aus VS gleich “z. =Q auf F...” und
aus 1.1.Fall“0 # E”
folgt via des bereits bewiesenen b): @ Menge.

3: Esgilt 2“Q Menge” .
Es gilt VS gleich “...Q Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: E=0.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: E=0.
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Beweis 228-8 d) VS gleich
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r.=(Q auf F.

a€E.

folgt via 228-1(Def): E C domu.

folgt via 0-4: a € domx.

folgt via 7-2: 30 (a,Q) € .

folgt via 228-1(Def): Q=0Q.

2: Aus VS gleich “x. = @ auf E”
3: Aus Themal“wa € E” und
aus 2“F C domz”
4: Aus 3“a € domz”
5: Aus VS gleich “x. = Q auf E” |
aus Themal“a € E” und
aus 4“... (o, Q) € x”
6: Aus 5“2 = Q7”7 und

aus 4“...€ Menge...”

folgt via 1-6:

aus 6“Q € {Q}”
folgt via 11-22:

7: Aus 4“.. . (o, Q) €x”

Qe {Q}.

a €z '{Q}]

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(a € E) = (a €27 [{Q})]).
E C a2~ [{Q}).
[
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228-9. Interessanter Weise folgt aus z. € Q auf E die Inklusion E C 2~ ![Q]:

228-9(Satz)

Aus “x. € Q auf E7 folgt “E C x71[Q]”.

Beweis 228-9 VS gleich x. € Q auf F.
a€E.
2: Aus VS gleich “z. € Q auf E”
folgt via 228-1(Def): E C domz.

3: Aus Themal“a € £ und
aus 2“F C domz”
folgt via 0-4: a € dom x.

4: Aus 3“a € domz”
folgt via 7-T7: 30 (, Q) € 2.

5: Aus VS gleich “z. € Q auf £,
aus Themal“a € E” und
aus 4“... (o, Q) € x”

folgt via 228-1(Def): Qeq.
6: Aus 4“(a,2) € 7 und
aus 5“Q € Q7
folgt via 11-22: a € z7Q).
Ergo Themal: Va: (a € E) = (a € z71Q)]).
Konsequenz via 0-2(Def): E C 27YQ].
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228-10. x. € Q auf E und z. # p auf F reichen fir £ C z71[Q \ {p}}:

239

228-10(Satz)

Aus “x. € Q auf E”und “x. # p auf E” folgt “E C 27Q \ {p}]”.

Beweis 228-10 VS gleich

| Themat] a€E.

2:

5.1:

5.2:

Aus VS gleich “z. € Q auf £...”
folgt via 228-1(Def): E C domu.

: Aus Themal“a € E” und

aus 2“F C domz”
folgt via 0-4: « € domzx.

: Aus 3“a € domz”

folgt via 7-T7: Q0 (o, Q) € x.

Aus VS gleich “z. € Q auf £...7,

aus Themal“a € E” und

aus 4“. .. (o, Q) € z”

folgt via 228-1(Def): Qeq.

Aus VS gleich “...z. # pauf £,

aus Themal“a € E” und

aus 4“... (o, Q) € x”

folgt via 228-1(Def): Q #p.

: Aus 5.1“Q € Q7 und

aus 5.2“Q0 # p”

(x. € Q auf E) A (z. # p auf E).

folgt via 5-15:

folgt via 11-22:

7: Aus 4“.. . (o, Q) € x”
aus 6“Q € Q\ {p}”

QeQ\{p}

a €z [Q\ {p}]-

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o€ E) = (a €z [Q\ {p}]).
ECrQ\{p}]
O
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228-11. Aus p ¢ ranz und E C dom z folgt x. # p auf E:

228-11(Satz)

a) Aus “pé¢ranx”und “E Cdomzx” folgt “x.# p auf E7.

b) Aus “p & ranx” folgt “x. # p auf domzx”.

Beweis 228-11 a) VS gleich (p ¢ ranx) A (E C domx).
(€ ) A((0B) € x).
2: Aus Themal.1“...(a,f8) €2’
folgt via 7-5: B €ranz.

3: Aus 2“8 €ranz” und
aus VS gleich “p ¢ ranzx...”
folgt via 0-1: B # p.

Ergo Themal.1: Al “Va,B: ((a € E)N ((a, B) €x)) = (B#p)”

1.2: Aus VS gleich “... E Cdom f” und
aus Al gleich “Va, 5 : (€ E)A ((o, B) € ) = (B #p)”

folgt via 228-1(Def): x. # p auf E.
b) VS gleich p ¢ ranz.
1: Via 0-6 gilt: domx C dom .

2: Aus VS gleich “p ¢ ranz” und
aus 1“domz C domzx”
folgt via des bereits bewiesenen a): x. # p auf domz.

]
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228-12. Aus Q@ Nranz = 0 und F C domx folgt x. ¢ @ auf E:

228-12(Satz)

a) Aus “QNranx =0"und “E C domz” folgt “x. ¢ Q auf E”.

b) Aus “Q Nranx =07 folgt “z. ¢ Q auf domz”.

Beweis 228-12 a) VS gleich (@Nranz =0) A (E C domux).
(a € E)A (e, 8) € )
2: Aus Themal.1“...(a, ) €2’
folgt via 7-5: B € ranz.

3: Aus 2“8 €ranz” und
aus VS gleich “Q Nranx =0...”
folgt via 161-1: g é¢Q.

Ergo Themal.1: Al “Va,B: ((ae E)A((a,B) €x)) = (8¢ Q)7

1.2: Aus VS gleich “... E Cdom f” und
aus Al gleich “Va, 5 : (€ E)A ((a, f) €2)) = (B¢ Q)7

folgt via 228-1(Def): z. ¢ Q auf E.
b) VS gleich @ Nranx = 0.
1: Via 0-6 gilt: domz C dom .

2: Aus VS gleich “Q Nranz =0" und
aus 1“domz C domzx”
folgt via des bereits bewiesenen a): x. ¢ @ auf domz.

]
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f Funktion:
Punktweises Verhalten von f.

Ersterstellung: 10/01/13 Letzte Anderung: 04/07/13
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229-1. Fiir Funktionen f nimmt das “punktweise Verhalten” beziiglich €, ¢ ver-
traute Form an:

229-1(Satz)

a)

b)

c)

d)

e)

)

g)

h)

i)

3)

k)

1)

m)

Aus

Aus

Aus

und

Aus

Aus

und

Aus

Aus
und

Aus

Aus
und

Aus
und

Aus

Aus

und

Aus

“f Funktion” und “Va: (e € E) = (f(a) € Q)”

folgt “f. € Q auf E7.

“f Funktion” und “f. € QQ auf E”und “z € E”

folgt “f(z) € Q"

“f Funktion” und “E C dom f”
“Ya:(a€eE)= (Qe€ f(a)”

“f Funktion” und “Q € .f auf E”und “x € E”

folgt “Q € f(x)”.

“f,g Funktion” und “E C domg”

“Ya:(a€E)= (fla)egla)” folgt “f. € .g auf E”.

“f,qg Funktion”und “f. € .g auf E”und “x € E”

folgt “f(x) € g(x)”.

“f Funktion” und “E C dom f”
Vo (aeE)= (fla) ¢Q)”

“f PFunktion” und “f. ¢ Q auf E und “x € E”

Jolgt “f(x) ¢ Q7.

“f Funktion” und “Q) Menge”
Va:(ae B)=(Q¢ fla)”

“f Funktion” und “E C dom f”
Vo (ae E)= (Q¢ f(a)”

“f Funktion”und “Q ¢ .f auf E”und “x € E”

folgt “Q ¢ f(x)”.

“f, g Funktion” und “E C dom f”

“Ya:(a€eE)= (fla)¢gla)” folgt “f. & .g auf E”.

“f,g Funktion” und “f. ¢ .g auf E”und “x € E”

folgt “f(x) & g(x)”.

folgt “Q € .f auf E7.

folgt “f. ¢ Q auf E”.

folgt “Q ¢ .f auf E”.

folgt “Q ¢ .f auf E”.
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Beweis 229-1 a) VS gleich (f Funktion) A (Vo : (a € E) = (f(a) € Q)).
BeE.

2: Aus Themal.1“f € E” und
aus VS gleich “...Va: (e € E) = (f(a) € Q)"

folgt: f(B) € Q.
3: Aus 2“f(B) € Q”
folgt via Element Axiom: f(B) Menge.
4: Aus 3“ f(8) Menge”
folgt via 17-5: B € dom f.
Ergo Themal. 1: VB : (B € FE)= (8 €dom f).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “E Cdom f”
(B e B)A((B,7) € f).

2.1: Aus Themal.2“f € F...” und
aus VS gleich “...Va: (e € E) = (f(a) € Q)"
folgt: f(B) € Q.

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus Themal.2“...(8,7) € f”
folgt via 18-20: v = f(B).

3: Aus 2.2“y = f(f)” und

aus 2.1“f(5) € Q7
folgt: v E Q.

Ergo Themal.2: A2 VB v ((BeEYAN((B,y)ef)=(yeQ)”

1.3: Aus A1l gleich “F C dom f” und

aus A2 gleich “V5,v: ((8 € E)A((8,7) € f)) = (v € Q)7
folgt via 228-1(Def): f.oeq.
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Beweis 229-1 b) VS gleich (f Funktion) A (f. € Q auf E) A (x € E).

1: Aus VS gleich “...f. € Qauf £...”
folgt via 228-1(Def): E Cdom f.

2: Aus VS gleich “...x € E” und
aus 1“FE Cdom f”
folgt via 0-4: x € dom f.

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“z € dom f”
folgt via 18-22: (x, f(x)) € f.

4: Aus VS gleich “... f.e Q auf E...”
aus VS gleich “...x € F” und

aus 3“(z, f(x)) € f7

folgt via 228-1(Def): f(z) € Q.
c) VS gleich (f Funktion) A (E' C dom f) A (Va: (e € E) = (Q € f(a))).
(BeE)A((B,7) € f).

2.1: Aus Themal.1“f € F...” und
aus VS gleich “...Va: (e € E)= (Q € f(«a))”

folgt: Q€ f(B).

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus Themal.1%...(8,7) € f”
folgt via 18-20: v = f(8).

3: Aus 2.2y = f(£)” und

aus 2.1“Q € f(B)”
folgt: Q €.

Ergo Themal.1: AL VB, v ((Be E)N((B,y) € f)=(Qen)”

1.2: Aus VS gleich “...E Cdom f...” und

aus Al gleich “Vf3,v: ((6 € E)A((B,7) € f)) = (@ €7)”
folgt via 228-1(Def): Qe .fauf E.
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Beweis 229-1 d) VS gleich (f Funktion) A (Q € .f auf E) A (z € E).

1: Aus VS gleich “...Q € .fauf E...”
folgt via 228-1(Def): E C dom f.

2: Aus VS gleich “...x € E” und
aus 1“FE C dom f”
folgt via 0-4: x € dom f.

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“z € dom f”
folgt via 18-22: (x, f(x)) € f.

4: Aus VS gleich “...Q e .fauf E...”,
aus VS gleich “...x € F” und

aus 3“(z, f(x)) € f7
folgt via 228-1(Def): Q € f(x).

e) VS gleich  (f, g Funktion) A (EF Cdomg) A (Va: (e € E) = (f(a) € g(a))).

BEE.

2: Aus Themal.1“f € E” und
aus VS gleich “...Va: (e € E) = (f(a) € g(a))”

folgt: f(B) € g(B).
3: Aus 2°f(8) € g(B)”
folgt via Element Axiom: f(B) Menge.
4: Aus 3“ f(5) Menge”
folgt via 17-5: B € dom f.
Ergo Themal. 1: VB : (B € FE)= (8 cdom f).

Konsequenz via 0-2(Def): A1l| “E Cdom f”




MENGENLEHRE #229 247

Beweis 229-1 e)

VS gleich (f, g Funktion) A (E C domg) A (Vo : (a € E) = (f(a) € g(a))).
(6 e E)A((B,7) € f) A ((B,0) € g).
2.1: Aus Themal.2“f € F...” und
aus VS gleich “...Va: (a € E) = (f(a) € g(a))”
folgt: f(B) € 9(B).

2.2: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und
aus Themal.2“...(B8,y) € f...”
folgt via 18-20: v = f(B).

2.3: Aus VS gleich “...g Funktion...” und
aus Themal.2“...(8,0) € g”
folgt via 18-20: 5 =g(5).

3: Aus 2.2y = f(f)” und
aus 2.1% f(5) € g(5)”
folgt: v € 9(B).

4: Aus 3“y € g(f8)” und
aus 2.3“0 = g(p)”
folgt: v € 0.

Ergo Themal.2:
A2 “VB,7,0: (B E)A((B,y) € f)N((B,0) € g)) = (v €9)”

1.3: Aus Al gleich “F C dom f” und
aus VS gleich “... F Cdomg...”
folgt via 2-12: E C (dom f) N (dom g).

2: Aus 1.3“FE C (dom f) N (domg)” und

aus A2 gleich “Vf,7,0: ((B € E)A((B,7) € [) A ((B,0) € g)) = (v €9)”
folgt via 228-1(Def): f. € .gauf E.
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Beweis 229-1 f) VS gleich

1:

4.2:

Aus VS gleich “...f. € .gauf E£...”
folgt via 228-1(Def):

: Aus VS gleich “...z € E” und

aus 1“E C (dom f) N (domg)”
folgt via 0-4:

: Aus 2“2 € (dom f) N (domg)”

folgt via 2-2:

: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und

aus 3“x edom f...”
folgt via 18-22:

Aus VS gleich “...g Funktion...” und
aus 3“...x € domg”
folgt via 18-22:

: Aus VS gleich “...f.€e gauf E...”7,

aus VS gleich “...x € E7,
aus 4.1%(z, f(z)) € f”7 und
aus 4.2%(z,g(z)) € g7

folgt via 228-1(Def):

MENGENLEHRE #229

(f,g Funktion) A (f. € .g auf E) A (z € E).

E C (dom f) N (dom g).

x € (dom f) N (dom g).

(x € dom f) A (z € dom g).

f(z) € g(x).
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Beweis 229-1 g)

VS gleich (f Funktion) A (E Cdom f) A (Va: (e € E) = (f(a) € Q)).
(BeE)A((B.7) € )

2.1: Aus Themal.1“f € E...” und
aus VS gleich “.. . Va: (a € E) = (f(a) ¢ Q)"

folgt: f(B) ¢ Q.

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus Themal.1“...(8,v) € f”
folgt via 18-20: v = f(5).

3: Aus 2.2y = f(£)” und
aus 2.1° £(5) ¢ Q7
folgt: v ¢ Q.

Ergo Themal.1: AL “VBy: (BEE)AN((By)ES)=>(¢Q)”

1.2: Aus VS gleich “...EF Cdomf...” und

aus Al gleich “V5,v: ((8 € E)A((B,7) € f)) = (v ¢ Q)7
folgt via 228-1(Def): f-¢Q auf E.

h) VS gleich (f Funktion) A (f. ¢ Q auf E) A (z € E).

1: Aus VS gleich “...f. ¢ Q auf E...”7
folgt via 228-1(Def): E Cdom f.

2: Aus VS gleich “...x € E” und
aus 1“F C dom f”
folgt via 0-4: x € dom f.

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“x € dom f”
folgt via 18-22: (z, f(x)) € f.

4: Aus VS gleich “...f. ¢ Qauf E...”,
aus VS gleich “...x € F” und
aus 3“(z, f(x)) € f7
folgt via 228-1(Def): flz) ¢ Q.
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Beweis 229-1 i)
VS gleich

1.

1:

Es gilt:

MENGENLEHRE #229

(f Funktion) A (@ Menge) A (Vo : (o € E) = (Q ¢ f(a))).

(—(E S dom [)) V (E € dom f).

wfFallunterscheidung ‘

1.1.1.Fall

2.1:

2.2:

4.2:

Aus VS gleich “...Q Menge...”
folgt via 0-22:

Aus 1.1.1.Fall“—(E Cdom f)”
folgt via 0-3:

i Aus 2.2“FE Z dom f”
folgt via 0-5: IQ: (€ E)A (2 ¢ dom f).

: Aus 3“...Q € E...” und

aus VS gleich “.. . Va: (e € E)= (Q ¢ f(a))”
folgt:

Aus 3¢...Q ¢ dom f”
folgt via 17-4:

: Aus 4.1 und

aus 4.2
folgt:

: Esgilt 2.1°QeU”.

Es gilt 5Q ¢ U7 .
Ex falso quodlibet folgt:

—(E C dom f).
QelU.

E ¢ dom f.

E Cdom f.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

Al| “E Cdom f”
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Beweis 229-1 i)

VS gleich (f Funktion) A (Q Menge) A (Va: (e € E) = (Q ¢ f())).
(BeE)N((B.7) € f).
2.1: Aus Themal.2“f € F...” und
aus VS gleich “...Va: (e € E) = (Q ¢ f(a))”
folgt: Q¢ f(B)

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus Themal.2“...(8,7) € f”
folgt via 18-20: v = f(B).

3: Aus 2.2y = f(f)” und
aus 2.1°Q ¢ £(5)”
folgt: Q¢

Ergo Themal.2: A2| “VB, v (BEE)AN((BY)ES)=(QE)”

1.3: Aus Al gleich “F C dom f” und

aus A2 gleich “V,7: ((8 € E)A((8,7) € f)) = (Q ¢7)”
folgt via 228-1(Def): Q¢ .fauf E.
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Beweis 229-1 j)

VS gleich (f Funktion) A (E Cdom f) A (Va: (e € E) = (Q ¢ f(a))).
(BeE)A((B.7) € )

2.1: Aus Themal.1“f € E...” und

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

3: Aus 2.2y = f(£)” und

aus VS gleich “...Va: (e« € E) = (Q & f(a))”
folgt: Q¢ f(B).

aus Themal.1“...(8,7) € [”
folgt via 18-20: v = f(5).

aus 2.14Q ¢ f(8)”

folgt: Q¢
Ergo Themal.1: AL) “VB, v ((Be E)A((B,7) €)= (@ ¢EN)7
1.2: Aus VS gleich “...EF Cdomf...” und
aus Al gleich “Vf,v: ((B € E)A((6,7) € f)) = (Q €7)7
folgt via 228-1(Def): Q¢ .fauf E.
k) VS gleich (f Funktion) A (Q ¢ .f auf E) A (z € E).
1: Aus VS gleich “...Q ¢ .fauf E...”
folgt via 228-1(Def): E Cdom f.
2: Aus VS gleich “...x € E” und
aus 1“F C dom f”
folgt via 0-4: x € dom f.
3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“x € dom f”
folgt via 18-22: (z, f(x)) € f.
4: Aus VS gleich “...Q ¢ .fauf E...”,

aus VS gleich “...x € F” und

aus 3“(z, f(x)) € f7
folgt via 228-1(Def): Q¢ flz).
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Beweis 229-1 1)
VS gleich

1.

1:

Es gilt:
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(f, g Funktion) A (£ C dom f) A (Vo : (o € E) = (f(a) ¢ g(a))).

(—(£ S domg)) V (E C domg).

wfFallunterscheidung ‘

1.1.1.Fall

2:

Aus 1.1.1.Fall“—(F Cdomg)”
folgt via 0-3:

: Aus 2“F € domg”
folgt via 0-5: A0 : (Q e E)A(Q2 ¢ domg).

: Aus 3“..Q€e E...” und

aus VS gleich “...F Cdomf...”
folgt via 0-4:

: Aus 3“...Q € E...” und

aus VS gleich “...Va: (o € E) = (f(a) ¢ g(a))”
folgt:

: Aus 3“...Q ¢ domg”

folgt via 17-4:

i Aus 4.14“Q e dom f”

folgt via 17-5:

: Aus 4.2¢f(0Q) ¢ g(Q)” und

aus 4.3g(Q) =U"
folgt:

: Aus 5.2f(Q) ¢ U”

folgt via 0-23:

: Esgilt 5.1¢ f(Q) Menge” .

Es gilt 6“ f(2) Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

—(E C domy).

E ¢ dom g.

Q € dom f.

f() ¢ 9().

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Al “E Cdomg”
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Beweis 229-1 1)
VS gleich (f, g Funktion) A (£ C dom f) A (Va: (o € E) = (f(a) ¢ g(a))).

(8€ E)N((B,7) € f) A((B,0) € g).
2.1: Aus Themal.2“f € F...” und

aus VS gleich “...Va: (a € E) = (f(a) ¢ g(a))”

folgt: f(B) ¢ g(B).

2.2: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und
aus Themal.2“...(B8,y) € f...”
folgt via 18-20: v = f(B).

2.3: Aus VS gleich “...g Funktion...” und
aus Themal.2“...(8,0) € g”
folgt via 18-20: 5 =g(h).

3: Aus 2.2y = f(f)” und

aus 2.1 f(5) ¢ g(8)”
folgt: v ¢ 9(8).

4: Aus 3“7y ¢ g(f)” und
aus 2.3“0 = g(p)”

folgt: v €& 0.

Ergo Themal.2:
A2 “VB,7,0: (B E)A((B,y) € IN((B,0) € g)) = (v ¢9)”

1.3: Aus VS gleich “...E Cdom f...” und
aus Al gleich “E C domg”
folgt via 2-12: E C (dom f) N (dom g).

2: Aus 1.3“FE C (dom f) N (domg)” und

aus A2 gleich “V3,7,0: ((8 € E)A((B,7) € ) A((B,0) € g)) = (v £ 0)”
folgt via 228-1(Def): f.- ¢ .gauf E.
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Beweis 229-1 m) VS gleich

1:

4.2:

Aus VS gleich “...f. € .gauf E£...”
folgt via 228-1(Def):

: Aus VS gleich “...z € E” und

aus 1“E C (dom f) N (domg)”
folgt via 0-4:

: Aus 2“2 € (dom f) N (domg)”

folgt via 2-2:

: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und

aus 3“x edom f...”
folgt via 18-22:

Aus VS gleich “...g Funktion...” und
aus 3“...x € domg”
folgt via 18-22:

: Aus VS gleich “... f. ¢ gauf E...” |

aus VS gleich “...x € E7,
aus 4.1“(z, f(z)) € f7 und
aus 4.2%(z,g(z)) € g7

folgt via 228-1(Def):
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(f, g Funktion) A (f. ¢ .g auf E) A (z € E).

E C (dom f) N (dom g).

x € (dom f) N (dom g).

(x € dom f) A (z € dom g).
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229-2. Nur scheinbar aus der Reihe wird nun gezeigt, dass aus £ C (domz) U
(domy) und aus Va : (o € F) = (z(a) = y(«)) die Aussage E C (domz) N
(domy) folgt:

229-2(Satz)

Aus “E C (domz) U (domy)”und “Va: (a € E) = (z(a) = y(a))”
folgt “E C (domz) N (domy)”.

Beweis 229-2

VS gleich (E C (domz)U (domy)) A (Vo : (a € E) = (z(a) = y(a))).
BeE.

2: Aus Themal.1“fS € E” und
aus VS gleich “...Va: (a € E) = (z(a) =y(a))”
folgt: z(8) = y(B).

3: Aus Themal“( € E” und
aus VS gleich “... E C (dom f) U (domg)...”
folgt via 2-2: (8 € dom f) V(8 € domg).

’Fallunterscheidung‘

3.1.Fall 8 € domz.
4: Aus 3.1.Fall“fg € domuz”
folgt via 17-5: z(8) Menge.

5: Aus 4“2(8) Menge” und
aus 2“z(8) = y(B)”

folgt: y(8) Menge.
6: Aus 5“y(8) Menge”
folgt via 17-5: B € domy.

7: Aus 3.1.Fall“f € domz” und
aus 6“3 € domy”
folgt via 2-2: B € (domz) N (domy).
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Beweis 229-2

VS gleich (E C (domz)U (domy)) A (Vo : (a € E) = (z(a) = y(a))).
fek.
’Fallunterscheidung‘

8 € domy.
4: Aus 3.2.Fall“fg € domy”
folgt via 17-5: y(8) Menge.

5: Aus 4“y(8) Menge” und
aus 2“z(B8) = y(B)”

folgt: x(B) Menge.
6: Aus 5“z(8) Menge”
folgt via 17-5: B € domz.

7: Aus 6“p € domz” und
aus 3.2.Fall“p € domy”
folgt via 2-2: B € (domz) N (domy).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
p € (domz) N (domy).

Ergo Themal: VB: (B e E)= (f € (domzx)N (domy)).

Konsequenz via 0-2(Def): E C (domz) N (domy).
[
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229-3. Fiir Funktionen f nimmt das “punktweise Verhalten” beziiglich =, # ver-
traute Form an:

229-3(Satz)

a) Aus “f Funktion” und “p Menge” und

“Ya:(a€FE)= (f(a)=p)” folgt “f.=p auf E”.
b) Aus “f Funktion” und “FE C dom f”und
“Ya:(a€FE)= (f(a)=p)” folgt “f.=p auf E”.

c) Aus “f Funktion”und “f.=p auf E”und “x € E”
folgt “f(x) =p”.

d) Aus “f,g Funktion” und “E C (dom f)U (domg)”
und Vo : (a € E) = (f(a) =g(a))” folgt “f.=.g auf E”.
e) Aus “f,g Funktion”und “f. = .9 auf E”und “x € E”
folgt “f(x)=g(x)”.
) Aus “f Funktion”und “E C dom 7 und
“Ya:(a€eE)= (f(a) #p)” folgt “f.#p auf E”.
g) Aus “f Funktion”und “f. # p auf E”und “x € E”
folgt “f(z) #p”.
h) Aus “f,g Funktion”und “E C (dom f) N (domg)”
und “Va: (o € E) = (f(a) # g(a))” folgt “f.# .g auf E”.

i) Aus “f,g Funktion”und “f. # .g auf E”und “x € E”
folgt *£(z) # g(z)”.
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Beweis 229-3 a)
VS gleich

1.

1:

Es gilt:
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(f Funktion) A (p Menge) A (Vo : (o € E) = (f(a) = p)).

(—(E S dom [)) V (E € dom f).

wfFallunterscheidung ‘

1.1.1.Fall

2.

1:

Aus VS gleich “...p Menge...”
folgt via 0-17:

: Aus1.1.1.Fall“# (E C dom f)”

folgt via 0-3:

: Aus 2.2“FE Z dom f”
folgt via 0-5: IQ: (€ E)A (02 ¢ dom f).

: Aus 3“...Q € E...” und

aus VS gleich “...Va: (e« € E) = (f(a) =p)”
folgt:

: Aus 3“...Q ¢ dom f”

folgt via 17-4:

: Aus 4.1 und

aus 4.2
folgt:

: Esgilt 2.1%p U7 .

Esgilt 5“p=U".
Ex falso quodlibet folgt:

—(E C dom f).

E Cdom f.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

Al| “E Cdom f”
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Beweis 229-3 a)

VS gleich (f Funktion) A (p Menge) A (Vo : (o € E) = (f(a) =p)).
(B € E)A((B,7) € )
2.1: Aus Themal.2“f € F...” und
aus VS gleich “...Va: (a € E) = (f(a) =p)”
folgt: f(8)=p.

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus Themal.2“...(3,7) € f”
folgt via 18-20: v = f(B).

3: Aus 2.2y = f(f)” und

aus 2.1 f(B) =p”
folgt: v =p.

Ergo Themal.?2: A2| “VB,y: ((Be E)AN((B,v) € f)) = (v=p)”

1.3: Aus Al gleich “F C dom f” und

aus A2 gleich “V5,7: ((8 € E)A((8,7) € f)) = (v=p)”
folgt via 228-1(Def): f.=pauf E.
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Beweis 229-3 b)

VS gleich (f Funktion) A (E Cdom f) A (Vo : (o € E) = (f(a) =p)).
(BeE)N((B.7) € f).

2.1: Aus Themal.1“f € E...” und
aus VS gleich “...Va: (a € E) = (f(a) =p)”

folgt: f(B) =p.

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus Themal.2“...(8,v) € f”
folgt via 18-20: v = f(5).

3: Aus 2.2y = f(£)” und

aus 2.1“f(6) =p”
folgt: v =Dp.

Ergo Themal.1: AL “YB v ((Be EYN((B,y) € f) = (v=p)"

1.2: Aus VS gleich “...EF Cdomf...” und

aus A1 gleich “V53,7v: ((8€ E)A((8,7) € f)) = (y=p)”
folgt via 228-1(Def): f.=pauf E.

c) VS gleich (f Funktion) A (f. =p auf E) A (z € E).

1: Aus VS gleich “...f.=pauf F...”
folgt via 228-1(Def): E Cdom f.

2: Aus VS gleich “...x € E” und
aus 1“F C dom f”
folgt via 0-4: x € dom f.

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“x € dom f”
folgt via 18-22: (z, f(x)) € f.

4: Aus VS gleich “... f.=pauf £'...7
aus VS gleich “...x € F” und
aus 3“(z, f(x)) € f7
folgt via 228-1(Def): f(z) =p.
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Beweis 229-3 d) VS gleich (f,g Funktion) A (E C (dom f) U (domg))
AVa: (a € E) = (f(o) = g(a))).

1.1: Aus VS gleich “... E C (dom f) U (domg)...” und
aus VS gleich “.. . Va: (a € E) = (f(a) =g(a))”

folgt via 229-2: A1l “E C (dom f) N (domg)”
(B E)A((B,7) € /) A((B,9) € g)-

2.1: Aus Themal.2“f € E...” und
aus VS gleich “...Va: (e € E) = (f(a) = g(a))”
folgt: f(B) =g(B).

2.2: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und
aus Themal.2“...(8,v) € f...”
folgt via 18-20: v = f(B).
2.3: Aus VS gleich “...g Funktion...” und
aus Themal.2“...(8,0) € g”
folgt via 18-20: 5 =g(5).
3: Aus 2.2“y = f(f)” und
aus 2.1 f(B) = g(8)”
folgt: v =9(8).
4: Aus 3“7y =g(f8)” und
aus 2.3“0 = g(B)”
folgt: v =9.

Ergo Themal.2:
A2| “VB,7,0: (B € E)A((B,7) € /)N((B,0) €g)) = (y=10)"

1.3: Aus A1 gleich “E C (dom f) N (domg)” und

aus A2 gleich “Vf,7,6: (6 € E) A((8,7) € [) A((B,9) € g)

)= (y=10)"
folgt via 228-1(Def): f.=

.g auf F.
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Beweis 229-3 e) VS gleich (f,g Funktion) A (f. = .g auf E) A (z € E).

1:

4.2:

Aus VS gleich “...f.=.gauf £...”
folgt via 228-1(Def): E C (dom f) N (dom g).

: Aus VS gleich “...z € E” und

aus 1“E C (dom f) N (domg)”
folgt via 0-4: x € (dom f) N (dom g).

: Aus 2“2 € (dom f) N (domg)”

folgt via 2-2: (x € dom f) A (z € dom g).

: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und

aus 3“x edom f...”

folgt via 18-22: (z, f(x)) € f.
Aus VS gleich “...g Funktion...” und

aus 3“...x € domg”

folgt via 18-22: (x,9(z)) € g.

: Aus VS gleich “...f.=.gauf £...”7,

aus VS gleich “...x € E7,

aus 4.1%(z, f(z)) € f7 und

aus 4.2%(z,g(z)) € g7

folgt via 228-1(Def): f(z) =g(x).
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Beweis 229-3 f)

VS gleich (f Funktion) A (E Cdom f) A (Vo : (o € E) = (f(a) # p)).
(BeE)N((B.7) € f).

2.1: Aus Themal.1“f € E...” und

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

3: Aus 2.2y = f(£)” und

aus VS gleich “...Va: (e« € E) = (f(a) #p)”
folgt: f(B) =p.

aus Themal.2“...(8,7) € [”
folgt via 18-20: v = f(5).

as 2.1 f(8) # p”

folgt: v # p.
Ergo Themal. 1: AL VB (Be E)AB) €)= (v#p)7
1.2: Aus VS gleich “...EF Cdomf...” und
aus A1 gleich “V53,7v: ((8€ E)A((8,7) € f)) = (v #p)”
folgt via 228-1(Def): f.#pauf E.
g) VS gleich (f Funktion) A (f. # p auf E) A (z € E).
1: Aus VS gleich “...f. #pauf F...”
folgt via 228-1(Def): E Cdom f.
2: Aus VS gleich “...x € E” und
aus 1“F C dom f”
folgt via 0-4: x € dom f.
3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“x € dom f”
folgt via 18-22: (z, f(x)) € f.
4: Aus VS gleich “... f.#pauf E'...”,

aus VS gleich “...x € F” und

aus 3“(z, f(x)) € f7
folgt via 228-1(Def): f(z) #p.
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Beweis 229-3 h) VS gleich (f,g Funktion) A (E C (dom f) N (domg))
AVa: (a € E) = (f(o) # g(a))).
(6 € E) A ((B,7) € ) A((B,9) € g)-

2.1: Aus Themal.1“f € E...” und
aus VS gleich “...Va: (a € E) = (f(a) # g(a))”

folgt: f(8) # g(B).

2.2: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und
aus Themal.2“...(8,v) € f...”
folgt via 18-20: v = f(5).

2.3: Aus VS gleich “...g Funktion...” und
aus Themal.2“...(5,0) € g”
folgt via 18-20: d=g(h).

3: Aus 2.2“y = f(f)” und

aus 2.1% f(8) # g(B8)”
folgt: v # 9(8).

4: Aus 3“7 # g(f)” und

aus 2.3“0 # g(p)”
folgt: v #£ 9.

Ergo Themal.1:
ALl “VB, 7,6 : (B e E)A((B,7) € [) A ((B,0) €9)) = (v #6)7

1.2: Aus VS gleich “... E C (dom f) N (domg)...” und

aus Al gleich “Vf,7,6: (6 € E)A((8,7) € [) A((B,9) € 9)) = (v #0)7
folgt via 228-1(Def): f.# .g auf E.
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Beweis 229-3 i) VS gleich (f,g Funktion) A (f. # .g auf E) A (z € E).

1:

4.2:

Aus VS gleich “...f.# .gauf £...”
folgt via 228-1(Def): E C (dom f) N (dom g).

: Aus VS gleich “...z € E” und

aus 1“E C (dom f) N (domg)”
folgt via 0-4: x € (dom f) N (dom g).

: Aus 2“2 € (dom f) N (domg)”

folgt via 2-2: (x € dom f) A (z € dom g).

: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und

aus 3“x edom f...”

folgt via 18-22: (z, f(x)) € f.
Aus VS gleich “...g Funktion...” und

aus 3“...x € domg”

folgt via 18-22: (z,9(z)) € g.

: Aus VS gleich “...f.# .gauf £...”7 |

aus VS gleich “...x € E7,

aus 4.1 (z, f(z)) € f7 und

aus 4.2%(z,g(z)) € g7

folgt via 228-1(Def): f(x) + g(;y)
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229-4. Nun wird Einiges iiber =(f. € Q auf F) und =(f. ¢ Q auf E) Ahnliches
fiir Funktionen ausgesagt:

229-4(Satz)

a) Aus “f Funktion” und “—(f. € Q auf E)”

b)

c)

d)

e)

)

g)

h)

i)

3)

k)

1)

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

folgt “E ¢ dom f” oder “IQ: (Q € E) A (f(Q) ¢ Q).

“f Funktion”und “x € E”und “f(x) ¢ Q”

folgt “=(f. € Q auf E)”.

“f Funktion” und “—(Q € .f auf E)”

folgt “E & dom f”oder “3IQ2: (€ E) AN (Q ¢ f(Q))”.

“f Funktion”und “x € E”und “Q ¢ f(x)”

folgt “=(Q € .f auf E)”.

“f, g Funnktion” und “—(f. € .g auf E)”

folgt “E < dom f” oder E ¢ domg”
oder “3Q0: (e E)N(f(Q2) & g(2))”.

“f,g Funktion” und “x € E”und “f(x) ¢ g(z)”

folgt “—=(f. € .g auf E)”.

“f Punktion” und “—(f. ¢ Q auf E)”

folgt “E ¢ dom f”oder “3Q2: (2 € E) A (f(2) € Q).

“f Funktion”und “x € E”und “f(x) € Q”

folgt “=(f. ¢ Q auf E)”.

“f Punktion” und “—(Q ¢ .f auf E)”

folgt “E ¢ dom f”oder “3IQ: (2 € E)AN(Q € f(2))”.

“f Funktion” und “x € E”und “Q € f(x)”

folgt “~(Q & .f auf E)”.

“f,g Punnktion” und “—(f. ¢ .g auf E)”

folgt “E & dom f” oder E ¢ dom g”
oder “3IQ: (e E)N(f(Q2) € g(2))”.

“f,g Funktion” und “x € E”und “f(z) € g(x)”

folgt “=(f. ¢ .g auf E)”.
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Beweis 229-4 a) VS gleich (f Funktion) A (=(f. € Q auf E)).

1: Aus VS gleich “...=(f. € Q auf E)”
folgt via 228-2:
(EZdom )V (IQU:(Qe E)A((QT) € )N (T ¢ Q)).

’Fallunterscheidung‘
E ¢ dom f.
30,0 (e B)A((2,0) € [)A (P ¢ Q).

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus 1.2.Fall“... (Q,¥) € f...

folgt via 18-20: U= f(Q).
3: Aus 2“0 = f(Q)” und

aus 1.2.Fall“... ¥ ¢ Q7

folgt: f(Q) ¢ Q.
4: Aus 1.2.Fall«dQ...” |

aus 1.2.Fall“... Qe FE...” und

aus 3“ f(Q) ¢ Q7
folgt: A0 (QEE)A(f(Q) € Q).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(B Zdom f)V (I2: (2 € E)A(f(Q) ¢ Q)).

b) VS gleich (f Funktion) A (x € E) A (f(z) ¢ Q).

1: Es gilt: (f. € Qauf E)V (=(f. € Q auf E)).

’ wiFallunterscheidung ‘

f.€Qauf .

2: Aus VS gleich “ f Funktion...”,

aus 1.1.Fall“ f. € @Q auf E” und

aus VS gleich “...z e F...”

folgt via 229-1: f(z) € Q.
3: Esgilt 2“f(z) € @Q”.

Es gilt VS gleich “... f(z) € Q.

Ex falso quodlibet folgt: -(f. € Q auf E).

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: -(f. € Q auf E).
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Beweis 229-4 c) VS gleich (f Funktion) A (—(Q € .f auf E)).

1: Aus VS gleich “...=(Q € .f auf E)”
folgt via 228-2:
(EZdom f)v(3QU:(Qe E)A((Q,¥) e fIN(Q ¢ W)).

’Fallunterscheidung‘
E ¢ dom f.
IV (e E)A((QT) € f)A(QED).

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus 1.2.Fall“... (Q,U) € f...

folgt via 18-20: U= f(Q).
3: Aus 2“0 = f(Q)” und

aus 1.2.Fall“...Q ¢ ¥”

folgt: Q¢ f().
4: Aus 1.2.Fall«dQ...” |

aus 1.2.Fall“... Qe FE...” und

aus 3“Q ¢ f(Q)”
folgt: 30 (e B)A(Q ¢ f().

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(B Zdom f)V (I2: (2 € E)A(Q ¢ f())).

d) VS gleich (f Funktion) A (x € E) A (Q ¢ f(x)).

1: Es gilt: (Q e . .fauf E)V (=(Q € .f auf F)).

’ wiFallunterscheidung ‘

Q€ .f anf B.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...”,

aus 1.1.Fall“@ € .f auf E” und

aus VS gleich “...z e F...”

folgt via 229-1: Q € f(x).
3: Esgilt 2¢Q € f(z)”.

Es gilt VS gleich “...Q ¢ f(x)”.

Ex falso quodlibet folgt: -(Q € .f auf E).

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: —(Q € .f auf E).
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Beweis 229-4 e) VS gleich (f, g Funktion) A (=(f. € .g auf E)).

1: Aus VS gleich “...—=(f. € .g auf E)”

folgt via 228-2: (E Z dom f) VvV (E ¢ dom g)
VEQ U, @ (Qe E)A (L T) e fIN(Q,P) cg) AN(T & D)).

’Fallunterscheidung‘

(E € dom f) v (E £ dom ).

2.1: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und
aus 1.2.Fall“...(Q, @) e f...”
folgt via 18-20:

2.2: Aus VS gleich “...g Funktion...” und
aus 1.2.Fall“...(Q,®)e€g...”
folgt via 18-20:

3: Aus 2.14¥ = f(Q)” und
aus 1.2.Fall«... ¥ ¢ @7
folgt:

4: Aus 3“f(2) ¢ &7 und
aus 2.24® = ¢g(Q)”
folgt:

5: Aus 1.2.Fall“3Q...”,
aus 1.2.Fall“... Qe E...” und

aus 4% f(2) ¢ g(Q)”

90, 0,8 (e B)A((2,0) € f) A (D) € g) A (T ¢ ®).

folgt: I (e E)A(f(Q) ¢ g(Q)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(E & dom f) vV (E & domg) vV (32 : (2 € E) A (f() ¢ 9(2))).
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Beweis 229-4 ) VS gleich (f,g Funktion) A (z € E) A (f(x) ¢ g(z)).

1: Es gilt: (f. € .gauf E)V (=(f. € .g auf E)).

’ wiFallunterscheidung ‘

f.e.gautE.

2: Aus VS gleich “ f, g Funktion...”,
aus 1.1.Fall“f. € .g auf E” und
aus VS gleich “...z e E...”
folgt via 229-1: f(z) € g(z).

3: Esgilt 2“ f(z) € g(x)” .
Es gilt VS gleich “... f(z) ¢ g(x)” .

Ex falso quodlibet folgt: —(f. € .gauf E).
[Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: =(f. € .g auf E).
g) VS gleich (f Funktion) A (=(f. ¢ Q auf E)).

1: Aus VS gleich “...=(f. ¢ Q auf E)”
folgt via 228-2:
(EZdomf)Vv (IQU: (Qe E)AN () e f)N (Y eQ)).

’Fallunterscheidung‘

E ¢ dom f.
30,0 (€ E)A((Q0) € f)A(¥EQ).

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1.2.Fall“. .. (Q,¥)e f..”
folgt via 18-20: U= f(Q).

3: Aus 2“0 = f(Q)” und

aus 1.2.Fall“... ¢ e Q"

folgt: f(Q) eq.
4: Aus1.2.Fall«dQ...7,

aus 1.2.Fall“...Q e E...” und

aus 3“ f(QY) € Q”

folgt: IN: (e E)A(f(Q) €Q).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(EZdomf)V (IQ: (e E)AN(f(Q2) € Q)).
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Beweis 229-4 h) VS gleich (f Funktion) A (z € E) A (f(z) € Q).
1: Es gilt: (f- ¢ Q auf E)V (—(f. ¢ Q auf E)).
’ wiFallunterscheidung ‘
f ¢ Qauf E.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus 1.1.Fall“f. ¢ @ auf E” und
aus VS gleich “...z e E...”
folgt via 229-1: flx) ¢ Q.

3: Esgilt 2“f(z) ¢ Q7.
Es gilt VS gleich “... f(z) € Q.

Ex falso quodlibet folgt: -(f. ¢ Q auf E).
’Ende wﬂ?allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: —(f. ¢ Q auf E).
i) VS gleich (f Funktion) A (=(Q ¢ .f auf F)).

1: Aus VS gleich “...=(Q ¢ .f auf E)”
folgt via 228-2:
(EZdomf)Vv (3IQU:(Qe E)AN (V) e f)N(Q e W)).

’Fallunterscheidung‘

E ¢ dom f.
30,0 (QEE)A((Q0) € f)A(QE D).

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus 1.2.Fall“. .. (Q,¥)e f..”

folgt via 18-20: U= f(Q).
3: Aus 2“0 = f(Q)” und

aus 1.2.Fall«...Q e ¥

folgt: Q€ f(©).
4: Aus 1.2.Fall«3Q...”,

aus 1.2.Fall“... Qe E...” und

aus 3“Q € f(Q)”
folgt: I: (e E)A(Q € f(Q)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(EZdomf)V (IQ: (e E)AN(Q € f(2))).
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Beweis 229-4 j) VS gleich (f Funktion) A (z € E) A (Q € f(x)).
1: Es gilt: (Q ¢ .fauf E)V (—(Q ¢ .f auf E)).
’ wiFallunterscheidung ‘
Q¢ .f anf B.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus 1.1.Fall“Q ¢ .f auf E” und
aus VS gleich “...z e E...”
folgt via 229-1: Q¢ f(x).

3: Esgilt 2¢Q ¢ f(x)”.
Es gilt VS gleich “...Q € f(x)”.
Ex falso quodlibet folgt: -(Q ¢ .f auf E).

Ende wﬂ?allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: —(Q ¢ .f auf E).

]
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Beweis 229-4 k) VS gleich (f, g Funktion) A (=(f. ¢ .g auf E)).

1: Aus VS gleich “...=(f. ¢ .g auf E)”

folgt via 228-2: (E € dom f) VvV (E < domg)
VEQ U, O: (Qe E)A((QT) € IN((2,D) € g) A (T € D)).

’Fallunterscheidung‘

(E € dom f) v (E £ dom ).

2.1: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und
aus 1.2.Fall“...(Q,¥)e f...”
folgt via 18-20:

2.2: Aus VS gleich “...g Funktion...” und
aus 1.2.Fall“...(Q,®)e€g...”
folgt via 18-20:

3: Aus 2.14¥ = f(Q)” und
aus 1.2.Fall“... ¥ ¢ ®”
folgt:

4: Aus 3“f(Q) € ®” und
aus 2.24® = ¢g(Q)”
folgt:

5: Aus 1.2.Fall“3Q...”,
aus 1.2.Fall“... Qe E...” und
aus 4“ f(Q2) € g(Q)”

I0U,P: (Qe BE)A (L T) e /)A((Q,®) € g) A (T e D).

folgt: I : (e E)A(f(Q2) € g(Q)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(E £ dom )V (E € domg) V (3Q: (2 € E) A (£(Q) € g())).
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Beweis 229-4 1) VS gleich (f, g Funktion) A (z € E) A (f(z) € g(z)).
1: Es gilt: (f. ¢ .g auf E)V (—(f. ¢ .g auf E)).
’ wiFallunterscheidung ‘
f- ¢ .gauf E.

2: Aus VS gleich “ f, g Funktion...”,

aus 1.1.Fall“f. ¢ .g auf E” und

aus VS gleich “...z e E...”

folgt via 229-1: f(z) ¢ g(x).
3: Esgilt 2% f(z) ¢ g(x)” .

Es gilt VS gleich “... f(z) € g(x)” .

Ex falso quodlibet folgt: =(f. ¢ .g auf E).

Ende wﬂ?allunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: —(f. ¢ .g auf E).

]
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229-5. Nun wird Einiges iiber —~(f. = p auf E) und —(f. # p auf E) und Ahnliches
fiir Funktionen f ausgesagt:

229-5(Satz)

a) Aus “f Funktion” und “—(f.=p auf E)”
folgt “E ¢ dom f” oder “IQ: (2 € E) A (F(Q) £ p)”.

b) Aus “f Funktion”und “x € E”und “f(x) #p”
folgt “=(f.=p auf E)”.
c) Aus “f,g Punnktion” und “—(f. = .g auf E)”
folgt “E ¢ dom f” oder E ¢ domg”
oder “3IQ: (Ve E)N(f(Q) #g())”.

d) Aus “f,g Funktion”und “x € E”und “f(x) # g(x)”
folgt “=(f.=.g auf E)”.

e) Aus “f Funktion” und “—(f. # p auf E)”
folgt “E & dom f”oder “3IQ: (Q e E)AN(f(Q) =p)”.

£) Aus “f Funktion” und “x € E”und “f(x) =p”
folgt “=(f. #p auf E)”.

g) Aus “f, g Funnktion”und “—(f. # .9 auf E)”
folgt “E & dom f” oder E ¢ domg”
oder “3Q: (€ E)A(f(Q2) =g(02))”.

h) Aus “f,g Funktion”und “x € E”und “f(x) = g(z)”
folgt “=(f.# .g auf E)”.
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Beweis 229-5 a) VS gleich (f Funktion) A (=(f. = p auf E)).

1: Aus VS gleich “...—(f. =p auf E)”
folgt via 228-4:
(EZdom f)V (3IQU: (Qe E)A((Q,¥) € f) A (T #p)).

’Fallunterscheidung‘
E ¢ dom f.
30,0 (€ E)A((0) € f) AT #p).

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus 1.2.Fall“... (Q,U) € f...

folgt via 18-20: U= f(Q).
3: Aus 2“0 = f(Q)” und

aus 1.2.Fall“... W £ p”

folgt: f(Q) #p.
4: Aus 1.2.Fall«dQ...” |

aus 1.2.Fall“... Qe FE...” und

aus 3“ f(Q) # p”
folgt: I (e E)A(f(Q) #p).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(E ¢ dom )V (30: (€ B) A (£() £ ).

b) VS gleich (f Funktion) A (x € E) A (f(z) # p).
1: Es gilt: (f.=pauf E)V (=(f. =pauf F)).

’ wiFallunterscheidung ‘

f=pauf E.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...”,

aus 1.1.Fall“ f. =p auf E” und

aus VS gleich “...z e F...”

folgt via 229-3: f(z) =p.
3: Esgilt 2¢ f(x) =p”.

Es gilt VS gleich “... f(z) #p”.

Ex falso quodlibet folgt: —(f.=pauf E).

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: —(f. = pauf £).
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Beweis 229-5 c¢) VS gleich (f, g Funktion) A (=(f. = .g auf E)).

1: Aus VS gleich “...=(f. = .g auf E)”
folgt via 228-4: (E € dom f) VvV (E € domg)
VEQ U, O (Qe E)A((QU) € fIN((Q2,D) € g) A (T # D)).

’Fallunterscheidung‘

(E € dom f) v (E £ dom ).

30,0, 0 (€ B)A((Q,0) € f) A((2,) € ) A (T £ D).

2.1: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und
aus 1.2.Fall®...(Q,U) € f..”
folgt via 18-20: U= f(Q).

2.2: Aus VS gleich “...g Funktion...” und

aus 1.2.Fall“... (Q,®)ecg...”

folgt via 18-20: D = g(Q).
3: Aus 2.14¥ = f(Q)” und

aus 1.2.Fall“... ¥ £ ®”

folgt: f(Q2) # .
4: Aus 3“f(Q2) #P” und

aus 2.24® = g(Q)”

folgt: f() # g(Q).
5: Aus 1.2.Fall“3Q...”,

aus 1.2.Fall“...Q e E...” und

aus 4% £(2) £ g()”
folgt: I (e E)A(f(Q) #g(Q)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(EZ dom )V (E Z domyg) v (30 : (2 € E) A (£() # 0(2)).
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Beweis 229-5 d) VS gleich (f,g Funktion) A (z € E) A (f(x) # g(z)).
1: Es gilt: (f.=.gauf E)V (=(f. = .g auf E)).

’ wiFallunterscheidung ‘

Jo— g auf E.

2: Aus VS gleich “ f, g Funktion...”,
aus 1.1.Fall“ f. = .g auf E” und
aus VS gleich “...z e E...”
folgt via 229-3: flx) =g(x).

3: Esgilt 2¢ f(z) = g(x)”.
Es gilt VS gleich “... f(x) # g(x)” .

Ex falso quodlibet folgt: -(f.=.g auf E).
’Ende wﬂ?allunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: —(f. =.g auf E).
e) VS gleich (f Funktion) A (=(f. # p auf £)).

1: Aus VS gleich “...—(f. #p auf E)”
folgt via 228-4:
(EZdomf)V (3QU:(Qe E)A((Q¥) e f)A (¥ =p)).

’Fallunterscheidung‘

E ¢ dom f.
30,0 (Q € E)A((Q,0) € f) A (¥ =p).

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1.2.Fall“. .. (Q,¥)e f..”
folgt via 18-20: U= f(Q).

3: Aus 2“0 = f(Q)” und

aus 1.2.Fall“... ¥ =p”

folgt: f(2) =p.
4: Aus 1.2.Fall“3Q...”,

aus 1.2.Fall“...Q e E...” und

aus 3“ f(QY) =p”

folgt: I (e E)A(f(Q) =p).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(E ¢ dom )V (30: (€ B) A (£() = p).




280 MENGENLEHRE #229

Beweis 229-5 £) VS gleich (f Funktion) A (z € E) A (f(x) = p).
1: Es gilt: (f. #pauf E)V (=(f. #p auf E)).
’ wiFallunterscheidung ‘
f-#pauf E.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus 1.1.Fall“ f. # p auf £” und
aus VS gleich “...z e E...”
folgt via 229-3: f(z) #p.

3: Esgilt 2¢f(z) #p”.
Es gilt VS gleich “... f(z) =p”.
Ex falso quodlibet folgt: —(f. #pauf E).

Ende wﬂ?allunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: —(f. #pauf E).




MENGENLEHRE #229

Beweis 229-5 g) VS gleich

1: Aus VS gleich “...=(f. # .g auf E)”
folgt via 228-4:

281

(f,g Funktion) A (=(f. # .g auf E)).

(E & dom f) V (E < domg)

VEQ T, D (e E)A(QT) € f)A QD) € g) A (T = d)).

’Fallunterscheidung‘

(E < dom f)V (E ¢ domg).

2.1:
aus 1.2.Fall“...(Q,¥) e f...”
folgt via 18-20:

2.2:
aus 1.2.Fall“...(Q,®)eg...”
folgt via 18-20:

3: Aus 2.14¥ = f(Q)” und
aus 1.2.Fall“... ¥ =@”
folgt:

4: Aus 3“f(2) =®” und
aus 2.24® = ¢g(Q)”
folgt:

5: Aus 1.2.Fall“3dQ...”,
aus 1.2.Fall“...Q e F...” und
aus 4% f(Q2) = g()”
folgt:

AT, 0: (QeEY)A((QT) e HAN((Q,D) € g) A (T = D).
Aus VS gleich “ f... Funktion...”

Aus VS gleich “...g Funktion...”

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(E Z dom f) vV (E € domg) vV (3Q: (€ E) A (f(Q) =
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Beweis 229-5 h) VS gleich (f,g Funktion) A (z € E) A (f(z) = g(z)).
1: Es gilt: (f. # .g auf E)V (=(f. # .g auf E)).
’ wiFallunterscheidung ‘
f-# .g auf E.

2: Aus VS gleich “ f, g Funktion...”,

aus 1.1.Fall“ f. # .g auf E” und

aus VS gleich “...z e E...”

folgt via 229-3: f(x) # g(x).
3: Esgilt 2¢ f(x) # g(x)”.

Es gilt VS gleich “... f(z) = g(x)” .

Ex falso quodlibet folgt: —(f. # .g auf E).

Ende wﬂ?allunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: —(f. # .g auf E).

]
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229-6. Fiir jede Funktion f folgt aus E C f~!'[{p}] die Aussage f. = p auf E.
Ahnlich doch anders ist fiir jede Funktion f und alle £ mit £ C f~1Q] die
Aussage f. € @) auf E verfiigbar. Es gilt f. = .f auf E fiir Funktionen f auf
Teil-Klassen E von dom f:

229-6(Satz)
a) Aus “f Funktion”und “E C f~Y[{p}|” folgt “f.=p auf E”.
b) Aus “f Funktion”und “E C f~1Q]” folgt “f. € Q auf E”.
c) Aus “f Funktion” und “E C dom f7 folgt “f.=.f auf E”.

Beweis 229-6 a) VS gleich (f Funktion) A (E C f~'[{p}]).
1.1: Via 11-19 gilt: fY{p}] € dom f.

1.2: Aus VS gleich “... E C f~'[{p}]” und
aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 227-2: Va: (a € E) = (f(a) = p Menge).

2.1: Aus VS gleich “... F C f~'[{p}]” und
aus 1.1% f71[{p}] C dom f”

folgt via 11-19: E C dom f.
2.2: Aus 1.2
folgt: Va: (a € E) = (f(a) =Dp).

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus 2.1“F Cdom f”7 und
aus 2“Va : (a € E) = (f(a) =p)”
folgt via 229-3: f.-=pauf E.

b) VS gleich (f Funktion) A (E C f71Q)).

1: Aus VS gleich “... F C f~1[Q]” und
aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 227-1: Va: (a e B)= (f(a) € Q@ #0).

2: Aus 1 folgt: Va:(a € E) = (fla) € Q).

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“Va: (e« € E) = (f(a) € Q)”
folgt via 229-1: f-€yauf F.
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c) VS gleich (f Funktion) A (E C dom f).
1: Via 2-7 gilt: dom f C (dom f) U (dom f).

2.1: Aus VS gleich “... E Cdom f” und
aus 1“dom f C (dom f) U (dom f)”

folgt via 0-6: A1 gleich “E C (dom f) U (dom f)”
@€ b
Es gilt: fla) = f(a).

Ergo Thema2.2: A2 “Ya: (a € E)= (f(a) = f(a)”

3: Aus VS gleich “ f Funktion...”
aus VS gleich “ f Funktion...”,
aus A1 gleich “E C (dom f) U (dom f)” und
aus A2 gleich “Va: (a € E) = (f(a) = f(a))”
folgt via 229-3: f.=.fauf E.
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229-7. Hier wird der Aussage E C f~![y \ {p}] ein auf punktweises Verhalten
von f abzielendes Gesicht fiir Funktionen f gegeben:

229-7(Satz)

Aus “f Funktion” und “E C f7Q\ {p}]”
folgt “(f. € Q auf EYN(f. #p auf E)”.
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Beweis 229-7 VS gleich (f Funktion) A (E C f7HQ \ {p}]).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “... E C f~1Q\ {p}]”

folgt via 229-6: f.e@\{p} auf E.
a€ k.

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus 1“f. € Q\ {p} auf E” und
aus Thema2.1“a € E”

folgt via 229-1: fla) € Q\ {p}.
4: Aus 3*f(a) € Q\ {p}”
folgt via 5-15: p# fla) € Q.
Ergo Thema2. 1: Al “Va: (€ E)= (p# f(a) €Q)”
2.2: Aus Al gleich “Va: (e € E)= (p# f(a) € Q)"
folgt: Va: (o€ E) = (p# fa)).
2.3: Aus Al gleich “Va: (e € E)= (p# f(a) € Q)"
folgt: Va: (a € E) = (f(a) € Q).
2.4: Via 11-19 gilt: O\ {p}] € dom f.
3.1: Aus2.2“Va: (€ E) = (p # f(a))”
folgt: Va: (a € E) = (f(a) #p).

3.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2.3“Va: (e € E) = (f(a) €Q)”

folgt via 229-1: freQaut K

3.3: Aus VS gleich “...E C f7[Q\ {p}]” und

aus 2.4 f1Q\ {p}]  dom
folgt via 0-6: E C dom f.

4: Aus VS gleich “ f Funktion...”,
aus 3.3“FE Cdom f” und
aus 3.1“Va: (a € E) = (f(a) #p)”

folgt via 229-3: f.-#pauf K
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229-8. Ist f eine Funktion und gilt f. ¢ @ auf dom f, so folgt @ Nran f = 0.
Falls f eine Funktion ist und wenn f. # p auf dom f gilt, dann folgt p ¢ ran f:

229-8(Satz)
a) Aus “f Funktion” und “f. ¢ Q auf dom f” folgt “QNranf =0".

b) Aus “f Funktion”und “f. # p auf dom f” folgt “p & ran f”.

Beweis 229-8 a) VS gleich (f Funktion) A (f. ¢ @ auf dom f).
a€QnNranf.
2: Aus Themal“a € Q Nran f”
folgt via 2-2: (€ Q) A (a €ran f).

3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“...«a €ran f” folgt via 18-24: I (f(Q) =
a) A (2 € dom f).

4: Aus3“... f() =a...” und
aus 2“a € Q...”7

folgt: () € Q.

5: Aus VS gleich “ f Funktion...”,
aus 3“...Q € dom f” und
aus 4“f(Q) € Q7
folgt via 229-4: —(f. ¢ Q auf dom f).

6: Es gilt 5“~(f. ¢ @ auf dom f)” .
Es gilt VS gleich “ f. ¢ @ auf dom f” .
Ex falso quodlibet folgt: a¢@Nranf.

Ergo Themal: Va:(ae@QnNranf)= (a ¢ QNran f).

Konsequenz via 0-19: QNran f =0.
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Beweis 229-8 b) VS gleich (f Funktion) A (f. # p auf dom f).
1: Es gilt: (peranf)V(p¢&ranf).
’ wiFallunterscheidung ‘
peEranf.

2: Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus 1.1.Fall“p €ran f”
folgt via 18-24: A0 (f(2) =p) A (2 € dom f).

3: Aus VS gleich “ f Funktion...”,
aus 2“...Q € dom f”7 und
aus 2“... f(Q) =p...”
folgt via 229-5: =(f. # p auf dom f).

4: Es gilt 3“—(f. # p auf dom f)” .
Es gilt VS gleich “... f. # p auf dom f 7.
Ex falso quodlibet folgt: p¢ranf.

Ende WfFallunterscheidung‘ p¢ranf.

[]
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z\zC Uy, z\ 2z CyUx und nicht nur hieraus resultierende Inklusionen von
Bildern unter Klassen.

Ersterstellung: 20/01/13 Letzte Anderung: 23/01/13
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230-1. Die hier angefiihrten Semi-Formeln elementarer KlassenAlgebra erschei-
nen klar. Aussagen cd) sind Spezialfille von ab):

230-1(Satz)
a) r\zCzUy.
b) z\zCyUuz.
c) r\yCzUy.

d) z\yCyUuz.

Beweis 230-1 ab)

1: Via 5-5 gilt: x\zCux.
2.1: Via 2-7 gilt: rCzxzUy.
2.2: Via 2-7 gilt: rCyUux.

3.a): Aus1“z\zCx” und
aus 2.1z CzUy”
folgt via 0-6: z\zCzUy.

3.b): Aus1“z\ zCx” und
aus 2.2 CyUx”

folgt via 0-6: rx\zCyUux.
c)
Via des bereits bewiesenen a) gilt: z\yCzUy.
d)
Via des bereits bewiesenen b) gilt: z\y CyUx.
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230-2. Die nunmehrige Aussagen - teilweise Anwendungen von 230-1 via 8-9 -
sind spéater gut einsetzbar:

230-2(Satz)
a) wlz] CwlrUyl.
b) wx] C wly U z.
) wlzNy] C wlz].
d) wlz Nyl Cwlyl.
e) wlz\ y] C wlz].
£) wlz\ 2] Cwlz Uyl
g) wlr\z] CwlyUal.

h) wlz\ y]

N

wlzx Uyl.

1) wlz\y] CwlyUz].

Beweis 230-2 a)

1: Via 2-7 gilt: r CaxUy.
2: Aus1“z CaxUy”
folgt via 8-9: wlz] CwlzUyl.
b)
1: Via 2-7 gilt: r CyUux.
2: Aus1“z CyuUa”
folgt via 8-9: wlz] Cwly U zl.
c)
1: Via 2-7 gilt: rNy Cx.

2: Aust1“zny Ca”
folgt via 8-9: wlr Ny] C wlz].
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Beweis 230-2 d)

1:

2:

e)

1:

2:

)

g)

h)

i)

Via 2-7 gilt:

Aus 1“zny Cy”
folgt via 8-9:

Via 5-5 gilt:

Aus 1“z\y Ca”
folgt via 8-9:

: Via 230-1 gilt:

cAus1“z\zCaxUy”

folgt via 8-9:

: Via 230-1 gilt:

c Aus1“z\zCyuUz”

folgt via 8-9:

: Via 230-1 gilt:

s Aus 14z \y CaxUy”

folgt via 8-9:

: Via 230-1 gilt:

s Aus 14z \yCyUa”

folgt via 8-9:
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rNy Cy.

wlz Ny C wlyl.

x\yCuz.

wlz \ y] C wlz].

x\yCzUy.

wlz \ y] C wlzUy).

x\y CyUuzx.

wlz \ y] Cwly U]
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230-3. Im vorliegenden Satz sind weitere einfache Formeln der KlassenAlgebra
und deren Einsatz bei Bildern untergebracht:

230-3(Satz)
a) tUy=(z\y) Uy.
b) Uy =(y\z)Uz.
) wlz]Uwly\ 2] =wlz Uyl
) wly] Vwlz \ y] =wlz Uyl
e) wlz\ylUwly] =wlz Uyl

) wly \ z] Uwlz] = wlx Uy].
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Beweis 230-3 a)
1:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:
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Uy 22 yu(z\y) "= (x\y) Uy

rUy=(z\y)Uy.
Uy 222U (y\2) "EY (y\2) U

rUy=(y\x)Uzx.

5—

wlz] Uwly \ 2] *=" wlz U (y \ 2)] *=" wlz U y).

wlz] Ywly \ 2] = wlz Uy].

5—

wlyl Uwlz \ y] = wly U (2 \ y)] "= wlz Uy).

wly] Uwlz \ y] = wlz Uy].

wlz\ gl Uwly) °=> wl(z \ y) Uy] 2 wlz Uy,

wlz \ y] Uwly] = wlz Uy].

wly \ 2] Uwle] °=* wl(y \ #) U] 2wz Uy).

wly \ r]Vwlz] = wlz Uy].
[l
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X ist (O, Q)alg2 von f: Einiges iiber dom x.

Ersterstellung: 03/11/12 Letzte Anderung: 26,/01/13
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231-1. Aus y ist (O,Q)alg2 von f folgt domy = Penai(f 1@ \ {Xx(0)}]) niUin
P(f'[{x(0)}]) und diese Darstellung von dom x ist in der Tat zu umstéindlich
fiir einfache Zugénge. Deswegen soll hier und im Folgenden einiges iiber dom y
ohne expliziten Bezug 21 Py [@ \ {(0)}] silsn P [{x(0)}] ausgesagt werden.
Es wird mit Notwendigem begonnen. Die Schreibweise “ x(0) # .f. € @ auf Q" in
c) bedeutet - natiirlich - “(x(0) # .f auf Q) A (f € .Q auf )”. Die Beweis-
Reihenfolge ist a) - b) - ¢) -d) - £) - e):

231-1(Satz)
As gelte:
—) x ist (O,Q)alg2 von f.
—) A€ domy.
Dann folgt:
) A€ Penar(f R\ {X(0)}]) nsUsa P(f T {X(0)}]).

D 30,03 (@€ £[Q) {x(O)) A (@ endiich
AT C FA{(O)N) A (T Menge) A (A= QU D).

c) IV : (Q endlich) A (x(0) # .f. € Q auf Q)
AU Menge) A (f. = x(0) auf ) AN (A=QU V).

d) AC [0} UL

e) f.e{x(0)}uQ auf A.
f) A Cdom f.
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Beweis 231-1 ab)

1:

2.a):

3.b):

c)

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus —) “x ist (0,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: dom x = Penar(f Q@ \ {X(0)}]) niUsa P(f [{x(0)}])-

Aus =) “A € dom xy” und

aus 1“dom x = Penai(f '@ \ {x(0)}]) niUsa P(f ' {x(0)}])”
folgt: A€ Penar(f7HQ\ A{X(0)}]) aUsin P(f ' [{x(0)}])-
Aus 24 A € Penar(f 1R\ {X(0)}]) nsUsa P(f [{x(0)}])”

C f7HQ N\ {x(0)}]) A (2 endlich)

folgt via 221-1: IV (QC f
AN S fTH{X(0)}) A (P Menge) A (A=QUT).

Aus —) “x ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: f Funktion.

Aus =) “x ist (O,Q)alg2 von f” und
aus —) “A € domy”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30, (Q C f7HQ N\ {x(0)}]) A (€ endlich)
AN S fTH{X(0)}) A (P Menge) A (A=QUT).

Aus 1.1° f Funktion” und

aus 1.2...Q C fQ\ {x(0)}]...”
folgt via 229-7: (f. # x(0) auf Q) A (f. € Q auf Q).

Aus 1.1° f Funktion” und

aus 1.2%.. (U C f~1[{x(0}]...”
folgt via 229-6: f-=pauf U.

: Aus 1.2¢“3Q, 0. .7

aus 1.2%...Q endlich...”,
aus 2.1“(f. # x(0) auf Q) A (f. € Q auf Q)”
aus 1.2“... ¥ Menge...”
aus 2.2“ f. =p auf ¥” und
aus 1.2“... A=QUWU”
folgt:
3Q, W : (Q endlich) A (x(0) # .f. € Q auf Q)
A(¥ Menge) A (f. = x(0) auf ¥) A (A=QU V).
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Beweis 231-1 def)

1.1: Aus —) “y ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: f Funktion.

1.2: Aus —) “y ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-6: (domx CP(f'[{x(0)} UQ])) A (dom x C P(dom f)).

2.1: Aus =) “A € domy” und

aus 1.2“domyx C P(f'[{x(0)}UQ])...”
folgt via 0-4: AeP(fH{x(0)}uQ)).

2.2: Aus =) “A € domyx” und
aus 1.2%...domy C P(dom f)”

folgt via 0-4: A € P(dom f).
3.d): Aus2.1“A e P(f[{x(0)}uQ])”
folgt via 0-26: AC T {x0)}uQl.

3.f): Aus 2.2“A € P(dom f)”
folgt via 0-26: A C dom f.

4.e): Aus 1.1° f Funktion” und
aus 3.e)“A C fTH{x(0)uQ]”
folgt via 229-6: f- e {x(0)} U@ auf A.

]
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231-2. Hier wird weiter Notwendiges iiber dom x, y ist (O, ))alg2 von f, ausge-
sagt:

231-2(Satz)

Aus “x ist (O,Q)alg2 von f”
folgt “dom x € P(f~HQ\ {x(0)}]) aUsn P(f ' {x(0)}]) "

Beweis 231-2 VS gleich X ist (O, Q)alg2 von f.

1: Aus VS gleich “x ist (O, Q)alg2 von f”
fOIgt via 226-3: dom X = 7Dendl( [Q \ {X(O)}]) nilUin P( 1[{X(0)}])

2: Via 221-3 gilt: endl( [Q\{X(O)}]) PO}
P(F1Q\ (O} sl P(FH{(0)}):

3: Aus 1%dom x = Penar(f Q@ \ {x(0)}]) 2Usa P(f T [{x(0)}])” und

aus 2 Penar (/7@ \ {x(0)}]) nsJsn P(f~ [{X( )})
C P(fHQN\AX(0)}]) aiUin P(f{x(0)}])”
folgt: dom x € P(f7Q\ {x(0)}]) asUsa P(f T {x(0)}]).
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231-3. Hier wird weiter Notwendiges iiber dom y, x ist (O, Q)alg2 von f, unter
Zusatzvoraussetzungen ausgesagt:

231-3(Satz)
Aus “x ist (O,Q)alg2 von f7und ...

a) ...und “fTHQ\{x(0)}] € D7 und “fH[{x(0)}] € D"
folgt “domx C P(D)”.

b) ...und “f~'{x(0)} UQ] C D” folgt “domyx C P(D)”.

c) ...und “x(0) € Q" folgt “domx C P(f1Q])”.
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Beweis 231-3 a) VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f)
AR\ AX(0)H € DY A (T {X(0)}] € D.

1.1: Aus VS gleich “x ist (O,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom X = Penar(f 1 Q\ {x(0)}]) aiUsin P(f ' [{x(0)}]).

1.2: Aus VS gleich “. ..f_l[Q\{X(O)}] CD...” und
aus VS gleich “... f7'{x(0)}] € D”

folgt via 221-3: Penat(f7HQ\ {x(0)}) niUsa P(f1[{x(0)}]) € P(D).

2: Aus 1.1%dom x = Penar(f Q@ \ {X(0)}]) aiin P(f T [{x(0)}])” und
aus 1.2 Penat(f @\ {X(0)}) wiUsa P(f T [{x(0)}]) € P(D)”

folgt: domy C P(D).
b) VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (f[{x(0)} UQ] C D).
1.1: Via 230-2 gilt: FHHxO} C A Hx0)}uQ].
1.2: Via 230-2 gilt: RN X} € X0 u Q]
2.1: Aus1.1%f” [{X( )}] C [T{x(0)}u@]” und

aus VS gleich {x0)}uQ] < D”

folgt via 0-6: F{x(0)}] € D.
2.2: Aus1.2%f” [Q\{X( ) C X0} uQ]”

aus VS gleich “... f'[{x(0)}UQ] C D”

folgt via 0-6: R\ {x(0)}] C D.

3: Aus VS gleich “y ist (O,Q)alg2 von f... 7,
aus 2.1 f71{x(0)}] € D” und
aus 2.2 f @\ {x(0)}] € D”

folgt via des bereits bewiesenen a): domy C P(D).
c) VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (x(0) € Q).

1: Aus VS gleich “x ist (O, Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom X = Penar(f Q@ \ {x(0)}]) nsUsn P(f[{x(0)}]).

2: Aus VS gleich “...x(0) € Q
folgt via 222-2: Penar(f~1[Q \ {X(0)}]) nsUsn P(f T [{x(0)}]) € P(fH[Q]).

(7
3: Aus 1*dom x = Penai(f~ [Q\{X( )}]) as (J}‘ {x( )}])” und

I)
aus 2 Penai (f 7 Q \ {X(0)}]) nilUia P(f~ 1[{ 0)}) € P(fH@Q])”
folgt: dom x € P(f1Q]).

]
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231-4. Hier werden hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, dass Mengen in
dom x, x ist (O, Q)alg2 von f, sind.

231-4(Satz)

Aus “x ist (O,Q)alg2 von f”und ...
a) ...und “AC f1Q\ {x(0)}]”und “A endlich” folgt “A € dom x”.
b) ...und “x(0) #.f. € Q auf A”und “A endlich” folgt “A € dom x”.
c) ...und “N C f1{x(0)}]"und “N Menge” folgt “N € domx”.
d) ...und “f.=x(0) auf N”und “N Menge” folgt “N € dom x”.
e) ...und “AC f1{x(0)}UQ]”und “A endlich” folgt “A € dom x”.
) ...ound “f. € {x(0)}UQ auf A" und “A endlich” folgt “A € dom x”.
g) ...und “AC f7YQ]|”und “A endlich” folgt “A € dom " .
h) ...und “f. € Q auf A”und “A endlich” folgt “A € dom x”.

Beweis 231-4 a)
VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (A C fHQ\ {x(0)}]) A (A endlich).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom X = Penar(f '@ \ {x(0)}]) nsUsa P(f~ {x(0)}]).

1.2: Aus VS gleich “... A C f71Q\ {x(0)}]...” und
aus VS gleich “... A endlich”
folgt via 221-2: A € Penarl(f7HQ\ {x(0)}]) niUin P(fH{x(0)}]).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2

folgt: A € domy.
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Beweis 231-4 b)
VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (x(0) # .f. € Q auf A) A (A endlich).

1: Aus VS gleich “...x(0). # f...auf A...”
folgt via 228-3: f- # x(0) auf A.

2: Aus VS gleich “...f.e Qauf A...” und
aus 1“ f. # x(0) auf A”
folgt via 228-10: AC N\ {x(0)}].

3: Aus VS gleich “y ist (O,Q)alg2 von f... ",

aus 294 C f[Q\ {x(0)}]" und
aus VS gleich “... A endlich”

folgt via des bereits bewiesenen a): A € domy.

c)
VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (N C f~H{x(0)}]) A (N Menge).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom X = Penar(f '@ \ {x(0)}]) nsUsa P(f ' {x(0)}])-

1.2: Aus VS gleich “... N C f~[{x(0)}]...” und
aus VS gleich “... N Menge”
folgt via 221-2: N € Ponat(f 7O\ {X(0)}]) aiUin P(fTH{x(0)}]).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: N € dom y.
d) VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (f. = x(0) auf N) A (N Menge).

1: Aus VS gleich “... f = .x(0) auf N...”
folgt via 228-8: N C T H{x(0)}.

2: Aus VS gleich “x ist (O,Q)alg2 von f... "7,
aus 1“N C f~1[{x(0)}]” und
aus VS gleich “... N Menge”
folgt via des bereits bewiesenen c): N € domy.
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Beweis 231-4 e)
VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (A C f~1{x(0)} UQ]) A (A endlich).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom X = Penar(f 1 Q\ {x(0)}]) aiUsin P(f [{x(0)}]).

1.2: Aus VS gleich “...AC f~'{x(0)} UQ@]...” und
aus VS gleich “... A endlich”

folgt via 222-1: A € Penar(f7HQ\ {X(0)}]) niUsn P(fH{x(0)}]).
2: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: A € dom y.

£) VS gleich  (x ist (O,Q)alg2 von f) A (f. € {x(0} U@ auf A) A (A endlich).

1: Aus VS gleich “... f. e {x(0)}UQ auf A...”
folgt via 228-9: AC fAH{x(0)}uQ].

2: Aus VS gleich “y ist (O,Q)alg2 von f... "7,
aus 1“A C f'{x(0)}uQ@]” und
aus VS gleich “... A endlich”
folgt via des bereits bewiesenen e): A € domy.

g)
VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (A C f71Q]) A (A endlich).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom x = Penal(f 1@\ {Xx(0)}]) aiUin P(fH{x(0)}]).

1.2: Aus VS gleich “... A C f7!Q]...” und
aus VS gleich “... A endlich”
folgt via 222-1: A € Penar(f7HQ\ {X(0)}]) nsUsn P(f {X(0)}]).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2

folgt: A € domy.
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Beweis 231-4 h)

VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (f. € Q auf A) A (A endlich).
1: Aus VS gleich “...f. e Qauf A...”

folgt via 228-9: AC fHQ).

2: Via 230-2 gilt: Q] C FH{x(0)}u Q).

3: Aus 1“A C f7HQ]” und

aus 2 fHQ] C f{x(0)}UQ]”
folgt via 0-6: AC T {xO)}FuQl.

4: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f... ",
aus 4“A C f{x(0)}uUQ@]” und
aus VS gleich “... A endlich”
folgt via des bereits bewiesenen e): A € domy.
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231-5. Nun geht es um einige spezielle bindre Vereinigungen die in dom x sind,
wobei x ist (O, (Q)alg2 von f:

231-5(Satz)
Aus “x ist (O,Q)alg2 von f”und ...

a) ...und “AC f1Q\ {x(0)}]”und “A endlich”
und “N C f~'1{x(0)}]”und “N Menge”
folgt “AUN € domy”.

b) ...und “x(0) #.f. € Q auf A”und “A endlich”
und “f. = x(0) auf N”und “N Menge”
folgt “AUN € domy”.

c) ...und “AC f71Q]”und “A endlich”
und “N C f~1{x(0)}]”und “N Menge”
folgt “AUN € domy”.

d) ...und “f. € Q auf A”und “A endlich”
und “f. = x(0) auf N”und “N Menge”
folgt “AUN € domy”.

Beweis 231-5 a)
VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f)A (A C f7HQ\ {x(0)}]) A (A endlich)
AN S fH{X(0)}) A (N Menge).

1.1: Aus VS gleich “x ist (0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom x = Penarl(f7HQ \ {x(0)}]) niUin P(fH{x(0)}]).

1.2: Aus VS gleich “... A C f71Q\ {x(0)}]...”,
aus VS gleich “... A endlich ... "7 |
aus VS gleich “... N C f~!'[{x(0)}]...” und
aus VS gleich “... N Menge”

folgt via 221-1:  AUN € Penar(f Q@ \ {X(0)}]) nsUsn P(f ™ [{x(0)}])-

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: AUN € domy.
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Beweis 231-5 b)

VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (x(0)
1: Aus VS gleich “...x(0) # .f...auf A...”
folgt via 228-3:
2.1: Aus 1“f. # x(0) auf A” und
aus VS gleich “...f.e Q auf A...”
folgt via 228-10:
2.2: Aus VS gleich “... f.=x(0) auf N...”
folgt via 228-8:
3: Aus VS gleich “y ist (O0,Q)alg2 von f... ",

aus 2.1°A C fHQ\ {x(0)}]”,
aus VS gleich “... A endlich...”,

aus 2.2“N C f~1[{x(0)}]” und
aus VS gleich “... N Menge”
folgt via des bereits bewiesenen a):

£ f. €
A(f. = x(0

307

Q) auf A) A (A endlich)
) auf N) A (N Menge).

f- # x(0) auf A.

AC RN AX(0)}]:

N < [0}

AUN € domy.
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Beweis 231-5 c)

VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (A C f71[Q]) A (A endlich)
AN C fTH{X(0)}) A (N Menge).
1.1: Aus VS gleich “y ist (O, Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom x = Penat(f7HQ \ {x(0)}]) 2iUia P(fH{x(0)}]).
1.2: Aus VS gleich “A C f71@Q]...” und
aus VS gleich “... A endlich ...”
folgt via 221-2: A € Penart(f7HQ\ {x(0)}]) niUsn P(fH{x(0)}]).
1.3: Aus VS gleich “... N C f~'[{x(0)}]...” und
aus VS gleich “... N Menge”
folgt via 221-2: N € Ponar(f 7O\ AX(0)}]) aiUin P(fH{x(0)}]).
2: Aus 1.2 A € P/~ [0 (X(O}]) win P (6O} w
15 1.3 N € Pana (710 \ LX) iin P {X(O0)})°
Wt 00 2212 AUN € P72\ O i P (O]
3: Aus 2°AUN € Pepar(f7HQ\ {X(0)}]) nilUsn P(f 7 [{x(0)}])” und
aus 1.1%dom x = Penat(f 7 [Q \ {X(0)}]) niUsa P(f~[{x(0)}])”
folgt: AUN € domy.
d) VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (x(f. € @ auf A) A (A endlich)
A(f. = x(0) auf N) A (N Menge).
1.1: Aus VS gleich “...f.€e Qauf A...”
folgt via 228-9: AC Q).
1.2: Aus VS gleich “... f. = x(0) auf N...”
folgt via 228-8: N C fH{x(0)}].
2: Aus VS gleich “x ist (O,Q)alg2 von f...”
aus 1.1“A C f71Q]”,
aus VS gleich “... A endlich...”
aus 1.2“N C f~1[{x(0)}]” und
aus VS gleich “... N Menge”
folgt via des bereits bewiesenen c): AUN € domy.

]
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231-6. Im vorliegenden Satz geht es um KlassenAlgebra in dom x, wobei x ist
(O0,Q)alg2 von f:

231-6(Satz)
Aus

a) ...und “B C A€ domy” folgt “B € domx”.
b) ...und “A € domy” folgt “ANE,ENAA\E € domy”.
c) ...und “A, B € domy” folgt “AUB,BUA, AAB, BAA € dom x”.

“x ist (O,Q)alg2 von f”und ...

Beweis 231-6 a) VS gleich (x ist (O, Q)alg2 von f) A (B C A € dom ).

1:

: Aus 3“B € Pendl( [

Aus VS gleich “y ist (O,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom x = Penal(f7HQ \ {X(0)}]) niUin P(fH{x(0)}]).

: Aus VS gleich “...B C A € domy” und

aus 1%dom x = Penar(f '@\ {x(0)}]) msUsn P(f ' {x(0)}]) "
folgt: B C A€ Penar(f RN AX(0)}]) nsin P(ST {X(0)})-

: Aus 2¢e C E € Penat(f7Q \ {x(0)}]) niUsn P(f T {x(0)}])”

folgt via 221-2: B € Penar(f7H[Q\ {X(0)}]) slsn (ST {X(0)}]).
{

X(O)}]) niYin P(f_l[{X(O)}]) 7 und
aus 1%dom x = Penar(f @\ {x(0)}]) asUsa P(f~{x(0)}])”
folgt: B € domy.
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Beweis 231-6 b) VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (A € dom ).
1.1: Via 2-7 gilt: ANECA.
1.2: Via 2-T gilt: ENACA.
1.3: Via 5-5 gilt: A\ E CA.
2.1: Aus VS gleich “y ist (O,Q)alg2 von f... ",

aus VS gleich “... A € domyx” und
aus 1.1“ANECA”

folgt via des bereits bewiesenen a): ANE € domy
2.2: Aus VS gleich “y ist (O,Q)alg2 von f... ",
aus VS gleich “... A € domyx” und
aus 1.2“ENACA”
folgt via des bereits bewiesenen a): ENAedomy
2.3: Aus VS gleich “y ist (O,Q)alg2 von f... ",
aus VS gleich “... A € domyx” und
aus 1.3“A\E C A”
folgt via des bereits bewiesenen a): A\ E € domy
c) VS gleich (x ist (O,Q)alg2 von f) A (A, B € dom ).
1: Aus VS gleich “x ist (O,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom X = Penar(f @ \ {x(0)}]) asUsa P(f T {x(0)}]).
2: Aus VS gleich “... A, B € domyx” und
aus 1%“dom x = Penar(f HQ \ {x(0)}]) assn P(f~ {x(0)}])”
folgt: A, B € Penar(f @\ {X(0)}]) niUsa P(f~ [{x(0)}])-
3: Aus 2 ABD € Penar(f7HQ\ {X(0)}]) nsUsa P(f T {Xx(0)}])”
folgt via 221-2: AUB,BUA,AAB, BAA
€ Penat(f HQ \ {X(0)}]) 0iUsa P(f {x(0)}])-
4: Aus3“AUB,BUA,AAB,BAA

€ Penat(f 7HQ\ {X(0)}]) niUsa P(f ' [{x(0)}])" und

aus 1“dom x = Penar(f 1 [Q \ {X(0)}]) nsUsn P(f [{x(0)}])”
folgt: AUB,BUA, AAB, BAA € dom y.

]
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231-7. Hier geht es um TeilKlassen von domy, x ist (O,Q)alg2 von f. Die

Beweis-Reihenfolge ist a) - d) - ¢) - b):

231-7(Satz)
Es gelte:
=) x ist (O,Q)alg2 von f.
Dann folgt:
) Penat(f Q@ \ {x(0)}]) € dom .
b) Penar(f[Q]) C
¢) Penal(f T [{Xx(0)} U Q) € domx.
d) P(f{x(0)}]) € dom .

Beweis 231-7
1: Aus VS gleich “y ist (O,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3: dom x = Ponar(f7HQ \ {x(0)}]) asUsn P(f !
2.1: Via 221-3 gllt
Penat(f7HQ\ {X(0)}]) € Penar(f Q@ \ {x(0)}]) niUsn P(f
2.2: Via 221-3 gilt:

PUEX0)]) € Penar(f QN {X(0)}]) asUsa P~ {X(0)
ai

s
2.3: Via 221-3 gilt: Penart((fHQ\ {x(0)}])) U
FHQNAX(0)}]) nsUsa P

e

3.a): Aus 2.1“Peual(f~ [Q\{X( )

Penat(f 7@\ {X(0)}]) nsUsn P(f ' [{x(0)}])”

aus 1“dom x = Penar(f~ [ \ {X(0)}]) nsUsn P(f [{X( )37
folgt: Penar(fHQ\ {x(0)}]) €

3.d): Aus 2.2“P(f1[{x(0)}])

CPendl( RN\ {X(0)}]) aiUia P(f ' [{x(0)}])” und

aus 1“dom x = Penai(f '@ \ {X(0)}]) niUsn P(f~ [{x( )H)”
folgt: P(f'{x(0)}]) € domx.
3.1: Penat(F QN {x(0)3]) U (F X (0)3]) 272 P (f [{x(0)} U Q)).

3.2: Via 2-7 gilt: Q C{x(0)}uQ.
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Beweis 231-7 ...

4.1:

4.2:

5.¢):

5.1:

6.b):

Aus 3.1 P (£ 1Q\ (O} U (/ [{x(0)}]) =
s 2.3% P (1@ \ {x(O)}]) U (F [ (0)}]

folgt:
Penat(f 7 {x(0)} U Q)) € Penar(f 7@\ {X(0)}]) nsUsa P(f T {x(0)}])-

Aus 3.2¢Q C {x(0)}uQ”
folgt via 8-9: fHQIC A x(0)Fu Q]

Aus4.1¢ Pendl(f_l[{x(())} U@ )

C Penar(f "
aus 1“dom x = Penar(f 1@\ {X(0)}]) aiUsa P(f " [{x(0)}])"
folgt: Penar(f ' {x(0)} UQ]) € dom x.
Aus 4.1 Q] C [ {x(0)}uQ]”
folgt via 32-7: Penat(fQ]) € Penar(f {x(0)} UQ]).
Aus 5.1% Penai(f~ [Q]) C Penar(f T {x(0)} UQ])" und

aus 5.¢) “ Peuar(f 1 {x(0)} UQ]) C domx”
folgt via 0-6: Penar(f1Q]) € dom x.
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231-8. Unter Einsatz von 231-7 folgt Vorliegendes:

231-8(Satz)
Es gelte:

—) x ist (O,Q)alg2 von f.

=) “f(p) = x(0) " oder “f(p) € Q.

Dann folgt “{p} € domx”.

Beweis 231-8

1.

1.

1:

2:

Aus —) “x ist (0,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: f Funktion.

Aus —) “x ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-6: x(0) Menge.

: Aus 1.2“x(0) Menge”

folgt via 0-17: x(0) #U.

: Aus =) “(f(p) = x(0)) vV (f(p) € Q)" und

aus 2“y(0) £ U”
folgt: (f(p) =x(0) ZU) V (f(p) € Q).

: Aus 1.1 f Funktion” und

aus 3“(f(p) = x(0) #U) V (f(p) € Q)"
folgt via 227-3: pe fHxO0}uQl

: Aus 4“p e fAH{x(0)}uQ]”

folgt via 32-5: {r} € Penar(f ' [{x(0)} UQ)).

: Aus —) “y ist (O,Q)alg2 von f7”

folgt via 231-7: Penar(fH{x(0)} UQ]) C dom x.

t Aus 5°{p} € Penar(f ' [{x(0)} UQ])” und

aus 6 Penar(f ™' [{x(0)} UQ]) € dom x”
folgt via 0-4: {p} € dom x.

O
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231-9. Auch im Fall x ist (O,Q)alg2 von f kann dom y = {0} gelten:

231-9(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) x st (O,Q)alg2 von f.
...sind die Aussagen i), ii), iii), iv) dquivalent:
i) domyx = {0}.
ii) “x(0) € ran f7und “Q Nranf=0".
iii) x(0) # .f. ¢ Q auf dom f.
iv) “fT{x(0)}] = 0"und “f7HQ]=0".

Beweis 231-9 VS gleich dom y = {0}.

1: Aus =) “x ist (0,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: dom X = Penar(fHQ \ {x(0)}]) aiUsin P(f[{x(0)}]).

2: Aus 1“domx = Penar(fHQ \ {x(0)}]) niUin P(f7[{x(0)}])” und
aus VS gleich “domy = {0}”

folgt: Penat(f QN {X(0)}]) aslUsa P(f T {x(0)}]) = {0}

3: Aus 2% Penar (f71Q \ {Xx(0)}]) assn P(f T {x(0)}]) = {0}
folgt via 222-3: (x(0) ¢ ran f) A(QNran f =0).
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Beweis 231-9 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x(0) ¢ranf...”
folgt via 228-11:

1.2: Aus VS gleich “...QNranf=0"

folgt via 228-12:

2: Aus 1.1“f. # x(0) auf dom f”

folgt via 228-3:

VS gleich

1.1: Aus =) “x ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3:

1.2: Aus VS gleich “x(0) # .f ... auf dom f”

folgt via 228-3:

2.1: Aus 1.1“ f Funktion” und
aus 1.2 f. # x(0) auf dom f”
folgt via 229-8:

2.2: Aus 1.1“ f Funktion” und
aus VS gleich “... f. ¢ @ auf dom f”
folgt via 229-8:

3.1: Aus2.1“x(0) ¢ ran f”

folgt via 12-12:

3.2: Aus 2.2“QNranf=0"

folgt via 213-8:
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(x(0) & ran f) A (@ Nran f = 0).

f.- # x(0) auf dom f.

f. ¢ Q auf dom f

x(0) # .f auf dom f

x(0) # .f. ¢ @ auf dom f.

f Funktion.

f- # x(0) auf dom f.

x(0) & ran f.

QNranf=0.

X0} =0
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Beweis 231-9 VS gleich (fTHH{x(0)} =0) A (f7HQ] = 0).

1.1: Aus —) “y ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: dom X = Penat(f71Q\ {x(0)}]) aiUsin P(f[{x(0)}]).

1.2: Aus VS gleich “ f~'[{x(0)}] =0...” und
aus VS gleich “... f71[Q] =07

folgt via 222-3: Penar(fHQ\ {x(0)}]) niUsn P(f ' [{x(0)}]) = {0}
2: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: dom x = {0}.

]
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231-10. Nun wird 231-9 im Fall x(0) € @, x ist (O, Q)alg2 von f, betrach-
tet. Nach guten Vorbereitungen ergibt sich der Beweis durch Abgrasen friiherer
Resultate:

231-10(Satz)

Unter den Voraussetzungen . ..
—) x st (O,Q)alg2 von f.
- x(0) € Q.
...sind die Aussagen 1), ii), 1ii), iv) dquivalent:
i) domyx = {0}.
ii) QNranf =0.
iii) f. ¢ @ aufdom f.
iv) f1Q] = 0.
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Beweis 231-10

VS gleich

Aus —) “x ist (0,Q)alg2 von f”7 und
aus VS gleich “domy = {0}”
folgt via 231-9:

VS gleich

Aus VS gleich “QNranf=0"
folgt via 228-12:

VS gleich

1: Aus =) “x ist (O0,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3:

2: Aus 1“ f Funktion” und
aus VS gleich “ f. ¢ @ auf dom f”
folgt via 229-10:

3: Aus 2¢Q

Nranf=0"

folgt via 213-8:

8 gleich

1.1: Aus =) “x ist (O,Q)alg2 von f”

folgt via 226-3:

1.2: Aus =) “x(0) € @7 und
aus VS gleich “ f=1[Q] = 07

folgt via 222-4:

2: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt:

ALGEBRA #231

dom y = {0}.
@Nran f=0.
QNranf=0.

f. ¢ @Q auf dom f.
f. ¢ @ auf dom f.

f Funktion.
@Nranf=0.
Q=0
fQI=0

dom x = Penai(f @\ {X(0)}]) 0sUsa P(f T {x(0)}])-

Penar(f7HQ\ {X(0)}]) niUsn P(fH[{x(0)}]) = {0}.

dom y = {0}.
[
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231-11. Die Elemente von domy, x ist (0,Q)alg2 von f, haben klarer Weise
die in 224-2 formulierten Eigenschaften:

231-11(Satz)

As gelte:
—) x st (O,Q)alg2 von f.
—) A € domy.
Dann folgt:
a) AN STH{X(0} = AN SR\ AX(0)}].
B) AN RN AX(0} = A\ [T {x(0)}].
) x(AN fT{X(0)}]) = x(A\ f7HQ N\ {x(0)}])
d) (AN RN {X(0)}]) = x(A\ fH{x(0)}])

Beweis 231-11

1.1: Aus =) “x ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-1(Def): xist (3, F7HQ N\ {x(0)}], f'[x(0}])algl von f.

1.2: Aus —) “y ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: dom x = Penar(f7HQ \ {x(0)}]) aiUsn P(fH{x(0)}]).

2: Aus =) “A € domy” und
aus 1.2“dom x = Penai(f 7@ \ {X(0)}]) 0iVsa P(f T [{x(0)}])”
folgt: A € Perat(f O\ {X(0)}]) 0iUsn P(f 7 [{X(0)}]).

3.a): Aus 1.1%yist (O, f7HQ \ {x(0)}], f'[x(0}])algl von f” und
aus 2% A € Penat(f 7@\ {X(0)}]) niUsa P/~ [{X(0)}])”
folgt via 224-2: AN X)) = AN SR\ {X(0)}]-

3.b): Aus 1.1%y ist (O, F7HQ \ {x(0)}], f'[x(0}])algl von f” und
aus 2% A € Penar(f7Q\ {X(0)}]) nsUsn P(f T {Xx(0)}])”

folgt via 224-2: AN RN {X(0)}] = AN\ fH{x(0)}].
4.c): Aus 3.a)

folgt: XANFH{X(0)3]) = x(A\ F7HR N\ {x(0)}]).
4.d): Aus 3.b)

folgt: XANFHRNAX(0)}]) = x(A\ fFTH{x(0)}]).

]
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(p,U), U, q), UU).
Zu jeder Klasse gibt es eine ungleiche Menge(Unmenge, Klasse).

Ersterstellung: 14/02/13 Letzte Anderung: 18/02/13
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232-1. Warum vorliegende Aussagen erst nun den Weg in die Essays finden liegt
in dem Anspruch, an jeder Stelle so wenig wie moglich und so viel wie nétig
einzubringen, begriindet. Aussagen cf) folgt natiirlich aus ad) oder aus be) und
werden aus dsthetischen Griinden mitaufgenommen. Die Beweis-Reihenfolge ist
a)-d)-b)-e)-c)-1):

232-1(Satz)

a) (p,U) Unmenge.
b) (U, q) Unmenge.
d)
e)

(
(
c) (U,U) Unmenge.
(
(
£) (

Beweis 232-1 ad)

1: Via 0/ Axiom gilt: U Unmenge.
2.a): Aus 1“U Unmenge”
folgt via 92-3: (p,U) Unmenge.
3.d): Aus 2.a)“(p,U) Unmenge”
folgt via 0-1: (p,U) ¢ E.
be)
1: Via 0/ Axiom gilt: U Unmenge.
2.b): Aus 1“U Unmenge”
folgt via 92-3: (U, q) Unmenge.
3.e): Aus 2.b) “(p,U) Unmenge”
folgt via 0-1: U,q) ¢ E.
cf)
1.c): Via des bereits bewiesenen a) gilt: (U,U) Unmenge.
1.£): Via des bereits bewiesenen d) gilt: (U,U) ¢ E.

]
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232-2. Zu jeder Klasse gibt es eine ungleiche (Un-)Menge. Konsequenter Weise
gibt es zu jeder Klasse eine ungleiche Klasse:

232-2(Satz)
a) 30 : (Q Menge) A (Q # ).
b) 3Q: (Q Unmenge) A (Q # 1),
¢) 30:Q #u1.
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Beweis 232-2 a)

1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

323

2.1: Via SingeltonAxiom gilt:
2.2: Via 1-5 gilt:

2.3: Es gilt:

3.1: Aus 2.3%...Q={0}" und

aus 2.1“{0} Menge”
folgt:

3.2: Aus 2.2“0# {0}” und
aus 2.3“...Q = {0}”

folgt:

4: Aus1.1.Fall“z =0" und
aus 3.2“0 £ Q7
folgt:

5: Aus 2.3“3Q...7,
aus 3.1“Q Menge” und

z = 0.
{0} Menge.

0 # {0}.
30 : Q = {0}.

Q Menge.

0+ Q.

x # Q.

4: Aus2.1“3Q...7,
aus 3.1“0 Menge” und
aus 3.2“0 £ z”
folgt:

aus 4“x # Q7
folgt: 30 : (2 Menge) A (2 # ).
1.2.Fall 0 # x.

2.1: Es gilt: 30 :Q=0.
2.2: Via 0U{Axiom gilt: 0 Menge.
3.1: Aus2.1¢...Q=0" und

aus 2.2“0 Menge”

folgt: Q Menge.
3.2: Aus 1.2.Fall“0 # z” und

aus 2.1%...Q2=0"

folgt: O #x.

3Q : (2 Menge) A (Q # ).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

3 : (2 Menge) A (2 # x).
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Beweis 232-2 b)

1:
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Es gilt: (x=U)V (x#U)
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x=U.
2.1: Via 6-12 gilt: UxUF+U.
2.2: Via 7-23 gilt: U x U Unmenge.
2.3: Es gilt: d0:Q=UxU.
3.1: Aus 2.3“...Q=UXxU" und
aus 2.2“U x U Unmenge”
folgt: Q Unmenge.
3.2: Aus2.3“..Q=UXU" und
aus 2. 1“U XU #U”
folgt: Q#U.
4: Aus 3.2“Q0#U7 und
aus 1.1.Fall“z =U"
folgt: Q # .
5: Aus 2.3“3Q...7,
aus 3.1“Q Unmenge” und
aus 4“Q # z”
folgt: 3 : (2 Unmenge) A (2 # ).
1.2.Fall x#U.
2.1: Via 0/ Axiom gilt: U Unmenge.
2.2: Es gilt: IN:Q=U.
3.1: Aus2.24...Q=U" und
aus 1.2.Fall“x # U”
folgt: x # Q.
3.2: Aus 2.24...Q=U" und
aus 2.1“U Unmenge”
folgt: Q Unmenge.
4: Aus 2.2“30Q...7,
aus 3.2“() Unmenge” und
aus 3.1z # Q7
folgt: 3Q : (2 Unmenge) A (2 # ).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

3Q : (Q Unmenge) A (Q # x).
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Beweis 232-2 ¢)

Via des bereits bewiesenen a) gilt: 30 Q £ .
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domO = @ x @ und o ist Oneutral auf Q).
domO = @ x @ und O kommutativ auf Q).
domO = ) x @ und O assoziativ auf Q).
z(p) und o ist Oneutral auf {x(X\) : A € dom z}.
z(p) und O kommutativ auf {z(\) : A € domz}.
z(p) und O assoziativ auf {x(A\) : A € dom z}.

Ersterstellung: 18/02/13 Letzte Anderung: 20/02/13
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233-1. Als Vorbereitung fiir das Folgende wird hier ein unscheinbar wirkendes
Hilfsresultat gebracht:

233-1(Satz)

a) ¢q.OU=U.
b) UOp=U.
c) UDU=U.

ALG-Notation.

Beweis 233-1 a)

1: Via 232-1 gilt: (q,U) ¢ dom OI.
2: Aus 1“(q,U) ¢ domO”
folgt via 93-3: qg-O0U=U.
b)
1: Via 232-1 gilt: (U, p) ¢ dom O.
2: Aus 1“(U,p) ¢ domO”
folgt via 93-3: UDOp=U.
c)
Via des bereits bewiesenen a) gilt: UDOU=U.
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233-2. Aus der Arithmetik vertraute allgemeine Aussagen iiber Oneutrale Ele-
mente werden hier unter Einsatz von 233-1 in allgemeineren Rahmen bewiesen.
Die Beweis-Reihenfolge ist i) = iv) = iii) = ii) = 1i):

233-2(Satz)
Unter den Voraussetzungen ...
=) domO =@ x Q.
—) o ist Oneutral auf Q.
...sind die Aussagen i), ii), iii), iv) dquivalent:
i) z 0o0=ux.
ii) o Ox =x.
iii) r Oo=002x=12x.

iv) (x€Q)V (z=U).

ALG-Notation.
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1:

329

3: Aus 2“(x,0) ¢ Q@ x Q7 und
aus —) “domO=Q x Q"7
folgt:

4: Aus 3“(z,0) ¢ domO”
folgt via 93-3:

5: Aus4“z 00=U" und
aus VS gleich “z_ 0D o=2x"
folgt:

Beweis 233-2 VS gleich r_Oo=ux.
Es gilt: (xe@)V(x¢Q).
Fallunterscheidung‘

vEQ.
v Q.

2: Aus1.2.Fall“z ¢ Q”
folgt via 92-1: (z,0) ¢ Q X Q.

(z,0) ¢ domO.

z_O.0=U.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
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Beweis 233-2 VS gleich

1:

Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

ALGEBRA #3233

(z€Q)V(x=U).

(xeQ)V(x=U).

aus 1.1.Fall“z € 7
folgt via 208-1(Def):

Aus —) “o ist Oneutral auf 7 und

T € Q.

r.Oo0o=00.1x==x.

2.1:
2.2:

aus 2.2 0.2 = ...
folgt:

3: Aus 2.1z 00=...=

x_O_o

o 0 x

U_Ooo
o O U

r=U.

233—-1 1.2.Fall
= = x

U
u

233—-1 1.2.Fall
= = €T

r Oo=o002x=u=x.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

VS gleich

Aus VS gleich “z. 0 o0=00x=2"

folgt:

rx O 0o=o00.x=uwx.

r -Oo=o0o0Ox =2

o0 x =ux.
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Beweis 233-2 VS gleich o0x=ux.
1: Es gilt: (xe@)V(x¢Q).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall z€Q.
Aus —) “o ist Oneutral auf Q7 und
aus 1.1.Fall“z € 7
folgt via 208-1(Def): x Oo0=zx.
1.2.Fall z¢ Q.
2: Aus1.2.Fall“z ¢ Q”
folgt via 92-1: (0,z) ¢ Q X Q.
3: Aus 2“(0,z) ¢ Q X Q7 und
aus =) “domO =Q x Q”
folgt: (o,z) ¢ domO.
4: Aus 3“(o,z) ¢ domO”
folgt via 93-3: oOx=U.
5: Aus4“o.0x=U" und
aus VS gleich “o. 0 x=2x"
folgt: z=U.
6: s 002U PE YL s
7: Aus 6
folgt: r-O0==x.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: r_Oo=ux.
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233-3. Hier zeigen sich aus der Arithmetik vertraute Aussagen iiber Kommuta-
tivitat und Assoziativitit in groflerer Allgemeinheit:

233-3(Satz)
Aus “domO =@ x Q7 und ...
a) ...und “0O kommutativ auf Q7 folgt “x_ 0y =y Ox”.

b) ...und “O assoziativ auf Q” folgt “x_0_(y O z) = (z_O_y) 02",

ALG-Notation.
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Beweis 233-3 a) VS gleich

1:

Es gilt:
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(domO = Q x Q) A (O kommutativ auf Q).

(z,y) € @xQ)V ((z,y) € Q x Q).

’Fallunterscheidung‘

2:

Aus 1.1.Fall®(z,y) € Q x Q”
folgt via 6-6:

: Aus VS gleich “...0 kommutativ auf Q7 und

aus 2“(r € QAN (yeqQ)”
folgt via 210-1(Def):

(r,y) €QxQ.

(ze@Q)N(yeQ).

r Oy=y Oz

2:

Aus 1.2.Fall“(z,y) ¢ Q@ x Q"
folgt via 92-1:

: Aus 2

folgt:

P Aus 34 (y¢ Q) V(r ¢Q)”

folgt via 92-1:

: Aus 1.2.Fall“(z,y) ¢ Q@ x Q" und

aus VS gleich “domO0=Q x Q...”
folgt:

: Aus 44 (y,x) ¢ Q x Q7 und

aus VS gleich “domO =Q x Q"
folgt:

: Aus 5.1%(x,y) ¢ domO”

folgt via 93-3:

: Aus 5.2%(y,x) ¢ domO”

folgt via 93-3:

: Aus 6.1 und

aus 6.2
folgt:

(z,y) ¢ Q x Q.
(¢Q)V(y¢Q).
(¢ Q)V(ré¢Q).

(y,2) £ Q X Q.

(z,y) ¢ domO.

(y,z) ¢ domO.
r Oy=U.

y-Ox=U.

r Oy=y 0O

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

r Oy=y O



334 ALGEBRA #1233

Beweis 233-3 b) VS gleich (domO =@ x Q) A (O assoziativ auf Q).
1: Es gilt: (r,4,2€QV(@gQ)VYEQ V(2 ¢ Q).
’Fallunterscheidung‘
2,9,% € Q.
Aus VS gleich “...0O assoziativ auf Q7 und
aus 1.1.Fall“x,y,z € Q"
folgt via 211-1(Def): x 0 (yOz)=(zrOy) Oz
v ¢ Q.
2.1: Aus1.2.Fall“z ¢ @
folgt via 92-1: (x,y) ¢ Q x Q.
2.2: Aus 1.2.Fall“x ¢ @
folgt via 92-1: (r,y-02) ¢ Q x Q.

3.1: Aus 2.1%(z,y) ¢ Q x Q7 und
aus VS gleich “domO0=Q xQ...”
folgt: (z,y) ¢ domO.

3.2: Aus 2.2%(z,y-0.2) ¢ Q x Q7 und
aus VS gleich “domO=Q x Q...”

folgt: (x,y-0_z) ¢ dom O.
4.1: Aus 3.1%(z,y) ¢ domO”
folgt via 93-3: rx Oy=U.
4.2: Aus 3.2%(z,y.0.2) ¢ domO”
folgt via 93-3: x O (yO.z)=U.
5: r 0 (yOz) 2y y oY w0y o
6: Aus 5

folgt: z-0_(y-0.z) = (z_0y)-0O_z.
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Beweis 233-3 b) VS gleich (domO =@ x Q) A (O assoziativ auf Q).

’Fallunterscheidung‘

1.3.Fall yéEe.
2.1: Aus 1.3.Fall“y¢ Q"

folgt via 92-1: (@,9) £ Q* Q.
2.2: Aus 1.3.Fall“y ¢ Q”

folgt via 92-1: (v,2) £ Q x Q.

3.1: Aus 2.1“(z,y) ¢ Q@ x Q” und
aus VS gleich “domO=Q xQ...”
folgt: (z,y) ¢ domO.

3.2: Aus2.2%(y,2) ¢ Q@ x Q7 und
aus VS gleich “domO0=Q xQ...”

folgt: (y,z) ¢ domO.

4.1: Aus 3.1“(z,y) ¢ domO”
folgt via 93-3: rx Oy=U.

4.2: Aus 3.2%(y,z) ¢ domOd”
folgt via 93-3: yOz=U.
5: s 0 (y0z) e ou®®2 u*2 y oY @oy o

6: Ausb
folgt: z-0_(y-0_z) = (z_0y)-0O_z.
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Beweis 233-3 b) VS gleich (domO =@ x Q) A (O assoziativ auf Q).

’Fallunterscheidung‘

1.4.Fall 2 ¢ Q.
2.1: Aus 1.4.Fall“z ¢ @

folgt via 92-1: (y,2) ¢ Q x Q.
2.2: Aus1.4.Fall“z ¢ Q7

folgt via 92-1: (xO0y,2) ¢ Q X Q.

3.1: Aus2.1“(y,2) ¢ Q@ x Q7 und
aus VS gleich “domO=Q xQ...”
folgt: (y,z) ¢ domO.

3.2: Aus2.2¢(x.0.y,2) ¢ Q@ x Q7 und
aus VS gleich “domO0=Q xQ...”

folgt: (z_O_y,z) ¢ domO.
4.1: Aus 3.1%(y,z) ¢ domQO?”
folgt via 93-3: yOz=U.
4.2: Aus 3.2%(z_0Oy,z) ¢ domO”
folgt via 93-3: (x.Oy)Oz=U.
5: 20 (y02) 2 20U >E Y2 (2.0y) 0z
6: Aus 5
folgt: x 0 (y-O_z) = (x_0y)-0O_z.
Ende Fallunterscheidung|In allen Fallen gilt: r 0 (yOz)=(rOy) Oz

]
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233-4. Eine weitere auch an sich interessante Folgerung aus 233-1 ist die nun
vorliegenden Aussagen, in denen eine “(@)-wertige” Funktion f involviert ist und
o auf ) Oneutral ist:

233-4(Satz)
Es gelte:
=) domO =@ x Q.
—) o ist Oneutral auf Q.
—) [ Funktion.
=) ranf C Q.

Dann folgt * f(p)-0-0=o00_f(p) = f(p)”.

ALG-Notation.
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Beweis 233-4

1.1: Aus —) “ f Funktion”

1.

2:

folgt via 124-1: (f(p) eran f) Vv (f(p) =U).
Fallunterscheidung‘
/(p) € ran f.

Aus 1.1.1.Fall“ f(p) € ran f” und
aus =) “ran f C Q7

folgt via 0-4: fp) € Q.
1.1.2.Fall flp) =U.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Aus =) “domO=Q x Q"

aus —) “o ist Oneutral auf Q7 und

aus A1 gleich “(f(p) € Q) V (f(p) =U)”

folgt via 233-2: f(p)-O0.0=00_f(p) = f(p).
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233-5. Eine in einigen Zusammenhéngen méoglicherweise besser zitierbare Version
von 233-4 ist vorliegende Aussage:

233-5(Satz)

Es gelte:
=) domO =Q x Q.
—) o ist Oneutral auf Q.
=) f:D— Q.

Dann folgt “f(p)-8-0=00_f(p) = f(p)”.

ALG-Notation.

Beweis 233-5

1: Aus ) “f: D — Q7"
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (ran f C Q).

2: Aus ) “domO=0Q x Q"7
aus —) “o ist Oneutral auf Q)7 ,
aus 1“ f Funktion...” und
aus 1“...ranf C Q7
folgt via 233-4: f(p)-O_0=o0.0_f(p) = f(p).
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233-6. Die nunmehrigen Aussagen verallgemeinern einerseits 233-4, indem weni-
ger zu iiberpriifen ist, andererseits lassen sie auch 233-3 in etwas anderem Licht
erscheinen:

233-6(Satz)

a) Aus “Va: (a € domz) = (z(a) 0.0 =z(a))”
folgt “x(p)-D-0 = x(p)”.

b) Aus “Va: (a € domz) = (0-0.z(a) = z(a))”
folgt “0.D_x(p) = z(p)”.

c) Aus “Va:(a € domz) = (z(a) 00 =0-0zx(a) =z(a))”
folgt “z(p)-D-0=0.8.x(p) = z(p)”.

d) Aus “Va,B: (o, € domz) = (z(a)-02(f) = z(8)-Ox(a))”
Jolgt “x(p)Bx(q) = x(q)-Bx(p)”.

e) Aus “Vo,B,7v: (o, 8,7 € dom
= (2(e) B (z(8)-B-2(7)) = (z(a)-Dx(8))-Dx(y))”
(p

Jolgt “x(p) B (2(q) B-x(r)) = (x(p)-B-2(q)) Bx(r)”.

ALG-Notation.
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Beweis 233-6 a) VS gleich
1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘
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Va: (a € domz) = (z(a)-0.0 = z(a)).

(p € domz) V (p ¢ dom ).

Aus 1.1.Fall“p € domz” und
aus VS gleich “Va : (o € domz) = (z(a)-0.0 = z(«a))”

p € dom zx.

folgt: z(p)-O.-0 = z(p)
1.2.Fall p ¢ dom z.
2: Aus 1.2.Fall“p ¢ doma”
folgt via 17-4: z(p) =U.
3: z(p)-0.02U D0 By 2 x(p).
4: Aus 3
folgt: z(p)-0-0 = z(p).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

b) VS gleich
1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

Va: (a € domz) = (0-O.z(a) = z(a)).

(p € domz) V (p ¢ dom ).

Aus 1.1.Fall“p € domz” und
aus VS gleich “Va : (o € domz) = (o-O_z(a) = z(a))”

p € dom .

folgt: o-0_z(p) = x(p)
1.2.Fall p ¢ domzx
2: Aus 1.2.Fall“p ¢ domua”
folgt via 17-4: z(p)=U
3: oOx(p) 200U By 2 z(p).
4: Aus 3
folgt: 0-0_z(p) = z(p).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

0-0-x(p) = z(p).
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c) VS gleich

1:

Es gilt:

ALGEBRA #3233

Va: (o € domz) = (z(a) 0.0 =0 0. x(a) = x(a)).

(p € domz) V (p ¢ domz).

’Fallunterscheidung‘

p € dom .

Aus 1.1.Fall“p € domz” und
aus VS gleich “Va : (o € domz) = (z(a)-0.0 = 0 O_z(a) = z())”

folgt: z(p). 0.0 = 0.0 x(p) = z(p).
1.2.Fall p ¢ domz.
2: Aus 1.2.Fall“p ¢ domz”
folgt via 17-4: z(p) =U.
3.1: 2(p)-O02U D0 231y 2 x(p).
3.2: oOx(p) 200U By 2 x(p).
4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: z(p). 0.0 = 0. 0_x(p) = z(p).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

z(p)-0-0 = 0-0-x(p) = z(p).
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Beweis 233-6 d)
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VS gleich Vo, B : (a, f € domzx) = (x(a) Ox(f) = z(6) O.x(a)).
1: Es gilt: (p,q € domz) V (p ¢ domz) V (¢ ¢ domx).
Fallunterscheidung‘
p.q € domz.

Aus 1.1.Fall“p,q € domz” und

folgt: z(p)-O-z(q) = z(¢)-O-z(p).

1.2.Fall p ¢ domz.
2: Aus 1.2.Fall“p ¢ doma”
folgt via 17-4: z(p) =U.
3: z(p)-O_x(q) 2 U_D_x(q) BEAY B () oU 2 x(g)-O_xz(p).
4: Aus 3
folgt: z(p)-Bx(q) = 2(¢)-O-x(p).
1.3.Fall q ¢ domz.
2: Aus 1.3.Fall“g ¢ doma”
folgt via 17-4: z(q) =U.
3: a(p)Balg) Zap) 0u P UPE U O L(p) £ 2(g) Da(p).
4: Aus 3
folgt: z(p)-Dx(q) = z(¢)-O-z(p).

In allen Fallen gilt: z(p)-0_z(q) = z(q)-O_x(p).
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Beweis 233-6 e) VS gleich

ALGEBRA #3233

Vo, B, : (o, B,y € domx)

= (2(a)-O(2(8).0.2(7)) = (2(a)-D.2(8))-0_2(7)).

1: Es gilt: (p,q,7 € domz) V (p ¢ domz) V (¢ ¢ domzx) V (r ¢ domz).
Fallunterscheidung‘
p.q,r € domz.

Aus 1.1.Fall“p,q,r € domz” und
aus VS gleich “Va, 8,7 : («, 8,7 € domz)

= (2(a)-0-(z(8).0.2(7)) = (¢(a).0_2(8))Dx(7))"

3:

4: Aus 3
folgt:

folat: 2(p) 0_(2(q) D2(r)) = (+(p) Ds(q)) Dx(r).
b doma

2: Aus 1.2.Fall“p ¢ domua”
folgt via 17-4: z(p)=U
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Beweis 233-6 e) VS gleich Vo, B,7v : (o, B,y € domx)
= (2(0).0(2(8) D2(x)) = (x(a) O.a(8))-Or(7)).

’Fallunterscheidung‘
q ¢ dom.
2: Aus 1.3.Fall“q ¢ doma”
folgt via 17-4: z(q) =U.
3: z(p)-B-(x(q)-B-z(r))
2 2(p)-0-(U-0-x(r))
23; 1 ( ),DJ/{
232—1 u
23i IZ/{J:‘ (7")
P2 (a(p)-DU) Da(r)
2 (¢(p)-02(q))-D2(r)
4: Aus 3
folgt: (p)-B-(x(q)-B-x(r)) = (x(p)-D-x(q))-Oz(r).
r ¢ domx.
2: Aus 1.4.Fall“r ¢ doma”
folgt via 17-4: x(r)=U.
3: z(p)-B-(x(q)-B-z(r))
2 2(p)-D(z(q) O U)
233—-1 ( ),DJ/{
232—1 U
2 (2(p)-Doa(e)-0U
Z (2(p) D(g) Doa(r)
4: Aus 3
folgt: z(p)-O(x(q)-Bx(r)) = (x(p)-D-(q))-B-x(r).




346 ALGEBRA #233

Beweis 233-6 e) VS gleich Vo, B, : (o, B,y € domx)
= (2(0).0(2(8) D2(y)) = (x(a) O.a(8)).Or(7)).

’Fallunterscheidung‘

|Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

2(p)-O-(2(q) Ox(r)) = (ft(p)Dw(Q))Dx(%
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x ist (O, Q)alg2 von f: Rechnen mit .

Ersterstellung: 31/01/13 Letzte Anderung: 26,/03/13
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234-1. Unter der Voraussetzung x ist (0, @)alg2 von f ist O kommutativ auf
{x(0)} U(@nNran f) und x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U (Q Nran f):

234-1(Satz)
Es gelte:
—) x st (O,Q)alg2 von f.
Dann folgt:
a) O kommutativ auf {x(0)} U (Q Nran f).

b) x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U (Q Nran f).
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Beweis 234-1

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

2.3:

4.a):

4.b):

Aus —) “x ist (0,Q)alg2 von f”
folgt via 226-1(Def): x ist (3, f~HQ \ {x(0)}], f[{x(0)}])algl von f.

Aus —) “x ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: f Funktion.

Aus 1.1%y st (O, f7HQ\ {x(0)}], f~'[{x(0)}])algl von f~
folgt via 224-7:

0 kommutativ auf {x(0)} U f[f7Q\ {x(0)}] U /= [{x(0) }]].

Aus 1.1%y st (O, f7HQ\ {x(0)}], f~'[{x(0)}])algl von f~
folgt via 224-7:

x(0) ist Oneutral auf {x(0)} U f[f 7@\ {x(0)} U f~ [{x(0)}].

Aus 1.2 f Funktion”
folgt via 227-5: {xO)}U fIf T H{x(0)F U Q) = {x(0)} U(QNran f).

{X(0)} U FFHQ N\ IO U £ {x(0)})]
"= IX(0)} U ST @Q\ {x(0)}) U {x(0)}]
P22 O} U A 0)} U Q)]

2 XxO0)}u(@nranf).

Aus 2.1%0 kommutativ auf

{x(0 )}Uf[ o\ {x )}] ST Ex(0)}]]” und

aus 3 {x(0)} U fI/TQ\ (O} U ST {x(0)}] =
— (\(0)} U(QNran fy
folgt: 0 kommutatlv auf {x(0)} U (QNranf).

Aus 2.2“x(0) ist Oneutral auf
{x(0 )}Uf[ o\ {x )}] ST X (0) 1] und
aus 3 {x(0)} U [/ @\ {x(0)} U [~ {x(0)}]] =

— (x(0)} U (Qnran f)°
folgt: x(0) ist Dneutral auf {x(0)} U (Q Nran f).

O
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234-2. Via 224-9,10,11 ergeben sich verschiedene Spezialfille einer méglichen
Assoziativitat von O. Meiner momentanen Einschitzung nach hat das vorliegende
Resultat das grofite Potential spéter eingesetzt zu werden:

234-2(Satz)
Es gelte:
) y ist (0, Q)alg2 von .
) a,b,c € ({x(0)}UQ)Nran f.
=) pFqFTrFDp.
) a=f(p) und b= f(q) und c = f(r).

Dann folgt “a_0_(b_0O_c) = (a_0_b) O_c¢”.

ALG-Notation.
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Beweis 234-2

1.1:

1.2:

Aus —) “x ist (0,Q)alg2 von f”
folgt via 226-1(Def): x ist (3, f~HQ \ {x(0)}], f[{x(0)}])algl von f.

Aus —) “x ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: f Funktion.

: Aus 1.2 f Funktion”

folgt via 18-33: X0 U Q) = ({x(0)}u@)Nran f.
RN X (O U fH{x(0) H]

= FIFH@N {x(0)}) U {X(0)})]]

22 )} U Q)

2 ({x(0}uQ)nran f.

: Aus =) “a,b,c€ ({x(0)}U@Q)Nranf” und

aus 3% ff QN (O U SO} = ... = ({(x(0)}u@) N ranf”

folgt: a,bye € FIFQN {x(0)}] U F (O}
: Aus =) “a= f(p)..

aus —) “ = f(q )

aus —) ¢ = f(r ) und

aus 44a,b,c € f[f RN X U f {x(0 B

folgt: f), fla), f(r) € FIFHQNAXO)H U f {x(0) }].

: Aus 1.2 f Funktion” und

aus 5 f(p), f(q), f(r) € fIf 7R\ X0} U f [{x(0)}]”
folgt via 227-7: pigr € fHRNAXO0)H U fF{x(0)}].

tAus 1.1 yist (O, f7HQ N {x(0)}, £ [{x(0)}])algl von f7,

aus 6“p,q,r € f7HQ\ {x(0)}] U fT{x(0)}]7,

aus ) “pFq#r#p’ und

aus =) “(a= f(p)) A (b= f(@) A (c=f(r))”

folgt via 224-8: a-0.(b-0.c¢) = (a-0b)_O_c
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234-3. Die nunmehrigen, vermutlich vertraut scheinenden Rechenregeln fiir x, x
ist (O,Q)alg2 von f, gelten nicht nur auf dom y. Die Beweis-Reihenfolge ist a)

-e)-b)-c)-d):

234-3(Satz)
Es gelte:

—) x ist (O0,Q)alg2 von f.
Dann folgt:

a) x(0)-0-x(0) = x(0).

b) x( )
) x(E)-8-x(0) = x(E).
d) x(E)-D-x(0) = x(0)-0x(E) = x(E).

(

e) x

ALG-Notation.

Beweis 234-3 a)

1: Aus =) “x ist (O,Q)alg2 von f”

folgt via 226-1(Def): x ist (3, f71Q \ {x(0)}], fF*[{x(0)}])algl von f.

2: Aus 1%x ist (O, f7HQ\{X(0)}], /7' {x(0)}])algl von f”

folgt via 224-7: x(0)_8_x(0) = x(0).
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Beweis 234-3 e)

Themal.1 a, 3 € domy.

2.1: Aus =) “x ist (O0,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-1(Def):
x st (O, f7HQ N\ {x(0)}, f 7 [{x(0)}])algl von f.

2.2: Aus =) “x ist (O,Q)alg2 von f...”
folgt via 226-3:

dom X = Pendl(f_l[{X(())} U Q]) niUin P(f_l[{X(O)}])

3: Aus Themal.1“a, S € domy” und
aus 1.2“dom y

= Penat (/T [{X(0)} U Q)) Ui P(f [{X(0)}])”

@, € Penat(f T [{X(0)} U Q]) nsUsn P(f~ [{x(0)}])-
4: Aus 2.1y ist (O, f7HQ N\ {x(0)}], f7 {x(0)}])alg 1

von f” und

aus 3“a, B € Penat (' {x(0)}UQ]) alin P(f{x(0)}])”

folgt via 224-6:
x(@) Ox(B) = x(B)-O-x(a).

folgt:

Ergo Themal.1:|A1l| “Vo, [ : (o, 8 € domx) = (x(a)-O-x(8) = x(5)-O-x())”

1.2: Aus A1 gleich “Va, 8 : (o, 5 € dom ) = (x(«
folgt via 233-6: X(E)-O.x(D) = x(D)-0_x(FE).
b)

Aus —) “x ist (O, Q)alg2 von f7”
folgt via des bereits bewiesenen e): X(E)-O.x(0) = x(0)_O_x(E).
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Beweis 234-3 c)

Themal.1 a € dom y.

Aus =) “x ist (O,Q)alg2 von f” und
aus Themal.1“«a € dom y”
folgt via 226-5: x(a)-O.x(0) = x(a).

Ergo Themal.1: Al| “Va: (a € domy) = (x(a)-O.x(0) = x(«))”

2.1: Aus A1 gleich “Va: (aw € dom x) = (x(a)-O_x(0) = x(«))”

folgt via 233-6: X(E) O.x(0) = x(F).
d)
1.1: Aus —) “y ist (O,Q)alg2 von f”

folgt via des bereits bewiesenen c): X(E)-O.x(0) = x(E).
1.2: Aus —) “y ist (O,Q)alg2 von f”

folgt via des bereits bewiesenen e): X(E)-O_x(0) = x(0)-O_x(E).

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: X(E)-D-x(0) = x(0)-Bx(E) = x(E).
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234-4. Vielleicht nicht gerade an optimaler Stelle und fiir das Folgende mit ver-
einfachender Wirkung wird hier eine Aquivalenz betreffend N € P(f~'[{x(0)}],
X ist (O,Q)alg2 von f, etabliert:

234-4(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..

—) x ist (0,Q)alg2 von f.

...sind die Aussagen 1), 1i), 1ii) dquivalent:
1) N e P(f~{x(0)}]).

ii) “N C f7U{x(0)}]”und “N Menge”.

iii) “f.=x(0) auf N”und “N Menge”.
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Beweis 234-4 VS gleich N e P(f [{x(0)}]).
Aus VS gleich “N € P71 [{x(0)}]”
folgt via 0-26: (N C f7'{x(0)}]) A (N Menge).
VS gleich (N C fH{x(0)}]) A (N Menge).
1: Aus =) “x ist (O,Q)alg2 von f”
folgt via 226-3: f Funktion.

2: Aus 1“ f Funktion” und
aus VS gleich “N C f~'[{x(0)}]...”
folgt via 229-6: f-=x(0) auf N.

3: Aus 2“f. = x(0) auf N7 und
aus VS gleich “... N Menge”

folgt: (f. = x(0) auf N) A (N Menge).

VS gleich (f. = x(0) auf N) A (N Menge).
1: Aus VS gleich “... f. = x(0) auf N...”

folgt via 228-8: N C f~H{x(0)}].

2: Aus 1“N C f~1{x(0)}]” und
aus VS gleich “... N Menge”
folgt via 0-26: N e P(f~{x(0)}]).
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234-5. Hier wird x(/N) von Mengen N mit f. = x(0) auf N, x ist (O, Q)alg2
von f, untersucht:

234-5(Satz)
Es gelte:
—) x ist (O,Q)alg2 von f.
=) f.=x(0) auf N.
—) N Menge.
Dann folgt:
a) X(N) = x(0).
b) X(E)-Ox(N) = \(E).

) X(E)-Ox(N) = x(N)-Ox(E) = x(E).

ALG-Notation.
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Beweis 234-5

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

2.a):

3.b):

3.c):

Aus —) “x ist (0,Q)alg2 von f”
folgt via 226-1(Def): x ist (3, f~HQ \ {x(0)}], f[{x(0)}])algl von f.

Aus —) “x ist (0,Q)alg2 von f”
folgt via 234-3: X(E)-O.x(0) = x(E).

Aus —) “x ist (0,Q)alg2 von f”
folgt via 234-3: X(E)-O.x(0) = x(0)_O_x(E) = x(E).

Aus —) “x ist (O,Q)alg2 von f7,

aus =) “ f. = x(0) auf N7 und

aus —) “ N Menge”

folgt via 234-4: N e P(f~'[{x(0)}]).

Aus 1.1y ist (O, fHQ\ {x(0)}], f[{x(0)}])algl von f” und
aus 1.4“N € P(f~[{x(0)}])”
folgt via 224-3: X(N) = x(0).

Aus 1.2y (F)-O0.x(0) = x(F)” und
aus 2.a) “x(N) = x(0)”
folgt: X(E)-Dx(N) = x(E).

Aus 1.3y (F)-O0.x(0) = x(0)-Ox(E) = x(E)” und
aus 2.a) “x(N) = x(0)”
folgt: X(E)-Bx(N) = x(N)-BX(E) = x(E).



Literatur Essays 155-248 359

F. Erwe, Differential- und Integralrechnung. Band 1,
B.I. Mannheim/Wien/Ziirich, 1962.

J. Kelley, General Topology, Springer, 1961.

e E. Landau, Grundlagen der Analysis, Wiss. Buchgesellschaft Darmstadt,
1970.

matlab Version 7.2.0.294 (R2006a) 27.01.2006, Dokumentation.

e W. Rudin, Real and Complexr Analysis, McGraw-Hill, 1987(3).



