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Aufgabe 1

10 Punkte

Mohamed backt Kekse. Dazu verwendet er zwei Ausstechformen: ein gleichseitiges Dreieck
und einen gleichseitigen sechseckigen Stern wie in der Abbildung.

Mohameds Ausstechformen

Beide Formen haben den gleichen Umfang. Die Kekse aus der dreieckigen Form haben
einen Flicheninhalt von jeweils 4 Quadratzentimetern. Wie grof ist dann die Fliche eines
sternformigen Kekses? Eure Antwort ist zu begriinden.

Losung

Ist a die Seitenldnge des Sterns, so ist 12a sein Umfang. Da beide Formen den gleichen
Umfang haben, ist die Seitenldnge des Dreiecks 4a. Die Abbildung zeigt, wie das Dreieck
in 16 gleichseitige Dreiecke der Seitenléinge a und der Stern in 12 gleichseitige Dreiecke
der Seitenlénge a zerlegt werden kann.

Zerlegung des Dreiecks und des Sterns in kongruente gleichseitige Dreiecke

Das Verhéltnis der Flacheninhalte des Sterns und des Dreiecks ist daher 3:4. Die sternfor-
migen Kekse haben damit einen Flacheninhalt von 3 Quadratzentimetern. a



Aufgabe 2

3+34+4 Punkte

Die Stadt Metropolis ist ein Wiirfel, dessen Ecken Héuser, dessen Kanten Strafien und
dessen Seitenflichen Plitze sind. In der Abbildung wird exemplarisch das Haus H, die
Strafle S und der Platz P dargestellt.

Stadtplan von Metropolis

a) Die Bewohnerinnen von Metropolis méchten ihre Hauser so mit den Zahlen von 1 bis 8
nummerieren, dass jede Zahl genau einmal vorkommt und fiir jeden Platz die Summe der
Hausnummern der vier angrenzenden Héuser stets dieselbe Zahl £ ist. Findet heraus, was
k ist! Eure Antwort ist zu begriinden. Gebt aulerdem eine Nummerierung der Héuser an,
die diese Eigenschaft erfiillt.

b) Nun mochten die Einwohnerinnen auch ihre Strafen so mit den Zahlen von 1 bis
12 nummerieren, dass jede Zahl genau einmal vorkommt und sich fiir jeden Platz die
Nummern der vier angrenzenden Straflen zu der stets gleichen Zahl [ summieren. Findet
heraus, was [ ist, begriindet eure Antwort, und gebt eine entsprechende Nummerierung
der Straflen an.

c) Die Stadtverwaltung von Metropolis beschlieit, dass die Hauser so in jeweils einer
Farbe gestrichen werden sollen, dass zwei durch eine Strafle verbundene Héuser verschie-
dene Farben haben. Die Stadtverwaltung beauftragt Dr. Mabuse damit, jedem Haus zwei
Farbeimer mit verschiedenen Farben zu bringen. Allerdings liegt Dr. Mabuse mit der
Verwaltung im Streit und méchte ihren Plan durchkreuzen. Kann ihm das gelingen?

Falls ja, gebt eine Verteilung von je zwei Farben auf die Hauser an und begriindet, dass es
bei jeder Auswahl aus diesen Farben stets zwei durch eine Kante verbundene Ecken geben
wird, die gleich gefirbt sind; falls nicht, beweist, dass die Bewohnerinnen von Metropolis
bei jeder Lieferung von Farbeimern ihre Hauser so farben kénnen, dass je zwei durch eine
StraBle verbundene H&user verschieden gefarbt sind.

Losung

a) Die Summe aller Hausnummern ist 1 +2 4 ...+ 8 = 4 -9 = 36. Jedes Haus gehort
zu drei Platzen, folglich ist die Summe der Zahlen auf den Platzen, 6k, gleich dreimal 36
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und k damit gleich 3 -36/6 = 18.

6 ¥ 4

Zuldssige Nummerierung der Hauser

Um zu einer moglichen Nummerierung zu gelangen, schreiben wir die kleinste Zahl 1 an
ein Haus und die drei grofiten Zahlen 6, 7 und 8 an die drei benachbarten Héuser. Durch
die Bedingung, dass sich die Hausnummern an jedem Platz zu 18 summieren, erhalten wir
die Hausnummern von drei weiteren Hausern: 2, 3 und 4. Fiir das verbleibende Haus bleibt
die Hausnummer 5 iiber. In der Tat summieren sich dann die Hausnummer an jedem Platz
zu 18. Die Abbildung zeigt die Verteilung der Hausnummern, die wir dadurch erhalten.

b) Die Summe aller Straflennummern ist 1+24...+12 = 6-13 = 78. Jede Strafle gehort
zu zwei Platzen, folglich ist die Summe der Zahlen auf den Platzen, 6/, gleich zweimal 78
und [ damit gleich 2 - 78/6 = 26.

Zuldssige Nummerierung der Straflen

Um eine mogliche Nummerierung zu finden, verteilen wir die beiden kleinsten und die
beiden grofiten Zahlen 1, 2, 11 und 12 auf die Straflen eines Platzes (14+2+ 114 12 = 26).
Dabei seien 1 und 2 sowie 11 und 12 benachbart, sodass es eine Strafle gibt, die zu den
StraBlen 1 und 2 benachbart ist und die drittgréffte Nummer 10 bekommt, und eine, die zu
den Strafien 11 und 12 benachbart ist und die drittkleinste Nummer 3 erhélt. Weiterhin
liege die grofite Zahl 12 der kleinsten Zahl 1 gegeniiber.



Wir haben nun vier Pléatze, bei denen jeweils zwei angrenzende Straflen schon iiber eine
Nummer verfiigen. Die Zahlen summieren sich zu 11, 14, 15 und 12, wobei sich die ersten
beiden und die letzten beiden Plétze jeweils eine unnummerierte Strafle teilen, die beiden
anderen Straflen sind jene mit den Nummern 3 und 10. Die verbleibenden Nummern 4,
5, 6, 7, 8 und 9 miissen nun so verteilt werden, dass sie sich auf diesen Plédtzen zu 15, 12,
11 beziehungsweise 14 summieren. Um 15 auf dem ersten Platz zu erhalten, gibt es nur
die Moglichkeiten 15 =9+ 6 und 15 = 8 + 7. Der zweite Platz teilt eine unnummerierte
StraBle mit dem ersten Platz. Stiinde die 9 oder 6 auf dieser Strafle, so miisste die andere
Strafle mit 3 beziehungsweise 6 nummeriert sein, doch diese Nummern sind (dann) bereits
vergeben. Folglich sind die Nummern der verbleibenden Straflen des ersten Platzes mit 8
und 7 nummeriert.

Die Nummer 9 muss nun auf eine der Strafien der letzten beiden Platze stehen. Auf dem
Platz, an dem noch 11 zur Summe 26 fehlen, kann sie offenbar nicht stehen, da 11 = 9+ 2
und die 2 schon vergeben ist. Folglich tragen die verbleibenden zwei Straflen des vierten
Platzes, an dem noch 14 zur Summe 26 fehlen, die Nummern 9 und 5, wobei die mit dem
dritten Platz geteilten Strafie mit 5 nummeriert ist. Die vierte Strale des vierten Platzes
tragt dann die Nummer 6. Fiir den zweiten Platz bleibt dann nur noch die 4 iibrig, sodass
mit 12 = 4 + 8 die Nummer 8 auf die Strafle zwischen dem ersten und dem zweiten Platz
vergeben wird. Die Straflen des noch nicht betrachteten Platzes tragen also die Nummern
9, 6, 4 und 7, welche sich zu 26 summieren. Die Abbildung zeigt die erhaltene zuléssige
Verteilung der Straennummern.

c) Dr. Mabuse kann den Plan der Stadtverwaltung durchkreuzen. Eine Zuordnung von
Farbeimern, bei der die Bewohnerinnen von Metropolis ihre Hauser nicht wie gewiinscht
anstreichen koénnen, zeigt die folgende Abbildung:

®
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Dr. Mabuses Verteilung von Farbeimern

Wenn das Haus A in blauer Farbe gestrichen wird, dann sind die folgenden Farbwahlen
laut Vorschrift der Stadtverwaltung erzwungen:

B — gelb,
C — griin,

D — rot,
F — gelb,
G — griin.

Jetzt sind aber die Hauser C und G beide griin, obwohl sie durch eine Strafle verbunden
sind. Daher kann das Haus A nicht blau sein.



Wenn das Haus A dagegen in roter Farbe angemalt wird, dann sind die folgenden Farb-
wahlen erzwungen:

D — griin,
C — gelb,
B — blau,
H — griin,
G — gelb.

Nun sind die Héuser C und G beide gelb. Folglich kann dem Wunsch der Stadtverwaltung
mit dieser Auswahl an Farben nicht entsprochen werden. O

Aufgabe 3

3+7 Punkte

Ein gleichseitiges Dreieck D der Seitenlénge 15 ist durch Geraden, die parallel zu den Sei-
ten von D sind, in gleichseitige Dreiecke der Seitenlénge 1 zerlegt. Diese kleinen Dreiecke
nennen wir Zellen. (Die Abbildung zeigt den Fall fiir ein Dreieck der Seitenldnge 5.)
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VN2V

(a) Aufteilung eines Dreiecks der Seitenléinge 5 (b) Erlaubter Weg durch die Zellen

a) Wie viele dreieckige Zellen gibt es? Begriindet eure Antwort.

b) Eine Besucherin betritt das Dreieck D mit der Kantenldnge 15 {iber eine der drei
Eckzellen und will méglichst viele Zellen des Dreiecks betreten. Dabei darf sie von einer
Zelle aus als néchstes nur in eine Zelle gehen, die mit dieser eine Kante gemeinsam hat. Ist
die Besucherin also in einem Eckdreieck, so kann sie nur zu einem einzigen Nachbardreieck
weiterlaufen. Fiir die iibrigen Randdreiecke konnte sie jeweils zu zwei Nachbardreiecken
weiterlaufen; lediglich fiir die inneren Zellen gibt es genau drei Nachbarzellen.

Nun wurde der Besucherin verboten, irgendeine Zelle mehr als einmal zu betreten. Erklart,
wie viele Zellen die Besucherin unter dieser Bedingung hochstens besuchen kann.

Losung

a) Essind 14+34+5+7+...+(2-15—1) = 2-(14+2+...4+15)—15=2-8-15—15 = 152 = 225
Dreiecke.



b) Wir farben das Dreieck schachbrettartig wie in der Abbildung. In jeder der 15 Reihen
gibt es dann jeweils ein schwarzes Dreieck mehr als ein weies. Folglich gibt es 15 - (15 —
1)/2 = 105 weile und 15-(15+1)/2 = 120 schwarze Zellen. Da die Besucherin abwechselnd
schwarze und weifle Felder besucht, kann sie héchstens 2 - 1054+ 1 = 211 Felder besuchen,
wenn sie mit einer schwarzen Zelle beginnt. Wenn sie sukzessive alle Dreiecke einer Reihe

bis auf eines durchschreitet und anschlieBend die Reihe wechselt, besucht sie insgesamt
211 Zellen. O

Aufgabe 4

3+4+3 Punkte

a) Kathi spielt mit (fiinfstelligen) Postleitzahlen. Von einer beliebigen Postleitzahl zieht
sie die Zahl in umgekehrter Ziffernreihenfolge ab. Dabei beobachtet sie, dass das Ergebnis
stets durch 99 teilbar ist, egal, mit welcher Zahl sie startet. Zum Beispiel ist 10623 —
32601 = —21978 = —99 - 222. Beweist ihre Beobachtung!

b) Nun stellt Kathi eine Tabelle mit zwei Zeilen und neun Spalten auf und schreibt in
jede der beiden Zeilen die Zahlen von 1 bis 9 in beliebiger Reihenfolge. In jeder der neun
Spalten subtrahiert sie die untere von der oberen Zahl und bildet dann das Produkt aller
neun Differenzen. Egal, in welcher Reihenfolge genau Kathi die Zahlen zu Beginn in die
Tabelle schreibt, das Produkt ist immer eine gerade Zahl. Begriindet dies.

3 2 1 6 4 ) 8 9 7

1 6 4 3 9 8 2 7 5

(b) In der Beispieltabelle ist das Produkt der Differenzen gleich 25920

c) Kathi geht einen Schritt weiter. Sie denkt sich zwei natiirliche Zahlen b > a > 1 aus
und stellt nun eine Tabelle mit zwei Zeilen und b—a Spalten auf. In die erste Zeile tragt sie
hintereinander die Zahlen a+1,a+2,...,a+ (b—a) und in die zweite Zeile hintereinander
die Zahlen b+ 1,b+ 2,...,b+ (b — a) ein. Sie bemerkt, dass es fiir ihre spezielle Wahl
von a und b keine Spalte in der Tabelle gibt, in der die beiden Zahlen einen gemeinsamen
Teiler haben.

Wie viele Spalten hat Kathis Tabelle? Beweist, dass sich die Differenz b — a eindeutig aus
Kathis Beobachtung der Teilerfremdheit der beiden Zahlen jeder Spalte ermitteln lésst!

a+1lla+2 | lat(b—a)

b+1b+2[ - | -+ b+ (b—a)

(c) Kathis neue Tabelle mit b — a Spalten

LOsung

a) In Dezimaldarstellung gilt:
abcde — edcba = 9999(a — e) +990(b — d) =99 - (101 (a —e) + 10(b —d)) .
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b) Wir benotigen zwei einfache Feststellungen:
(i) Ein Produkt ist genau dann gerade, wenn einer der Faktoren gerade ist.

Also geniigt es zu zeigen, dass mindestens eine der neun Differenzen zweier Spalteneintriage
gerade ist.

(ii) Eine Differenz oder Summe ist genau dann gerade, wenn die beiden beteiligten
Zahlen gerade oder beide ungerade sind.

Die Menge {1,2,3,4,5,6,7,8,9} enthélt vier gerade und fiinf ungerade Zahlen. Daher
ist es unvermeidbar, dass zumindest eine ungerade Zahl in der unteren Zeile unter eine
ungerade Zahl in der oberen Zeile geschrieben wird. Die Differenz zu dieser Spalte ist
dann der gesuchte gerade Faktor.

c) Die Differenz der zweiten von der ersten Zahl einer Spalte der Tabelle ist stets gleich
b — a. Wenn zwei Zahlen ¢ und d einen gemeinsamen Teiler e haben, so teilt e auch die
Differenz ¢ — d. Aus der Voraussetzung der Teilerfremdheit der Eintrage jeder Spalte folgt
daher, dass b— a keine gemeinsamen Teiler mit den b—a aufeinanderfolgenden Zahlen von
a+1 bis b hat, die in der ersten Reihe der Tabelle stehen. Unter b—a aufeinanderfolgenden
ganzen Zahlen ist aber stets eine dabei, die von b — a geteilt wird. b —a > 1 wiirde dann
zu einem Widerspruch fithren, da b — a ein echter Teiler von einer der Zahlen von a + 1
bis b ware. Folglich ist b —a = 1. O
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Aufgabe 1

5+5 Punkte

Biisra mochte ihren Freundinnen eine Freude machen und fertigt bunte Tetraeder aus
Papier an. Die Tetraeder sind alle identisch und regulér, das heifit, dass alle Kanten der
jeweils vier dreieckigen Seitenflichen gleich lang sind. IThr stehen die sechs Farben Blau,
Griin, Tirkis, Rot, Orange und Violett zur Verfiigung. Biisra ist es wichtig, dass keine
zwei Freundinnen gleich bemalte Tetraeder bekommen, es soll also nicht méglich sein,
zwei ihrer Exemplare durch eine Drehung ineinander iiberfithren zu koénnen.

a) Dieses Jahr bemalt Biigra die Seitenflichen der Tetraeder so in jeweils einer Farbe,
dass keine zwei Seitenflachen eines Tetraeders dieselbe Farbe haben. Wie viele verschie-
dene Tetraeder kann sie fiir ihre Freundinnen hochstens herstellen? Euer Losungsweg ist
anzugeben.

b) Néchstes Jahr bemalt Biigra die Kanten der Tetraeder so in jeweils einer Farbe, dass
keine zwei Kanten eines Tetraeders dieselbe Farbe haben. Wie viele verschiedene Tetraeder
kann sie dann hochstens herstellen? Stellt auch hier euren Losungsweg dar.

Kantenfarbungen von regulédren Tetraedern

Beispiel: Die Kantenfiarbungen (a) und (b) in der Abbildung liefern identische Tetraeder,
aber (c) zeigt eine andere Kantenfiarbung.

Losung

a) Zundchst sucht sich Biigra vier aus den sechs Farben aus, um die vier Seitenfléchen eines
Tetraeders zu bemalen. Aquivalent sucht sie sich zwei Farben aus, die nicht vorkommen.
Fiir die erste Farbe fg hat sie sechs, fiir die zweite Farbe f; noch fiinf Moglichkeiten.
Allerdings spielt die Reihenfolge, in der die beiden Farben gew&hlt werden, keine Rolle,
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sodass (fs, fe) und (fs, f5) nur als eine Moglichkeit zéhlen. Biigra hat also 6 - 5/2 = 15
Moglichkeiten, sich vier Farben auszusuchen.

Wir betrachten alle méglichen Tetraeder, die mit den Farben fi, fs, f3, f1 gefdrbt sind.
Wir konnen die Tetraeder stets auf ihre Seitenfliche mit der Farbe f; stellen. Nun kénnen
wir die Tetraeder so drehen, dass f; weiterhin unten und f5 zudem auf der nach vorne
zeigenden Seitenfliche zu sehen ist. Fiir die Farbung der verbleibenden zwei Fliachen mit
den Farben f3 und f; gibt es nur zwei Moglichkeiten, die durch Drehung nicht ineinander
iiberfithrt werden konnen.

Insgesamt kann Biigra hochstens 15 - 2 = 30 Tetraeder fiir ihre Freundinnen herstellen.

b) Zunichst betrachten wir alle moglichen Bilder eines kantengefirbten Tetraeders, das
heifit, dass wir auch die in (a) und (b) gezeigten Bilder als verschieden betrachten.

Farbt Biisra die Kanten kq, ko, k3, k4, k5, kg der Reihe nach mit den sechs zur Verfiigung
stehenden Farben, dann gibt es fiir k; sechs Moglichkeiten, fiir £ noch fiinf Moglichkeiten,
fiir k4 gibt es vier Moglichkeiten und so weiter, insgesamt hat sie also 6-5-4-3-2-1 = 720
Moglichkeiten.

Wir gehen nun von diesen 720 Bildern aus und iiberlegen, wie viele Bilder jeweils die
gleiche Farbung des Tetraeders zeigen. Wir kénnen jede der vier Seiten des Tetraedes
als die Grundseite wéahlen. Ist die Grundseite festgelegt, dann kann noch jede der drei
Ecken der Grundseite als die vordere gewéhlt werden. Insgesamt erhalten wir so 4-3 = 12
Moglichkeiten das Tetraeder zu positionieren, jede dieser Moglichkeiten liefert ein anderes
Bild.

Da von den 720 Bildern jeweils 12 die gleiche Farbung des Tetraeders zeigen, gibt es
720/12 = 60 verschiedene Farbungen der Kanten des Tetraeders, die Biigra verwenden
kann. O

Aufgabe 2

3+2+2+83 Punkte
a) Findet alle ganzen Zahlen x und y, die die Gleichung xy = x + y + 3 erfiillen.

b) Findet alle ganzen Zahlen x und y, die die Gleichung x> = 14 + y? erfiillen.
c) Findet alle ganzen Zahlen x und vy, die die Gleichung 2% — 7y = 1 erfiillen.

d) Findet alle ganzen Zahlen z und y, die die Gleichung x - (z +1) - (x +2) - (z + 3) = ¢/?
erfiillen.

Begriindet eure Antworten. Falls es fiir eine Gleichung keine ganzen Zahlen geben sollte,
die diese erfiillen, so ist dies zu beweisen.

Losung

a) Umstellen liefert die dquivalente Gleichung 4 =zy —z—y+1=(x—1)-(y —1). Da
sich 4 bis auf Vorzeichen nur als Produkt von zwei Zweien oder einer Vier und einer Kins
darstellen lésst, erhalten wir die Losungen x = 5,y = 2; v = 2,y = 5; x = 0,y = —3;
r=-3y=0z=y=3,r=y=—1.



b) Umstellen liefert (z — y) - (z + y) = 14. Modulo Vorzeichen lisst sich 14 nur als
Produkt von einer Zwei und einer Sieben sowie einer Eins und einer Vierzehn darstellen.
Insbesondere haben x — y und x + y verschiedene Paritéit, sodass die Summe 2x ungerade
ist. Folglich kann es keine ganzzahligen Losungen geben.

c) Schreiben wir x = 7k 4+ r mit einer ganzen Zahl k und r zwischen -3 und 3, so
liefern einfache Rechnungen, dass nur fiir » = +1 Losungen existieren. Es ergeben sich
die Losungen x = Tk £ 1,y = 7Tk? & 2k mit einer beliebigen ganzen Zahl k.

d) Es gilt y* = z(z + 1)(z + 2)(x + 3) = (2* + 3z)(2? + 3z + 2). Fiir y = 0 erhalten
wir die trivialen Losungen x = 0, x = —1, x = —2, z = —3. Wir wollen zeigen, dass
es keine weiteren gibt. Wegen 2% 4+ 3z = z(z + 3) ist diese Zahl stets gerade. Daher ist
a := (x®+3x)/2 eine ganze Zahl und es gilt y* = 4a(a+1). Da wir y = 0 sowie —3 <z < 0
schon behandelt haben, gilt y # 0 und x < —4 oder x > 0. In jedem Fall ist a > 0.

Da a und a + 1 teilerfremd und positiv sind, miissen wegen y? = 4a(a + 1) sowohl a
als auch a + 1 positive Quadratzahlen sein. Da es keine aufeinanderfolgenden positiven
Quadratzahlen gibt, gibt es daher keine weiteren Losungen. a

Aufgabe 3

2+2+2+4 Punkte

a) Konstruiert alle rechtwinkligen Dreiecke, deren Hypotenuse 10 Zentimeter lang ist und
deren Hohe, gemessen von der Hypotenuse, 6 Zentimeter misst. Beweist, dass es keine
weiteren Dreiecke mit dieser Eigenschaft gibt als die von euch angegebenen.

b) Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks hat die Liange 10 Zentimeter und wird
von ihrer Hohe im Verhéltnis 9 zu 1 geteilt. Berechnet die Lange der Hohe.

c) Sei x > 0 eine reelle Zahl. In der Ebene seien eine Strecke der Lénge 1 Zentimeter und
eine Strecke der Linge z? Zentimeter gegeben. Beschreibt, wie sich daraus eine Strecke
der Linge = Zentimeter nur mit Zirkel und Lineal konstruieren lésst!

d) In einem (nicht notwendigerweise rechtwinkligen) Dreieck ist die Hohe h, 12 Zentimeter
lang, die Hohe hy ist 20 Zentimeter lang. Beweist fiir die verbleibende Hohe h., dass ihre
Lange grofer als 7,5 und kleiner als 30 Zentimeter ist.

Losung

a) Nach der Umkehrung des Satzes des Thales ist die Hypotenuse Durchmesser des Um-
kreises. Da die Hohe auf die Hypotenuse héchstens so grofi wie der Umkreisradius, also 5
Zentimeter, sein kann, existiert kein solches Dreieck.

b) Sei x die Linge der Hohe in Zentimetern. Nach zweifacher Anwendung des Satzes des
Pythagoras gilt (2% + 1?) + (2% + 9%) = 102, also 222 = 100 — 81 — 1 = 18 und damit
r=3= \/§

c) Wenn wir in b) eine Hypotenuse der Linge x* + 1 Zentimeter nehmen und sie im
Verhiltnis 22 : 1 teilen, so ist die Hohe nach einer analogen Rechnung genau = Zentimeter
lang.



Die Konstruktionsvorschrift lautet nun wie folgt: Zunéchst tragen wir die Strecke der
Linge 1 Zentimeter an die Strecke der Linge 22 Zentimeter an. Wir errichten einen Tha-
leskreis iiber der Strecke s der Linge 2?+ 1 Zentimeter und errichten eine Senkrechte iiber
dem Punkt, der s im Verhéltnis 22 zu 1 teilt. Da Mittelpunkte und Senkrechten allein mit
Zirkel und Lineal konstruiert werden kénnen, konnen wir die Hohe aus Aufgabe b) nur
mit Zirkel und Lineal konstruieren. Diese hat, wie oben beschrieben, die gesuchte Lange
x Zentimeter.

d) Sei F' der Fldcheninhalt des Dreieckes. Dann gilt

2F 2F 2F
a=—-—>b=—und c = —.

h, hy, he
Wir erhalten daraus das Verhaltnis

111
o=

Nach der Dreiecksungleichung gilt a + b > ¢ und ¢ > a — b. Folglich
1 1 1 1 1 2

b Sh w1220 15

woraus h. > 7,5 folgt. Des Weiteren gilt

sodass h,. < 30. O

Aufgabe 4

7+8 Punkte

Der Wannsee ist ein beliebtes Ausflugsziel. An Wochenenden wird die Fahre der BVG, die
zwischen der S-Bahn-Station Wannsee und Alt-Kladow verkehrt, daher gerne von Jung
und Alt genutzt. Aufgrund der groflen Nachfrage setzt die BVG heute eine zusitzliche
Féhre ein, die mit einer anderen Geschwindigkeit als die andere Fahre verkehrt. Beide be-
wegen sich allerdings mit konstanter Geschwindigkeit fort und legen stets dieselbe Distanz
d zwischen den Anlegestellen zuriick.

Die beiden Schiffe verlassen gleichzeitig die Anlegestellen an der S-Bahn-Haltestelle Wann-
see beziehungsweise in Alt-Kladow. Sie treffen sich zum ersten Mal, wenn sie 1,8 Kilometer
von Alt-Kladow entfernt sind. An den Anlegestellen hélt jede Fahre zehn Minuten, um
Fahrgiiste aus- und einsteigen zu lassen, und kehrt dann zuriick. Auf dem Riickweg tref-
fen sich die beiden Schiffe erneut, nun sind sie 1 Kilometer von der Anlegestelle an der
S-Bahn-Station Wannsee entfernt.

a) Berechnet aus den obigen Angaben die Distanz d zwischen den beiden Anlegestellen.

b) Berechnet aulerdem das Verhéltnis der Geschwindigkeiten der beiden Schiffe zueinan-

der.



Losung

a) Wenn sich die Schiffe zum ersten Mal treffen, dann entspricht die Distanz, die beide
Schiffe zusammen zuriickgelegt haben, gleich dem Abstand zwischen den beiden Anlege-
stellen. Wenn sie sich zum zweiten Mal treffen, dann entspricht die gemeinsam zuriickge-
legte Distanz gleich dem Dreifachen der gesuchten Entfernung (da beide Fahren jeweils
einmal den Wannsee iiberquerten und sich nun auf dem Riickweg befinden). Da die Boote
ihre Geschwindigkeit nicht &ndern und gleich lange an der Anlegestelle hielten, haben sie
daher zum Zeitpunkt des zweiten Treffens beide jeweils die dreifache Distanz im Vergleich
zum ersten Treffen zuriickgelegt. Folglich hat jenes Boot, welches von Alt-Kladow startete
und 1,8 Kilometer beim ersten Treffen zuriickgelegt hatte, sich zum Zeitpunkt des zwei-
ten Treffens 5,4 Kilometer weit fortbewegt. Dabei hat es einmal den Wannsee iiberquert
und ist 1 Kilometer von der Anlegestelle an der S-Bahn-Haltestelle Wannsee entfernt. Der
Abstand zwischen den beiden Anlegestellen ist daher 5,4 — 1 = 4,4 Kilometer.

b) Bekanntlich ist Weg gleich Geschwindigkeit mal Zeit: s = vt. Sei d = 4, 4 Kilometer die
Distanz zwischen den beiden Anlegestellen (die wir hier als noch unbekannt annehmen
diirfen, wir werden sie im Verlaufe der Rechnung erneut herausbekommen). Seien a und
b die Entfernungen von den Anlegestellen in Alt-Kladow beziehungsweise an der S-Bahn-
Station Wannsee zum Zeitpunkt des ersten beziechungsweise zweiten Treffens. Es gilt also
a = 1,8 Kilometer und b = 1 Kilometer. Sei v die Geschwindigkeit der Fahre, die in Alt-
Kladow startete, und v die der anderen. Sei nun t die Zeit des erstens Zusammentreffens
(wenn beide Féhren die Anlegestellen verlassen, gelte ¢ = 0). Dann gilt ¢ = ut und
d — a = vt, sodass nach Auflésung nach ¢ gilt:

a d-a a u
u v d—a v
Einsetzen von a = 1,8 Kilometer und d = 4,4 Kilometer liefert bereits das gesuchte

Verhéltnis. Als alternative Bestimmung der Entfernung d bietet sich die folgende Argu-
mentation an:

Sei t' der Zeitpunkt des zweiten Treffens, wobei wir die gemeinsame Haltezeit von zehn
Minuten nicht beriicksichtigen. Dann gilt d + b = ut’ und 2d — b = vt’, sodass
d+b 2d—0b d+b u
u v 2d—b w
Setzen wir die beiden Ausdriicke fiir das Verhéltnis der Geschwindigkeiten gleich, so er-
halten wir:

a d+b

_ o2 o
d—a_2d—b:>2da ab=d*+db—da — ab

= d’+db—3da=0

=d=3a—0b,
wobei wir d # 0 nutzten. Setzen wir a = 1,8 Kilometer und b = 1 Kilometer in die
Gleichung ein, so erhalten wir wie in a)

d=3-1,8—1=4,4 Kilometer.

Des Weiteren erhalten wir fiir das Verhéltnis der Geschwindigkeiten
U a 1,8 18 9

v d—a 4,4-1,8 26 13
In Worten ist das Verhiltnis der Geschwindigkeit der langsameren Fahre zu der der schnel-
leren 9:13. O
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Aufgabe 1

10 Punkte

Gegeben sei ein Fulboden in Form eines gleichseitigen Dreieckes der Seitenléinge n. Der
FuBboden soll nun so mit trapezférmigen Fliesen mit den Seiten 1-1-1-2 iiberdeckt werden,
dass keine Liicken entstehen und sich keine Fliesen iiberschneiden. Die Fliesen diirfen dabei
gedreht, aber nicht zugeschnitten werden. Bestimmt alle positiven ganzen Zahlen n, fiir
die das Fliesen des Fulbodens méglich ist!

Dreieckiger Fufiboden und trapezformige Fliese

LOsung

Die Anzahl der elementaren 1-1-1-Dreiecke, in die der n-n-n-FuBBboden zerfllt, ist n?. Wir
erhalten diese Zahl durch das zeilenweise Addieren der einzelnen Dreiecke:

1+3+5+...+2n—-1)=21+2+...+n)—n=nn+1)—n=n
Alternativ kénnen wir die Elementardreiecke, deren Spitze nach oben zeigt, und jene,
deren Spitze nach unten zeigt, getrennt voneinander betrachten. Vom ersten Typ gibt es
14+243+...4+n = n(n+1)/2, vom zweiten Typ gibt es 1+2+3+...+(n—1) = n(n—1)/2,

zusammen sind es also n?.

Da eine Fliese genau drei Elementardreiecke enthilt, muss n? ein Vielfaches von 3 sein,

also muss auch n ein Vielfaches von 3 sein. In der Tat ist eine Fliesung des Fulbodens
genau fiir alle Vielfachen n = 3k von 3 moglich, wie die Abbildung auf zwei verschiedene
Weisen zeigt. O
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Zwei mogliche Fliesungen des FuBBbodens fiir n =3 - 3

Aufgabe 2

5+5 Punkte

a) Die spitzen Ecken P und @ eines Geodreiecks (das heifit, eines gleichschenklig-recht-
winkligen Dreiecks) haben den Abstand 1 und gleiten entlang zweier benachbarter Seiten
eines rechteckigen Tisches (siehe Abbildung). Bestimmt die Bahn, die die rechtwinklige
Ecke R des Geodreiecks beschreibt!

Q Ty\
¢ R \
3
1
1 I /
P — )
(a) Geodreieck auf dem Tisch (b) Leiter an der Wand

b) Eine fiinf Meter lange Leiter lehnt so an einer Wand, dass sie eine wiirfelférmige Kiste
von einem Meter Kantenldnge beriihrt, die direkt an der Wand steht (siehe Abbildung).
In welchem Abstand steht der Fufl der Leiter zu der Kiste? (Wenn es mehr als eine Losung
gibt, sind alle anzugeben.)

Losung

a) Wir féllen die Lote von R auf die beiden Seiten des Tisches, auf denen sich die zwei
spitzen Ecken des Geodreiecks befinden. Die Fufpunkte heiflen X und Y, wobei X auf der
Seite von P und Y auf der Seite von @) liegt. Mit O bezeichnen wir die Ecke des Tisches.
Dann gilt:



Q

Y R
:

O P X

Konstruktion der Lotfupunkte X und Y sowie die Bahn von R (rot)

(i) Die Winkel ZQRP und ZY RX sind beides rechte Winkel. Deshalb sind die Winkel
ZQRY und ZPRX gleich.

(i) Die Winkel ZRY @) und ZRX P sind rechte Winkel.
(ii) Die Strecken QR und RP sind gleich lange Katheten des Geodreiecks.

Aus (i), (i) und (iii) folgt, dass die Dreiecke AQRY und APRX kongruent sind, ins-
besondere sind die Strecken RX und RY gleich lang. Daher liegt der Punkt R auf der
Winkelhalbierenden g der beiden Tischseiten.

Wir kénnen auch feststellen, in welchem Bereich der Winkelhalbierenden g der Punkt R
liegt: Wenn eine der Katheten des Geodreiecks mit g in Deckung ist, dann ist der Abstand
von R zu den Achsen genau d = k/ \/5, wobei k =1/ V2 die Kathetenlédnge ist. Es ist also
d = 1/2. Andererseits kann der Abstand nicht grofier als & = 1/4/2 werden. Das rechte
Bild zeigt die Bahn des Punktes R.

b) Sei x der Abstand des FuBes der Leiter zur Kiste und y der entsprechende Abstand
von der Spitze. Leiter, Boden und Wand bilden ein rechtwinkliges Dreieck, sodass nach
dem Satz von Pythagoras gilt:

(x+1)2+ (y+1)* =5 =25.
Die beiden kleinen rechtwinkligen Dreiecke sind dhnlich zueinander, sodass

z 1
—=-=uay=1
Yy

gilt. Ersetzen wir in der ersten Gleichung y = 1/x, so erhalten wir eine Gleichung vierten
Grades in x. Da solche Gleichungen in der Regel schwer zu 16sen sind, behalten wir die
Symmetrie in x und 1/z bei:

1 2
4241+ 5 +-+1=25
xr X
) 1 1
= |27 +2+ 5 | +2|z+-) =25
xr x
1\° 1
= (z+—-) +2|x+—| =25
Xz Xz



Wir haben nun eine quadratische Gleichung in z = z + 1/x mit den Losungen

9+ /I¥1
— 2+ OO:—li\/2_6.

z
Da nur die positive Losung geometrisch sinnvoll ist, ist
1
r+—=-1+vV26=2"+(1-V26)z+1=0.
x

Diese quadratische Gleichung hat nun die beiden Losungen

1 26 23 — 2+/26
$:<—§+ 9 )ﬂ: 9 \/_

Wegen der Symmetrie in x und y = 1/x iiberrascht es nicht, zwei Losungen zu haben. O

Aufgabe 3

4+3+8 Punkte

Gegeben sei ein quadratisches 20 x 20-Gitter. Dieses kleben wir so auf einen Zylinderman-
tel, dass der rechte und der linke Rand genau zusammenstofen.

Ein 1 x 1-Teilquadrat nennen wir Karte. Zwei Karten heiflen benachbart, wenn sie auf
dem Zylinder eine gemeinsame Kante haben. Jede Karte der obersten und der untersten
Reihe des Gitters hat dann genau drei Nachbarn (rechts, links und unten bezichungsweise
oben), alle anderen Karten haben vier Nachbarn (rechts, links, unten und oben).

7 14 1 13

9 16 5 10

2 6 3 15

12 11 8 4

4 x 4-Gitter auf einem Zylinder: Karte 7 ist mit den Karten 9, 13 und 14, Karte 9 mit
2,7, 10 und 16, Karte 2 mit 6, 9, 12 und 15 und Karte 12 mit den Karten 2, 4 und 11
benachbart

Ein Atlas ist eine Nummerierung der Karten des 20 x 20-Gitters mit den Zahlen von
1 bis 400, sodass jede Zahl genau einmal vorkommt. Mit D bezeichnen wir die grofite
auftretende Differenz zwischen den Zahlen zweier benachbarter Karten. Im 4 x 4-Gitter
in der Abbildung sind die Karten mit den Nummern 1 und 16, 2 und 16 sowie 1 und 15
nicht benachbart, die Karten mit den Nummern 2 und 15 dagegen schon. Im Beispiel gilt
daher D =15 —2 = 13.

a) Beweist, dass fiir jeden Atlas des 20 x 20-Gitters D > 14 gilt.

b) Findet einen Atlas des 20 x 20-Gitters, bei dem die groite auftretende Differenz D
zweier benachbarter Karten gleich 20 ist.



c) Zeigt, dass fiir jeden Atlas des 20 x 20-Gitters sogar D > 20 gilt, das heifit, dass euer
Atlas aus Aufgabenteil b) sogar optimal ist.

Hinweis: Natiirlich folgt der einfachere Aufgabenteil a) aus dem schwierigeren Teil c).
Wenn ihr dies als Losung fiir den Aufgabenteil a) schreibt, bekommt ihr die vier Punkte
dafiir aber nur dann, wenn ihr im Aufgabenteil ¢) die volle Punktzahl erhaltet.

Bemerkung: Die in der Kartografie hdufig verwendete Mercator-Projektion bildet die Erd-
oberflache winkeltreu auf einen Zylinder ab. Ein Teilquadrat auf dem Zylinder entspricht
dann einer Karte, und ein Atlas bringt diese Karten in eine bestimmte Reihenfolge. Wenn
ihr eine Seite im Atlas aufschlagt und nach der Fortfithrung einer Karte an ihrem Rand
sucht, miisst ihr manchmal nur auf die Nachbarseite schauen oder nur einmal umbléittern,
manchmal miisst ihr mehrere Seiten durchblattern. In der obigen Aufgabe findet ihr her-
aus, wie viele Seiten ihr im schlimmsten Fall in jedem Atlas durchblattern miisst, wenn
ihr nach zwei benachbarten Karten schaut.

Die erste winkeltreue Karte wurde iibrigens schon in der Antike entdeckt. Es handelt
sich dabei um die stereographische Projektion. Diese Projektion bildet die Kugeloberflache
vom Projektionszentrum aus auf die gegeniiberliegende Tangentialebene wie folgt ab: Zwei
Punkte sind Urbild und Bild genau dann, wenn sie und das Projektionszentrum auf einer
Geraden liegen. Diese Abbildung ist nicht nur winkeltreu, sie bildet auch Kreise auf der

Kugeloberflache, die nicht durch das Projektionszentrum gehen, auf Kreise in der Ebene
ab.

Stereographische Projektion (Lizenz: creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/de/,
Original: commons.wikimedia.org/wiki/File:Stereographic_projection.svg von Analemma)

Losung

a) Seien A und B zwei Karten. Zwischen A und B suchen wir einen kiirzesten Weg auf
dem Zylindergitter, welcher nur iiber benachbarte Karten fiihrt. In vertikaler Richtung
miissen wir hochstens 19 Kanten iiberqueren (dies ist der Fall, wenn A und B am oberen
beziehungsweise unteren Rand sind), in horizontaler Richtung miissen wir héchstens 10



Kanten iiberqueren (wenn wir 20 Mal nach rechts gehen, passieren wir durch die Iden-
tifizierung des rechten Randes mit dem linken Rand alle Karten auf der gleichen Hohe,
entsprechend besuchen wir sie ebenfalls alle, wenn wir zehnmal nach links oder zehnmal
nach rechts gehen). In der Summe schaffen wir es in hochstens 29 Ziigen, um von A nach
B zu gelangen.

Sei nun A die Karte mit der Zahl 1 und B die Karte mit der Zahl 400. Wenn sich die
Zahlen benachbarter Karten um nicht mehr als 13 unterscheiden wiirden, so kénnten wir
auf dem kiirzesten Weg von A nach B nicht mehr als 29 - 13 = 377 < 399 = 400 — 1
hinzugewinnen, Widerspruch. Folglich muss es mindestens ein Paar benachbarter Karten
geben, bei der sich die Differenz der Zahlen um mindestens 14 unterscheidet.

b) Wir nummerieren die k-te Zeile von links nach rechts aufeinanderfolgend mit den
Zahlen von 20(k — 1) + 1 bis 20k. Die Differenz zwischen zwei benachbarten Karten in
verschiedenen Zeilen ist dann stets gleich 20, die Zahlen zweier benachbarter Quadrate
derselben Zeile unterscheiden sich um 1 im Innern oder um 19 am Rand. Das Maximum
der Differenzen ist also 20.

c) Wir betrachten irgendeinen Atlas, also eine Nummerierung der Karten mit den Zahlen
von 1 bis 400. Jede Zeile und jede Spalte hat einen maximalen Eintrag. Sei r das Minimum
dieser 40 Maxima. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass die Karte
mit der Zahl r den maximalen Eintrag ihrer Zeile R aufweist (ansonsten vertauschen wir
die Begriffe Zeile und Spalte im Folgenden). Das Maximum der R-ten Zeile ist also 7.
Jede andere Zeile oder jede andere Spalte, die nicht die Karte mit der Zahl r enthélt, hat
also ein gréfleres Maximum.

Wir farben alle Karten mit einer Zahl s < r griin, die Karten mit einer Zahl ¢ > r rot.
Da r das Maximum der Zeile R ist, ist die Zeile R komplett griin. Jede der 19 Spalten,
die nicht die Karte mit der Zahl r enthalten, haben jeweils eine Karte mit einer Zahl,
die kleiner als r ist (zumindest jenes, welches in der gleichen Reihe wie die Karte mit der
Zahl r ist), und eine Karte mit einer Zahl, die grofer als r ist (zumindest das Maximum
jener Spalte). Da es neunzehn solcher Spalten gibt, gibt es zumindest eine, sagen wir S,
sodass all ihre roten Karten mit zumindest r+ 19 nummeriert sind. In dieser Spalte gibt es
eine rote Karte, welche mit einer griinen Karte benachbart ist, und die Differenz zwischen
ihnen betrégt mindestens (r+19) — (r — 1) = 20. Daher gibt es in jedem Atlas mindestens
zwei benachbarte Karten, deren Seitenzahl sich um mindestens 20 unterscheidet. O

Aufgabe 4

3+2+2+8 Punkte

Im Folgenden betrachten wir eine endliche Zahl n von Miinzen, die alle flach auf einem
Tisch liegen. Insbesondere iiberlappen sich keine zwei Miinzen, beriihren kénnen sie sich
aber. In den ersten beiden Aufgabenteilen betrachten wir gleich grofle 1-Euro-Miinzen, in
den letzten beiden Aufgabenteilen diirfen die Miinzen verschiedene Grofien haben.

a) Ist es fiir jede natiirliche Zahl n und fiir jede Anordnung von n 1-Euro-Miinzen moglich,
eine Miinze zu finden, die nicht mehr als drei andere Miinzen beriihrt?

b) Gibt es eine Anzahl n von 1-Euro-Miinzen und eine geeignete Anordnung von ihnen,
sodass jede Miinze genau drei andere Miinzen beriihrt?



c) Gibt es eine Anzahl n von nicht notwendigerweise gleich grofen Miinzen und eine
geeignete Anordnung von ihnen, sodass jede Miinze genau fiinf andere Miinzen beriihrt?

d) Gibt es eine Anzahl n von nicht notwendigerweise gleich grofien Miinzen und eine
geeignete Anordnung von ihnen, sodass jede Miinze sechs oder mehr andere Miinzen
beriihrt?

Eure Antworten sind zu begriinden.

Hinweis: Die vier Aufgabenteile konnen unabhéngig voneinander gelost werden und sind
nicht nach Schwierigkeit sortiert. Falls die Antwort auf einen der Aufgabenteile b) bis d)
Ja lautet, so ist fiir jenen Aufgabenteil natiirlich nur eine Anzahl n und eine Anordnung
von Miinzen anzugeben, fiir die die gesuchte Eigenschaft erfiillt ist.

Losung

a) Ja. Wir legen auf den Tisch ein kartesisches Koordinatensystem. Von allen Miinzen
betrachten wir zunéchst jene, deren Mittelpunkte eine moglichst kleine x-Koordinate ha-
ben, und unter jenen wiederum eine, deren Mittelpunkt eine moglichst grofie y-Koordinate
hat. Unter allen Miinzen, die ganz links liegen, nehmen wir also die oberste und nennen
sie M. Wenn an diese Miinze M zwei andere Miinzen anliegen, so liegt zwischen den
Mittelpunkten ein Winkel von mindestens 60 Grad, wobei Gleichheit genau dann erfiillt
ist, wenn sich alle drei Miinzen beriihren und die Mittelpunkte ein gleichseitiges Dreieck
beschreiben.

Es konnen nicht mehr als drei andere Miinzen an M anliegen

Angenommen, es wiirden nun vier oder mehr Miinzen an M anliegen. Nach Voraussetzung
kann keine andere Miinze links von M liegen, sie alle liegen im Halbraum rechts von der
entsprechend verschobenen z-Achse. Da zwei im Ring benachbarte Miinzen mindestens
einen Winkel von 60 Grad bilden, der Winkel zwischen der untersten und der obersten
anliegenden Miinze aber hochstens 180 Grad sein kann, folgt, dass es sich um vier Miinzen
handelt, die M beriihren, und die Winkel immer exakt 60 Grad sind. Doch dann befindet
sich eine Miinze auf derselben x-Koordinate wie M, liegt aber hoher, was ein Widerspruch
zur Wahl von M ist.

b) Ja. Wir nehmen ein 4 x 4-Gitter von 16 Miinzen und verschieben die vier mittleren
Miinzen leicht nach auflen, sodass sie auch die jeweiligen Eckmiinzen beriihren. Die ande-

7



ren Miinzen werden entsprechend mitverschoben, ihre Beriihrungen mit Nachbarmiinzen
bleiben aber erhalten. Wir erhalten eine Konfiguration so &hnlich wie in der Abbildung,
in der jede Miinze genau drei andere beriihrt.

Jede der sechszehn 1-Euro-Miinzen beriihrt genau drei andere Miinzen

Eine mathematisch genaue Beschreibung der Abbildung ist die folgende: Die zwolf dufleren
Miinzen seien in den Ecken eines Zwoélfecks mit der Kantenlédnge d und den Winkeln

120° — 165° — 165° — 120° — 165° — 165° — 120° — 165° — 165° — 120° — 165° — 165°

angeordnet. Dann beriihrt jede Miinze genau zwei andere Miinzen. In jeder der vier Ecken
mit einem Winkel von 120° passt nun so eine Miinze von innen rein, dass alle drei d&ufleren
Miinzen an der Ecke beriihrt werden. Dazu spiegeln wir die Miinzen an den Ecken mit
einem Winkel von 120° an den Geraden, die die Mittelpunkte benachbarter Miinzen ver-
binden. Da der Winkel an der Ecke 120° betrégt, liegt die gespiegelte Miinze in einem
Winkel von 60° an und beriihrt tatsédchlich die Miinze an der Ecke.

Da die anderen dufleren Winkel mit 165° stets gréfer sind als 120°, beriihren die inneren
Miinzen keine anderen Miinzen und iiberlappen auch nicht. Auf diese Weise beriihrt jede
Miinze genau drei andere Miinzen.

c) Ja. Wir betrachten einen Dodekaeder mit seinem Symmetriezentrum. Wenn wir in die-
sem eine kleine Kugel zentrieren und sie langsam aufblasen, erhalten wir irgendwann den
Moment, dass diese Kugel eine Kante des Dodekaeders beriihrt. Aus Symmetriegriinden
beriihrt sie dann jede Kante des Dodekaeders. Die Umkreise der Seitenflachen bilden da-
mit eine Kreispackung auf der Kugel, bei der jeder Kreis genau fiinf andere Kreise beriihrt
(so viele Kanten hat eine Seitenfliche). Wenn wir nun die Kreispackung mit der in der
dritten Aufgabe beschriebenen stereographischen Projektion auf die Ebene projizieren
und als Nordpol einen Punkt der Kugel wihlen, der in keinem ausgefiillten Kreis liegt,

so erhalten wir die gesuchte Kreispackung beziehungsweise Konfiguration von Miinzen in
der Ebene.



d) Nein. Wir gehen einmal davon aus, dass es moglich wére. Ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit kénnen wir eine Zusammenhangskomponente betrachten, das heifit, eine
Konfiguration von Miinzen, sodass sich je zwei Miinzen iiber einen Weg sich beriihrender
Miinzen erreichen lassen. Unter allen Miinzen betrachten wir die kleinste. Dann kann sie
nur dann sechs Nachbarn haben, wenn all ihre Nachbarmiinzen die gleiche Grofie haben. Es
folgt, dass alle Miinzen der Zusammenhangskomponente gleich grof3 sind. Im Aufgabenteil
a) haben wir aber gesehen, dass es dann mindestens eine Miinze gibt, die nicht mehr als
drei andere Miinzen beriihrt. a





