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Geben Sie bei allen Antworten eine Begründung bzw. einen Beweis
an. Die Klausur ist mit 28 Punkten bestanden. Sie haben 110 Minuten Zeit.

1. Aufgabe (10 Punkte)
Sei f : R → ]− 1, 1[ injektiv.

a) Beweisen Sie, dass (R, d) mit d(x, y) = |f(x)− f(y)| ein metrischer Raum
ist.

Sei zusätzlich limx→∞ f(x) = 1.

b) Beweisen Sie, dass (an)n∈N = (n)n∈N in (R, d) eine Cauchy–Folge ist.

c) Ist (an)n∈N konvergent?

2. Aufgabe (10 Punkte)
Sei (X, d) ein metrischer Raum und (an)n∈N eine gegen a ∈ X konvergente Folge
in X. Zeigen Sie direkt mit der Definition von Kompaktheit, dass die Menge
M = { an | n ∈ N } ∪ {a} kompakt ist.

3. Aufgabe (10 Punkte)
Sei f : R2 → R, (x, y) 7→ (x2 + y2)

2
3 .

a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von f in (0, 0).

b) Zeigen Sie, dass f in (0, 0) differenzierbar ist.



4. Aufgabe (10 Punkte)
Sei f : R2 → R, 2–mal differenzierbar und gelte für den Gradienten und die
Hessesche Matrix von f :

a) grad(0,0) f = (0, 1), hess(0,0) f = ( 1 0
0 1 ),

b) grad(0,0) f = (0, 0), hess(0,0) f =
(

1 3
0 −1

)
,

c) grad(0,0) f = (0, 0), hess(0,0) f =
(−2 1

1 −2

)
,

d) grad(0,0) f = (0, 0), hess(0,0) f = ( 2 2
2 2 ).

In welchen Fällen besitzt f in (0, 0) ein lokales Minimum, in welchen ein lokales
Maximum, in welchen weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum?
In welchen Fällen können Sie keine solche Aussage treffen? Geben Sie für die
Fälle, in denen Sie keine Aussage treffen können, jeweils mindestens 2 Beispiele
an, die dies belegen.

5. Aufgabe (10 Punkte)
Zeigen Sie, dass f : R2 → R2, (x, y) 7→ (ex sin y, ex cos y) lokal, aber nicht global
umkehrbar ist.

6. Aufgabe (10 Punkte)
Bestimmen Sie das globale Maximum und das globale Minimum von
f : R2 ⊃ B1(0) = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1 } → R, (x, y) 7→ x2 − y4.

7. Aufgabe (10 Punkte)

a) Sei E(ϕ, ω) = − cos ϕ + 1
2ω2 und für c ∈ R sei M(c) := E−1({c}). Zeigen

Sie, dass M(c) für jedes c ∈ R \ {±1} eine 1–dimensionale Untermannig-
faltigkeit des R2 ist.

b) Sei ω0 ∈ R und x = (ϕ, ω) : R ⊃ I → R2 eine Lösung des Anfangswert-
problems

ϕ̇ = ω ϕ(0) = 0
ω̇ = − sinϕ ω(0) = ω0 (*)

Zeigen Sie, dass für alle t ∈ I gilt x(t) ∈ M(1
2ω2

0 − 1).

c) Gibt es zu jedem ω0 ∈ R eine lokale Lösung x des AWP (∗)? Lässt sich
etwas über die Eindeutigkeit sagen?
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