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Geben Sie bei allen Antworten eine Begründung bzw. einen Beweis
an. Die Klausur ist mit 28 Punkten bestanden. Sie haben 110 Minuten Zeit.

1. Aufgabe (10 Punkte)
Auf X = C0([0, 1]) definieren

d1(f, g) = sup
x∈[0,1]

{ |f(x)− g(x)| } und d2(f, g) =
∫ 1

0
|f(x)− g(x)|dx

Metriken (Das müssen Sie nicht beweisen). Untersuchen Sie die Folge (fn)n∈N,
fn : [0, 1] → R, fn(x) := xn in den beiden metrischen Räumen (X, d1) und
(X, d2) auf Konvergenz. (Hinweis: Die Konvergenz bzgl. d2 ist einfacher zu
untersuchen.)

2. Aufgabe (10 Punkte)

a) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass jede Cauchy–Folge, die
eine konvergente Teilfolge besitzt, gegen den Grenzwert dieser Teilfolge
konvergiert.

b) Beweisen Sie mit dem Satz von Bolzano–Weierstraß, dass jeder kompakte
metrische Raum (X, d) vollständig ist.

3. Aufgabe (10 Punkte)
Seien V und W endlich dimensionale Banachräume, f, g : V → W differenzier-
bare Abbildungen und µ : W ×W → R eine Bilinearform auf W . Beweisen Sie
mit Hilfe der Ketten– und Produktregel, dass die Abbildung µ(f, g) : V → R,
v 7→ µ(f(v), g(v)) differenzierbar ist, und dass

Dp(µ(f, g))(v) = µ(Dpf(v), g(p)) + µ(f(p), Dpg(v)).



4. Aufgabe (10 Punkte)
Sei f : R2 → R,

(x, y) 7−→


sinx

x
y, x 6= 0,

y, x = 0.

a) In welchen Punkten ist f stetig?

b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von f in den Punkten des R2,
in denen sie existieren.

c) In welchen Punkten ist f differenzierbar?

5. Aufgabe (10 Punkte)
Sei f : R2 → R2, (x, y) 7→ (e2x cos y, sin y) gegeben. Bestimmen Sie die Punkte
(x, y) ∈ R2 in denen f lokal mit einer differenzierbaren Funktion invertierbar
ist. Geben Sie die Jacobi–Matrix der inversen Funktion an der Stelle f(x, y) an.

6. Aufgabe (10 Punkte)
Seien a, b ∈ R und f : R2 → R, (x, y) 7→ ax + by. Entwickeln Sie die Funktion
f in (x0, y0) ∈ R2 in ein Taylorpolynom 2. Grades.

7. Aufgabe (10 Punkte)
Seien F : R → L(V, V ) und g : R → V stetige Funktionen.

a) Seien x1, x2 : R → V linear unabhängige Lösungen der homogenen linea-
ren Differentialgleichung

ẋ = F (t)x.

Beschreiben Sie alle Lösungen dieser Differentialgleichung.

b) Sei zusätzlich zu den Lösungen der homogenen Differentialgleichung aus
a) eine Lösung x0 : R → V der inhomogenen linearen Differentialgleichung

ẋ = F (t)x + g(t)

gegeben. Beschreiben Sie alle Lösungen dieser Differentialgleichung.

c) Seien x1,2,3 wie in a) und b) definiert und v0 = x0(0)+2x1(0)+x2(0) ∈ V .
Beschreiben Sie alle Lösungen des Anfangswertproblems

ẋ = F (t)x + g(t), x(0) = v0.
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