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1. Aufgabe (10 Punkte)
Beziiglich ds konvergiert (f,) gegen die Nullfunktion:

1 1 1 +11 1
do(f,0) = [ |fulde = | a"de = |——am*1| = .
o(5n0) = [ 1falde = [ arde = [mamt] =

Also ist limy, o0 d2(fn,0) = 0.
Beziiglich d; konvergiert (f,,) nicht: Angenommen lim,, .o, f, = f € C°([0, 1]).
Dann folgt aus lim,—,o do(fn, f) = 0 fiir alle z € [0, 1]:

lim [fn(z) — f(z)| =0 = lim fn(2) = f(2).

n—oo n—oo

Aber
0, x € 1[0,1]

1, r=1

n—oo

lim f,(z) = {

und das ist im Gegensatz zu f keine stetige Funktion.

2. Aufgabe (10 Punkte)

a) Sei (ay) eine Cauchy—Folge. Wenn a,, eine Teilfolge besitzt die gegen a €
X konvergiert, dann existiert zu jedem € > 0 und jedem N € Neinn € N
mit n > N, sodass |a, — a| < €.

Sei nun € > 0 beliebig. Dann existiert, da (a,) ein Cauchy—Folge ist, ein
N € N, sodass fiir alle n,m € N, n,m > N gilt |a, — an| < § und es
exisiert ein ng € N, ng > N, sodass |a,, — a| < §. Zusammen gilt also:
Fir alle n € N, n > N: |a, — a| < |an — any| + |an, — a| < €. Folglich
konvergiert (a,) gegen a.

b) Sei (ay) eine Cauchy—Folge in (X, d), dann besitzt sie nach dem Satz von
Bolzano—Weierstraf§ eine konvergente Teilfoge. Nach a) konvergiert daher
die gesamte Folge gegen den Grenzert dieser Teilfolge.



3. Aufgabe (10 Punkte)
Da f und g differenzierbare Abbildungen sind, ist j: V — W x W, x —
(f(z),g(x)) auch differenzierbar und

Dpj(v) = (Dpf(v), Dpg(v))

Nach der Produktregel ist u differenzierbar und

Dy o)1, 22) = p(1, w2) + p(wr, z2).

Nach der Kettenregel ist die Verkettung po j = u(f, g) differenzierbar und

Dp(u(f,9))(v) = Dj(p)p(Dpj(v)) = Dp(py,g(p) 1 (Dpf (v), Dpg(v))
= w(Dpf(v),9(p)) + u(f(p), Dpg(v))

4. Aufgabe (10 Punkte)

a) f ist auf ganz R? stetig:

— f ist als Verkettung stetiger Funktion fiir alle (z,y) € R? mit o # 0
stetig.

— Wir untersuchen nun lim, ) (04,) f(2, ) fiir yo € R. Es gilt

sinzx
lim x, = lim — — O, ,
(x,y)—(0,y0) f@y) (z,9)—(0,50) y=1yo = f(0,50)
x#0 270
(0,5)—(0,y0) fz,y) (0.)(0.20) y=yo = f(0,90)

Also ist lim(Ly)H(o,yo) f(z,y) = f(0,90).

b) — Fiir z # 0 gilt:
rcosT —sinx sin z
Onf(2,y) = ————v,  Oyf(z,y) = ,
T x
— Fir z = 0 gilt:
. f(hy) = £(0,y) . sinh—h
€T 9 :1 = 1 S
%:50.y) hli% h yhli% h2
* cosh—1, . —sinh
S g S =5 o
. f0,y+h) = f(0,y

In den Identitititen = wurde die Regel von Bernoulli-de 1’'Hospital
angewendet. Insgesamt folgt, dass f auf ganz R? partiell differenzier-
bar ist.



c¢) Die partiellen Ableitungen sind fiir alle (x,y) € R? stetig:

— Fiir « # 0 sind sie als Verkettung stetiger Funktionen stetig.
— An den Stellen (0,y9) € R? gilt:

. . rCcosx —sinx . xcosx —sinx
lim  0,f(x,y) = lim @ —————y=ylim ———
(z,y)—(0,30) (z,y)—(0,30) z z—0 x
x#0 x#0
« .. COST —xSInx —coSx s .. —sSIinx—xcosx
= lim = lim
x—0 2x z—0 2

lim 8m Z, :Oza:p 07
om0l ) £(0,0)

sin x

lim 9,f(x,y) = lim =1
(@y)—(0,y0) v (.9) (@y)—(0y0) &
x#0 z#0

lim 8 x, =1= 8 07
(O,y)L(O,yo) uf (2, y) (0, %0)

Also sind die partiellen Ableitungen von f auch hier stetig.

Damit ist f auf ganz R? differenzierbar.

. n.2n
Kurze Losung: 2% = %% % und damit als auf ganz R konvergente

Potenzreihe beliebig oft differenzierbar nach 0 durch 1 fortsetzbar. Also ist
n.2n

auch f(z,y) als Produkt aus (z,y) — y und (z,y) — > 2, % beliebig

oft differenzierbar und die oben angegebenen partiellen Ableitungen erhélt man

aus der Produktregel .

5. Aufgabe (10 Punkte)

Die Jacobi-Matrix von f ist

2e? cosy —e?**sin y>

s = (g

Nach dem Umkehrsatz ist f lokal in (z,y) € R? invertierbar, wenn det J(f)(z,y) =
2e%* cos? y # 0 ist. Besitzt f in (z,y) lokal ein differenzierbares Inverses, so folgt
aus der Kettenregel (fiir die Jacobi-Matrizen) J(f~1)(f(z,y))J(f)(x,y) ist die

2 x 2-Einheitsmatrix, also folgt det J(f)(z,y) # 0 und J(f~1) = J(f)~. Also
ist f genau in den Punkten { (z,y) € R? | cosy # 0} lokal mit einer differen-
zierbaren Funktion invertierbar und

_ 1 cos €2% gin
) = garesr (57 st ).

2e27 cos? y 2¢%% cosy



6. Aufgabe (10 Punkte)
Da f linear ist, sind alle Taylorpolynome ab dem Taylorpolynom 1. Grades
unabhéngig vom Entwicklungspunkt gleich f.
Oder nachrechnen: Df = f, D?>f = 0. Also ist

9 - T — xo 1.9 T — T T — X
Taoam (@) = (@0, 0) + D(““”yO)f<y - yo) * 3 Plwoan/ ((y - yo>’ <y - yo))
= f(z0,90) + f(x — 20,y — yo) = ax + by.

7. Aufgabe (10 Punkte)
Die Aufgabe wurde wihrend der Klausur durch den Zusatz dim V' = 2 und die
Korrektur bei 7c): ersetze x123 durch zg 1,2 veréndert.

a) Der Losungsraum ist nach dem Hauptsatz iiber lineare Differentialglei-
chungen ein 2-dimensionaler Vektorraum mit der Basis {zi,x2}. Da-
her erhilt man alle Losungen z als Lineakombinationen von x; und xs9:
z(t) = ax1(t) + bxa(t), a, b € R.

b) Aus dem Hauptsatz iiber lineare Differentialgleichungen folgt, dass sich
alle Losungen als Summe aus den Losungen der homogenen Differenti-
algleichung und z((t) schreiben lassen, d.h. sie lassen sich als z(t) =
az1(t) + bza(t) + xo(t), a, b € R schreiben.

¢) Aus dem Hauptsatz iiber lineare Differentialgleichungen folgt, dass z(t) =
xo(t) + 2x1(t) + 22(¢t) die eindeutig bestimmte Losung des gegebenen An-
fangswertproblems ist.



