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3. Ubung Analysis II

(Kompakte Mengen)

Ubungsaufgaben

1. Aufgabe
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei A C X mit der Eigenschaft, dass jede Folge
in A eine in A konvergente Teilfolge besitzt. Dann ist A kompakt.

2. Aufgabe (Lebesguesches Lemma)

Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X und (U;);¢; eine offe-
ne Uberdeckung von K. Dann gibt es eine Zahl A > 0 mit folgender Eigenschaft:
Zu jeder Teilmenge A C K mit diam(A) < \ existiert ein ¢ € I mit A C U,.

3. Aufgabe

Seien K und L kompakte Teilmengen des R". Dann ist K + L auch kompakt.

Tutoriumsvorschlige
1. Aufgabe

a) Geben Sie mehrere Beispiele fiir beschrénkte, abgeschlossene Teilmengen
des metrischen Raums (R, |arctan(z) — arctan(y)|) an, die nicht kompakt
sind.

b) Zeigen Sie, dass die abgeschlossene Einheitskugel B;(0) = {z € R" |
d*(z,0) < 1} von (R",d*) kompakt ist.

c¢) Geben Sie eine offene Uberdeckung von U;(0) in (R?, d?) an, die keine end-
liche Teiliiberdeckung enthélt.



2. Aufgabe
Sei (X, d) ein metrischer Raum und dist(x, A) := inf{d(z,y) |y € A} fiir z € X,
ACX.

a) Sei A C X abgeschlossen. Dann ist dist(z, A) = 0 genau dann, wenn = € A.

b) Sei A abgeschlossen, B kompakt und A N B = (). Dann ist dist(A, B) :=
inf{ dist(z,B) |z € A} = 0.

¢) Seien A und B kompakt und AN B = (). Dann existieren a € A und b € B
mit d(a,b) = dist(A, B).

d) Geben Sie ein Beispiel fiir zwei abgeschlossene Mengen A und B an, sodass

AN B ={ und dist(A, B) = 0 ist.

Hausaufgaben
1. Aufgabe (10 Punkte)
Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

a) Zeigen Sie, dass ds: AXx A — R, (a,b) — d(a,b) eine Metrik (die induzierte
Metrik) auf A ist.

b) Zeigen Sie, dass U C A genau dann offen ist, wenn es eine offene Menge

W C X gibt mit U = W N A.

c) Sei I = [0,1[ und d; die durch die Standardmetrik von R auf I induzierte
Metrik. Zeigen Sie, dass die Intervalle [0, a[, a €]0, 1] in (I, d;) offen sind.

d) Zeigen Sie, dass A genau dann kompakt in (X, d) ist, wenn A in (A4, da)
kompakt ist. Kann man in diesem Satz , kompakt“ durch ,,abgeschlossen*

ersetzen?
2. Aufgabe (5 Punkte)
Seien Aj,..., A, kompakte Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d). Zeigen

Sie, dass die Mengen

n

ﬂ A, und CJ A,
i=1

kompakt sind.
Gesamtpunktzahl: 15



