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4. Übung Analysis II
(Zusammenhang, stetige Abbildungen)

Übungsaufgaben

1. Aufgabe (Zwischenwertsatz)
Sei f : X → R eine stetige Funktion auf einem zusammenhängenden metrischen
Raum X. Seien a, b ∈ X. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

2. Aufgabe

a) Die Oberfläche der Einheitskugel Sn = {x ∈ Rn | d2(x, 0) = 1 } in Rn ist
zusammenhängend und kompakt.

b) Sei T : S2 → R stetig, dann nimmt T Maximum und Minimum an und es
gibt einen Punkt x0 ∈ S2 mit T (x0) = T (−x0).

(Folgerung: Bei jeder stetigen Temperaturverteilung auf der Erdoberfläche gibt
es einen wärmsten und einen kältesten Punkt, und zwei sich gegenüberliegende
Punkte mit gleicher Temperatur.)

3. Aufgabe

a) Sei f : R → R stetig und bijektiv. Dann ist f−1 auch stetig.

b) Es gibt stetige, bijektive Abbildungen zwischen metrischen Räumen, deren
Umkehrung nicht stetig ist.

c) Sei f : X → Y eine stetige, bijektive Abbildung zwischen zwei metrischen
Räumen. Sei X kompakt. Dann ist die Umkehrung von f stetig.

Klausurtermin:
Die Klausur findet am Mittwoch, dem 16.07.02, von 8.00 bis 10 Uhr im H104
und H105 statt. Die Raumaufteilung wird noch bekanntgegeben. In der ersten
Vorlesungswoche im WS03 findet eine Nachklausur statt.



Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe

a) Sei (X, dX) ein zusammenhängender metrischer Raum und Y eine Menge
versehen mit der diskreten Metrik. Dann gilt: f : X → Y ist genau dann
stetig, wenn f konstant ist.

b) Sei (X, dX) ein zusammenhängender metrischer Raum und f : X → R eine
stetige Abbildung ohne Nullstellen. Für ein x0 ∈ X gelte f(x0) > 0. Dann
gilt für alle x ∈ X: f(x) > 0.

2. Aufgabe
Sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X. Dann gilt: A ist genau dann zu-
sammenhängend in (X, d), wenn A in (A, dA) zusammenhängend ist. (Hinweis:
Zeigen Sie zuerst, dass A ⊂ X genau dann in (X, d) unzusammenhängend ist,
wenn es zwei nicht leere Teilmengen U , V ⊂ X gibt, sodass A = U ∪ V und
Ū ∩ V = U ∩ V̄ = ∅.)

Hausaufgaben

1. Aufgabe (6 Punkte)

a) Sei (X, d) ein metrischer Raum und a ∈ X. Zeigen Sie, dass die Abbildung
d(·, a) : X → R, x 7→ d(x, a) stetig ist.

b) Sei K ⊂ X kompakt. Zeigen Sie (mit a)), dass es zu jedem a ∈ X zwei
Elemente kmin, kmax ∈ K gibt, sodass d(kmin, a) = inf{ d(k, a) | k ∈ K }
und d(kmax, a) = sup{ d(k, a) | k ∈ K }.

2. Aufgabe (9 Punkte)

a) Beweisen Sie, dass jede wegzusammenhängende Menge auch zusammen-
hängend ist.

b) Zeigen Sie, dass die abgeschlossene Hülle von { (x, sin( 1
x
)) | x ∈]0,∞[ } in

R2 zusammenhängend, aber nicht wegzusammenhängend ist.

Gesamtpunktzahl: 15


