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8. Übung Analysis II
(Höhere Ableitungen, Taylorformel, lokale Extrema)

Übungsaufgaben

1. Aufgabe
Sei y : R2 \ {0} → R2, (x1, x2) 7→ (y1, y2) = 1

x2
1+x2

2
(−x2, x1). Zeigen Sie:

a) ∂y2

∂x1
= ∂y1

∂x2
,

b) es gibt dennoch keine differenzierbare Funktion f : R2\{0} → R mit f ′ = y,

c) für f : R× (R \ {0}) → R, (x1, x2) 7→ − arctan(x1

x2
) gilt f ′ = y.

2. Aufgabe
Man bestimme alle (in R2 \ {0} zweimal differenzierbaren) Lösungen f der

”
La-

placeschen Differentialgleichung“

∂2f

∂x2 +
∂2f

∂y2 = 0,

die von der Form ϕ(
√

x2 + y2) sind.

3. Aufgabe
Sei f : V ⊃ G → R (n + 1)–mal differenzierbar und ist px ⊂ G, so gibt es q ∈ px,
sodass

f(x) =

(
n∑

k=0

1

k!
Dk

pf(x− p, . . . , x− p)

)
+

1

(n + 1)!
Dn+1

q f(x− p, . . . , x− p).

Schreiben Sie die Summe in dieser Formel für n = 2 (Taylorpolynom vom Grad 2)
mit Gradient und Hessescher Matrix sowie in partiellen Ableitungen.



Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe
Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktion (x, y) 7→ (4x2 + y2)e−x2−4y2

.
Geben Sie das Taylorpolynom 2. Grades in diesen Punkten an.

2. Aufgabe
Diskutieren Sie notwendige und hinreichende Kriterien für lokale Extrema einer
Funktion f : R2 → R an den folgenden Beispielen:

f1(x, y) = x2 + 2y2 f2(x, y) = x2 − 2y2 f3(x, y) = x2

f4(x, y) = −x2 − 2y2 f5(x, y) = x2 ± y4 f6(x, y) = 3x2y − y3

Illustrieren Sie ihre Aussagen anhand von Höhenliniendiagrammen.

Hausaufgaben

1. Aufgabe (4 Punkte)
Berechnen Sie die Hesseschen Matrizen der Funktionen

a) f : (R \ {0})3 → R, (x, y, z) 7→ y
x

+ z
y
− x

z
,

b) g : ]0,∞[3→ R, (x, y, z) 7→ x
√

z
y

.

2. Aufgabe (6 Punkte)
Finden Sie alle kritischen Punkte von f : R2 → R, (x, y) 7→ x4 + y4 − (x + y)2

und entwickeln Sie f um jeden kritischen Punkt in ein Taylorpolynom 2. Grades.
Skizzieren Sie die kritischen Punkte und den Höhenlinienverlauf der in diesen
Punkten entwickelten Taylorpolynome in der x–y–Ebene.

3. Aufgabe (5 Punkte)

a) Bestimmen Sie alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f : R2 → R,
für die gilt

∂1∂2f = 0.

b) Welche Lösungen hat die
”
Wellengleichungen“

fxx − ftt = 0 ?

(Hinweis: Wenden Sie a) auf f ◦ λ mit λ : R2 → R2, (u, v) 7→ (u + v, u− v)
an.)

Gesamtpunktzahl: 15


