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9. Übung Analysis II
(Differenzierbarkeit, Gradient, Rotation, Divergenz, Laplaceoperator)

Übungsaufgaben

1. Aufgabe
Sei f : R2 → R definiert durch

(x, y) 7→

 xy
x2 − y2

x2 + y2
für (x, y) 6= 0,

0 sonst.

Zeigen Sie, dass diese Funktion überall zweimal partiell differenzierbar ist, dass
aber ∂1∂2f(0, 0) 6= ∂2∂1f(0, 0). Ist f in (0, 0) stetig? Sind die 1. und 2. partiellen
Ableitungen von f stetig?

2. Aufgabe

a) Zeigen Sie, dass ein Zentralfeld, d.h. ein Feld v : R3 → R3, x 7→ x
‖x‖f(‖x‖)

mit einer beliebigen differenzierbaren Funktion f : R → R, wirbelfrei ist,
d.h. rot v = 0.

b) Für welche Funktionen f ist das Vektorfeld aus a) auch quellenfrei, d.h.
div v = 0?

3. Aufgabe
Sei γ(t) = r cos te1 + r sin te2 und F : R3 → R3 ein stetig differenzierbares Vek-
torfeld. Dann gilt

lim
r→0

1

πr2

∫ 2π

0

< F (γ(t)), γ′(t) >=< rot F (0), e3 > .

Interpretieren Sie mit Hilfe dieser Gleichung Richtung und Länge des Vektors
rot F (p).



Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe
Zeigen Sie: Die Funktion f : R2 \ {0} → R, (x, y) 7→ xy2

√
x2+y2

x2+y4 läßt sich stetig

nicht jedoch differenzierbar auf R2 fortsetzen; trotzdem existieren alle Richtungs-
ableitungen in (0, 0) und können mit Hilfe der Jacobi–Matrix berechnet werden.

2. Aufgabe
Welche der folgenden Vektorfelder besitzen eine Stammfunktion? Geben Sie die
Stammfunktionen an.

a) Die Erdbeschleunigung F : R3 → R3, x 7→
(

0
0
−g

)
(nahe der Erdoberfläche,

g = const.).

b) v : R3 → R3, (x, y, z) 7→
( −2x+sin z

cos y−y sin y
x cos z+4e2z

)
.

c) w : R3 → R3, (x, y, z) 7→
(

y2

2yz
z+x

)
.

Hausaufgaben

1. Aufgabe (10 Punkte)
Für α ∈ R sei fα : R2 → R definiert durch

(x, y) 7→


xy√

x2 + y2
α für xy 6= 0,

0 sonst.

a) Für welche α ist fα in (0, 0) stetig?

b) Berechnen Sie die Jacobi–Matrix von fα in (0, 0).

c) Für welche α ist die Funktion fα differenzierbar.

d) Veranschaulichen Sie mit Hilfe von Skizzen die Funktionen fα für charak-
teristische Werte von α.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Sei γ : ]−ε, ε[→ R3 ein differenzierbare Kuve und f : R3 → R eine differenzierbare
Abbildung. Zeigen Sie, dass der Betrag des Anstiegs von f entlang γ (d.h. von
f ◦ γ) in γ(0) kleiner oder gleich ‖ gradγ(0) f‖‖γ′(0)‖ ist. Wann ist der Anstieg
gleich ‖ gradγ(0) f‖‖γ′(0)‖? Geben Sie ein Beispiel für solch eine Kurve an.

Gesamtpunktzahl: 15


