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10. Übung Analysis II
(Umkehrsatz, Satz über implizite Funktionen)

Übungsaufgaben

1. Aufgabe
Vergleichen Sie den Umkehrsatz und den Satz über implizite Funktionen mit ent-
sprechenden Aussagen über lineare Gleichungssysteme.

2. Aufgabe
Sei f : R2 → R stetig differenzierbar, p0 ∈ R2, grad f(p0) 6= 0, M := f−1({f(p0)}).
Zeigen Sie, dass es eine stetig differenzierbare Kurve α : ] − ε, ε[→ M gibt mit
α(0) = p0 und α̇(0) 6= 0, und dass die folgenden vier Mengen gleich sind:

T1 = { v ∈ R2 | ∃γ : ]− ε, ε[→ M mit γ(0) = p0, γ̇(0) = v },
T2 = Kern Dp0f,

T3 = { v ∈ R2 | v ⊥ grad f(p0) },
T4 = Bild(D0α).

Diese Menge nennt man den Tangentialraum Tp0M von M in p0.

3. Aufgabe
Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen eindimensionale Untermannigfaltigkeiten des
R2 sind, beschreiben Sie sie als Vereinigung von Graphen und geben Sie eine Glei-
chung für ihre Tangentialräume an:

a) Kreis = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = r2 }, r 6= 0,

b) Ellipse = { (x, y) ∈ R2 |
(

x
a

)2 +
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)2 = 1 }, a, b > 0,

c) Hyperbel = { (x, y) ∈ R2 |
(

x
a

)2 −
(

y
b

)2 = ±1 }, a, b > 0.



Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe
Zeigen Sie, dass f : R2 → R2, (x, y) 7→ (x2 − y2, x2 + y2) in (x0, y0) ∈ R2 genau
dann lokal umkehrbar ist, wenn x0y0 6= 0 ist.

2. Aufgabe
Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten
des R3 sind, beschreiben Sie sie als Vereinigung von Graphen und geben Sie eine
Gleichung für ihre Tangentialräume an (a, b, c > 0):

a) Sphäre = { (x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = a2 },

b) Ellipsoid = { (x, y, z) ∈ R3 |
(
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)2 +
(
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c

)2 = 1 },

c) zweisch. Hyperboloid = { (x, y, z) ∈ R3 |
(
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)2 +
(
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)2 −
(
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c

)2 = −1 },

d) einsch. Hyperboloid = { (x, y, z) ∈ R3 |
(
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)2 −
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c

)2 = 1 },

e) Kegel = { (x, y, z) ∈ R3 |
(
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)2 +
(

y
b

)2 −
(

z
c

)2 = 0 }.

Hausaufgaben

1. Aufgabe (5 Punkte)
Sei f : R3 → R eine stetig differenzierbare Funktion und p0 ∈ R3 mit grad f(p0) 6= 0;
weiter sei M := f−1({f(p0)}) die Höhenfläche von f , die p0 enthält. Zeigen Sie: M
lässt sich lokal als Graph über der Ebene KernDp0f darstellen. Beschreiben Sie den
Tangentialraum Tp0M := { v ∈ R3 | ∃γ : ] − ε, ε[→ M mit γ(0) = p0, γ̇(0) = v }
durch eine lineare Gleichung und eine Parametrisierung (wie immer mit Beweis).
Wie erhält man aus dem Tangentialraum die Tangentialebene an M in p0?

2. Aufgabe (5 Punkte)
Für welche a, b, c ∈ R, sind die Kegelschnitte

K = { (x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = 0, ax + by = c }

eindimensionale Untermannigfaltigkeiten des R3, beschreiben Sie diese als Verei-
nigung von Graphen und geben Sie eine Gleichung für ihre Tangentialräume an.
Skizzieren Sie die Kegelschnitte für charakteristische Werte von a, b und c.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Sei f : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (x + y + z, xy + yz + zx, xyz). Zeigen Sie, dass f
in (x0, y0, z0) ∈ R3 lokal invertierbar ist, wenn (x0 − y0)(y0 − z0)(z0 − x0) 6= 0.
Bestimmen Sie die Jacobi–Matrix der Umkehrabbildung an der Stelle f(x0, y0, z0).

Zusatzaufgabe (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass man mindestens 3 Funktionen benötigt, um den Einheitskreis ex-
plizit, d.h. als Vereinigung von Graphen, darzustellen. Würdigen Sie die Tatsache,
dass man den Einheitskreis implizit bereits durch eine Gleichung beschreiben kann
und die ”Ableitung“ dieser Gleichung eine Gleichung für die Tangenten an den
Einheitskreis liefert (geben Sie diese Gleichung an).

Gesamtpunktzahl: 15


