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4.Ubung ,,Analysis II

12.) (a) Berechnen Sie das Taylorpolynom T zu der Funktion f(z) = sin®x und
bestimmen Sie eine Konstante M > 0 derart, dass

1 1
|f(z) —TP(z)| < M|z|®, fiir x € [_E’ E] ist.

(b) Berechnen Sie das Taylorpolynom 7)} von f(x) = Inz durch Berechnung
von dz;ﬁm‘ . Zeigen Sie, dass fiir festes x mit % < x < 2 das Restglied
von Lagrange gegen 0 fiir n — oo konvergiert.

8 Punkte
13.) Zeigen Sie:
(a) Fiir || < 1 gilt: In 12 = 2};0#;133%“.
g - - 3o (2h—
(b) Fir |2] <1 gilt: Jrmg =1 52° + ;;2(_1>k4123-4~..€2(2k)1)_x2k
8 Punkte

14.) Beweisen Sie: Konvergiert der Quotient

1+ 220—1 agr™” = 2%k -
=3 =1+ Copx™”, fir |x| < r, so gilt
1+ 500 by ; 2k |z g

1+ 302 (=1 aga® S k 2%
= =14 (—1)copa™, fir |z| <.
TS (D T2

4 Punkte

15.) Fiir t € R betrachten wir die Funktion z — f(z,t) = Z%5e'. Beweisen Sie

folgende Aussagen:

(a) Fir alle t und hinreichend kleine |z| existiert eine Potenzreihenentwicklung
oo Bp(t) n
x

der Form f(x,t) =) "~ =%~
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sind fiir die B, (t) aus (a) folgende Darstellung herzuleiten:

n mn n
B,(t) = t" Bt ! Bot" 2 4+ ... B, it + B,
(1) +<1) 1 +(2) 2 + —i—(n_l) 1t +

Die B,(t) heilen Bernoullische Polynome. Berechnen Sie B, (t) fiir n =

0,1,2,3.
(c) Es gilt:
(i) B.(0) =B (1) = B, fiir n > 2; By(1) = By, By(1) = —B.
(ii) B (t) =nB,_1(t), firn > 1.
(iii) Bn(t+1) — ()—ntnlfurn>1

(iV) Zl k=

1
i

(Tipp: Fur (ii) und (iii) kann man entweder fleissig rechnen oder auch

4 f(z,t) bzw. f(z,t+1) — f(z,t) betrachten.)

(n+1 (m+1)— B,1(1 )),fﬁrnZl, m > 1.

12 Punkte

>~ 32 Punkte

Zusatzaufgabe: Es sei F(z) := 1 + Y -2 Es ist bekannt, dass F fiir jedes R > 0
k=1

in |z| < R konvergiert. Zeigen Sie:

(a) F(z)—< — 0, fir z — 0.
(b) F(%)+ F(*) =2F(2),Vz € R.

(Tipp: zu (b): Fiir die n-te Partialsumme S, von F ist zunéchst zu beweisen: S,(5) -+
Sn L) = 259,(x) +

2
z+2n+l')
+ 10 Sonderpunkte

Abgabe: 19. 5. 03, in der Ubung.



