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Kapitel 1

Einfiihrung

Was ist iiberhaupt: Numerische Mathematik?

Um eine grobe Vorstellung von diesem Teilgebiet der Mathematik zu erhal-
ten, stellen wir uns vor, wir wollen ein Flugzeug konstruieren und zu diesem
Zweck erst mal verstehen, wie die Stromung um einen Tragfliche funktio-
niert.

Wie gehen wir vor?
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Vorgehen Beispiel
Anwendungsproblem Stromung um eine Tragfliche
l Modellbildung
Mathematisches Problem Navier—-Stokes Gleichungen
Mathematische Existenz
Analyse Eindeutigkeit
l Y Y
* Konstruktion von Verfahren Finite Differenzen, Finite Elemente
Implementation Analyse des Programm Fehleranalyse
Numerik Verfahrens Konvergenz
! Ergebnis Néherungslosung
| |
Interpretation und Konstruktion einer Tragfléche

Anwendung der Ergebnisse (Experiment)



Beispiel 1 Freier Fall
Wir betrachten den aus der Physik bekannten freien Fall. Fin Stein wird

aus dem Turm von Pisa (Hohe 44.12 m) fallen gelassen. Wann schlégt er
auf?

Modellbildung:

Als Vereinfachung vernachlissigen wir die Reibung und nehmen an, dass
der Stein eine Punktmasse darstellt.

Hier machen wir einen kleinen Modell(ierungs)fehler.

Mathematisch wird die Fallbewegung als eine Funktion des zuriickgelegten
Weges zur Zeit t beschrieben. Sei h(t) die Hohe zum Zeitpunkt t, dann ist
die Geschwindigkeit des Steines gegeben durch die erste Ableitung von h nach
der Zeit:

oft) = % = 1 (1).

Die Beschleunigung a des Steines ist definiert als die Ableitung der Ge-
schwindigkeit v nach der Zeit, also gilt:

a(t) = V'(t)
dv
dt
d’h
Tk

Fiir die Erdbeschleunigung g nehmen wir den konstanten Wert 9.81 g’—}

Dies ist ein Ndherungswert, wir machen Fehler in den Daten, und
wir vereinfachen, denn eigentlich hingt ¢ von der Hohe ab.

Damit wissen wir, dass fir a(t) gilt:
aft) = —g

Die Geschwindigkeit des Steines zur Zeit t lafit sich nun durch Integration
bestimmen:

v(t) = /a(t)dt

= —gt—+cy.
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Analog dazu wird nun durch eine weitere Integration h(t) bestimmit:
h(t) = /v(t)dt
= /(—gt+cl)dt
= —gtz + 1t + co.

Wir erhalten also als allgemeine Lisung unseres Problems, dass der Stein

nach
o1/ +4ed
t

23
== c% + 2cag9
g

Sekunden aufschldgt.

Um dies explizit zu machen, brauchen wir die Integrationskonstanten cy, cs.
Den Wert von ¢y kénnen wir sofort berechnen, da bekannt ist, dass sich der
Stein zum Zeitpunkt t = 0 im Zustand der Ruhe befindet. Es muf nur noch
v(0) = 01 gelost werden:

v(0)=—=g-0+c; =0 m
$
= c =0.
Die Konstante co wird analog ermittelt (h(0) = 44.12 m):
h(0) = —g-0—|—01-0+02 — 4412 m

= cy = 44.12 m.

War kénnen nun diese Werte und g einsetzen und erhalten als Lésung die

Fallzeat:
V44.12 % 19.62
9.81 '
Nun miissen wir den Rechner bemiihen, um einen Zahlenwert zu bestim-
men, und wir erhalten die numerische Lisung ( auf 3 Stellen genau):

t==+

t = 3.00 s.
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Hier haben wir weitere Fehler gemacht, ndmlich beim Wurzelzie-
hen und beim Runden auf die 3. Stelle.

Alle diese Fehler konnen bei komplizierten Problemen zu Katastrophen fiih-
ren !

Was konnen wir tun um sicherzustellen, dass das Ergebnis
anndhernd korrekt ist ?

Wir kénnten zB. nach Pisa fahren und ein FExperiment machen. Oder wir
konnten unseren Losungsalgorithmus analysieren oder wir konnten unser Mo-
dell verbessern, indem wir zB. Reibungsterme hinzufiigen.

Analyse eines Losungverfahrens:

Anwendungsproblem Beispiel: Freier Fall Fehler
Modellbildung Modellfehler
Math. Problem Diffgl. A" = —9.81 Datenfehler
Math. Analyse — Numer. Methode Losung Verfahrensfehler
anal. Lsg —  numer. Lsg t =3.00 Rundungsfehler

Impl. und Analyse | Programm — Fehleranal.

exakte Lsg Néherung Gesamtfehler

Wir werden uns hier mit der Entwicklung und Analyse von nu-
merischen Methoden beschiftigen.
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Kapitel 2

Anfangswertaufgaben Teil 1

Wir betrachten zuerst Anfangswertaufgaben fiir gewohnliche Differentialglei-
chungen:

v = = f(e.y0) 2.1)

in einem Interval I = [to, o + a] C R mit einer Anfangsbedingung y(to) =
Yo € R™. Die Losung y ist dabei eine Funktion y : I — R™ und die rechte
Seite ist eine Funktion f: 1 x R™ — R™.

Dabei kann y natiirlich ein Vektor sein.

Beispiel 2 Betrachte das Beispiel 1 und fihre neue Variablen wie folgt ein.

Sei 21(t) = h(t), z(t) = 1(t) und = = { 28

}, so lautet die Anfangswert-
aufgabe in (1) dann

co=[20]-[83][20] [ 5] 0= [ 4]

Die Losungskurve y(t) nennt man auch Trajektorie. Ohne die Vorgabe
des Anfangswertes erhalten wir eine Schar von Trajektorien (Richtungsfeld).
Durch den Anfangswert wird eine bestimmte Trajektorie festgelegt.

13
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Beispiel 3 Abhingigkeit der Losung vom Anfangswert.

Betrachte die Differentialgleichung:

y' =3y, y(0) = vo.
Als Losung ergibt sich:  y(t) = yoe3

Losungsverlauf fiir Startwerte yo = 0.01,0.05,0.1,0.5

12

2’ y():Ol
#~ﬂﬂﬂﬂI~#~ﬂ,/g/////,//////////////-yo(105
: . | ’—,—/y02001

Abbildung 2.1: Richtungsfeld

Kleine Anderungen der Anfangswerte kénnen zu sehr grossen Anderungen
in der Losung fithren. Dies wird im allgemeinen Instabilitit der Differential-
gleichung genannt. (Wie wir spéter sehen werden, wire ein anderer Begriff
besser.)
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2
y = 10(y L

1 + t2> + (1 _EttQ)Q y(()) = %Yo

Beispiel 4 Instabilitit der Differentialgleichung

2
Als Losung ergibt sich: — y(t) = yoe'% + L

14+t
2
Fir yo =10 lautet die Lisung: NW = §(t)
2
Fiir yo = —¢ lautet die Lisung: —ee'® + T —tFt = g(t).

Abbildung 2.2:

Instabile Differentialgleichung

Probleme bei denen dies auftritt sind auf dem Rechner sehr schwer
zu l6sen und man kann generell der Lésung nicht vertrauen!

Im allgemeinen sind wir nicht in der Lage die Losung einer Differentialglei-
chung analytisch zu bestimmen. Wir verwenden daher numerische Verfahren.
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Wie 16st man nun so eine Differentialgleichung numerisch (auf
dem Rechner) ?

Zur numerischen Losung einer Differentialgleichung wird diese diskretisiert,
das heifit die Losung wird in einzelnen Schritten berechnet.

Wie gehen im einfachsten Fall wie folgt vor. Wir fithren in unserem Intervall
I ein Gitter ein.

Hh:{to,tl,...,t]\/:to—i-a}

wobei wir als erste Idee einfach eine dquidistante Unterteilung mit
ti=ty+ih, i=1,...,N

verwenden. Dann suchen wir Werte
w =up(t;), i=1,...,N (2.2)

wobei uy, : I, — R” eine Gitterfunktion ist. Diese ist so zu wéahlen, dass wu;
den Wert

yi = y(t:) (2.3)

der exakten Losung von (2.1) moglichst gut annéhert (approximiert).
Das heifit, auf dem Gitter I, mit der Schrittweite h # 0 sollen Naherungs-
werte u; fiir ; an den dquidistanten Punkten ¢; = tg + ¢h berechnet werden.

2.1 Das Polygonzugverfahren von Euler

Das einfachste Verfahren ist das sogenannte explizite Euler-Verfahren *.

Fiir die Ableitung ¢’ gilt ndherungsweise:

AR =00 <0y = pie.(0), (24)

d.h.
y(t+h) =yt) + hf(t,y(t)).

Leonhard Euler, 1707-1783, Schweizer Mathematiker
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Man erhélt so an den Stellen t; Naherungswerte u; fiir y;:

U = Yo
SN f(tu),  i=0,. N -1 (2:5)
oder umgeformt:
Uipr = wi + hf(t;,u;) (2:6)

Die Integrationsmethode von Euler benutzt in den einzelnen Naherungs-
punkten (z;,u;) die Steigung des durch die Differentialgleichung definierten
Richtungsfeldes dazu, den néchstfolgenden Néherungswert wu;; zu bestim-
men.

Wegen der anschaulich geometrischen Konstruktion der Ndherung bezeich-
net man das Verfahren auch als Polygonzugmethode. Sie ist offensichtlich
sehr grob und kann sicher nur fiir kleine Schrittweiten h gute Naherungswer-
te liefern.

Beispiel 5 Das Eulerverfahren

y(®
A
U2 oy
ul -.}tauZ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
B { A OO B S Y(O=F(y.0, y(2)=u2
yl o AL ‘ ‘ . —y(O=f(y.t), y(t1)=ul
e Y Ay 4 o ; —YO=F(y.0, Y(10)=y0
yO -

{0 tl 0 03

Abbildung 2.3: Euler-Verfahren
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2.2 Allgemeine Einschrittverfahren

Das explizite Euler-Verfahren ist ein Spezialfall eines allgemeinen expliziten
Einschrittverfahrens der Form

Up = Yo,

Uiy = Ui+ hq)(tz) Ui,y ha f) (27)
Beim Eulerverfahren gilt also
(ti, ui b, f) = f(ti, wi). (2.8)

Die Funktion ® heifit Inkrementfunktion. Sie beschreibt die zugrundeliegende
Methode, wie aus der bekannten Information (t;, ;) und fiir die Schrittweite
h der neue Ndherungswert zu berechnen ist.

Bemerkung 6 Durch komponentenweise Betrachtung lassen sich diese Ver-
fahren direkt auf den Vektorfall iibertragen:

Uy Uy (I)l(tm ﬁz)
U1 = : = : +h : . (2.9)
i+1 [

2.3 Fehlerbetrachtung

Wie gut ist nun so ein Verfahren ?

Gesucht ist eine Abschéitzung fiir den globalen Fehler.

ej = yj — u; = y(t;) — un(ty). (2.10)

Um e; abzuschétzen, mufl man erst den lokalen Fehler (den Fehler in jedem
einzelnen Schritt der Diskretisierung) abschétzen.

Sei y die exakte Losung von (2.1) und sei y(f) = z. Dann wird definiert:

R (t4+h)—z ..
A(tv’za h?f) = { y " o h?éo (211)
f(t,z) fir h=0.
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Fiir die Ndherung aus dem Einschrittverfahren (2.7) gilt:

uh(f —+ ]’L) — Uh(f)

; = ®(t,2,h, f). (2.12)

Die Grofie
7(t,z,h, f) := h(A(t, 2, h, ) — ®(t, 2, h, f)) (2.13)

heiBt lokaler Diskretisierungsfehler in (i, z).

Hier ist 7 ist das Ergebnis, wenn man y(t) fiir u, in (2.12) einsetzt. d.h.,
7 gibt an, wie gut die exakte Losung die verwendete Integrationsvorschrift
in einem einzelnen Schritt erfiillt. Man beachte, dass in einigen anderen
Lehrbiichern der lokale Diskretisierungsfehler als 7 definiert ist.

Im Fall des Euler-Verfahrens besitzt der lokale Diskretisierungsfehler die
unmittelbare Bedeutung der Differenz zwischen dem exakten Wert und dem
erhaltenen Ndherungswert, falls zuvor vom exakten Wert ausgegangen wurde.

(Siehe Beispiel 5.)

Damit ein Einschrittverfahren verniinftig ist, fordert man dass

A A 1 .
}Lir%(A(t,z, h,f)—®(t,z,h, f)) = lllin% Er(t,z,h,f) = 0. (2.14)
Da aber

lim A(t, 2, h, ) =9/ (t) = f(t,2),

h—0

so ist (2.14) dquivalent mit

O(0,2,0, 1) = lim &(0, 2, b, f) = (7, ). (2.15)

Definition 7 Das Finschrittverfahren (2.7) heifit konsistent, wenn fir alle
te [to, to +a] und alle f, deren partielle Ableitungen nach t und y stetig und
beschrdnkt sind, gilt

1.
}lll_% ET(t, z,h, f) = 0. (2.16)
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Proposition 8 Das Eulerverfahren ist konsistent.

Beweis. Wir wenden die Taylorentwicklung auf y an, d.h.,
. . ~  h? . h? .
y(t+h) =y () + hy' () + " (D) + ... + Fy(p) (t + On).

Fiir die Ableitungen gilt:

A

y(t) = =z
J@) = 1)
SO = Srun)|

— S|+ 5 T

= ft(gv Z) + fy(ﬂ z)f(tAa Z)a

wobei f; die partielle Ableitung von f nach ¢, f, entsprechend die partielle
Ableitung nach y bezeichnet. Also folgt:

t=t

p—1

o yP) (¢ + Oh)

- . h , .
Az f) = y@)+ 50+ +

= f(t,2) + g (filt,2) + f,(t,2)f(t, 2)) + (Terme h. Ord.).

Beim Eulerverfahren ist ®(%, 2, h, f) = f(t,2). Also folgt fiir den lokalen
Diskretisierungsfehler:

(t,2,h, f) = A(t,z,h, f)—®(, 2h,f)

h
_ g (£i(£,2) + £,(F, 2)f(F,2)) + (Terme h. Ord.)
= O(h) — 0 fiir h — 0,

und damit ist das Euler-Verfahren konsistent. 0O

2.4 Abschitzung des globalen Fehlers

Bisher haben wir nur den lokalen Fehler betrachtet.

Was konnen wir iiber den globalen Fehler sagen ?
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Theorem 9 FEs genige ®(t,y,h, f) auf einem Streifen 1 x R™ einer Lip-
schitzbedingung mit Lipschitzkonstante L beziiglich y, dh.

|(D(t7y17h7 f) - q)<t7y27h7 f)| S L|y1 - y2|7

wobei | | der Betrag oder (falls n > 1) eine Norm ist. Dann gilt fir den
globalen Fehler
em = Y(tm) — U, m=20,...,N

folgende Abschdtzung:
tm — T
‘em| < <|€0| +%Th> eL(tmitO)a mIOu"'7N' (217)

Dabei ist T, = max; |7;| und 7; = T(t;,y;, h, f) der lokale Diskretisierungs-

fehler bei t;.
Beweis. Es gilt
uiy1 = uj +h®(tj,u;,h, f),
y(tiv) = y(t;) +h (2@, y(t), h f) + %T(tmy(tj), h, ),

J/

A
und damit erhalten wir

ejir1 = Y1) — ujn
= y(t;) —u; +7(t;,y(5), b, [) + h[®(t;, y(t)), b, f)
€j
—®(tj, uz, h, f)]
= lejr1] < lej| + 7+ hLlej]
= (L+hL)lej| +

Mit dem nachfolgenden Lemma 10 folgt:

m—1

en| < (|eo|+2m-|> it
7=0

mLh

< (leo] + mm)e

MTh)eL(tm _tO)

= (Jeol + 2
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wegen mh =t,, —to. 0O

Falls 7, = O(h*™!) und ey = 0, so geht |e,,| — 0 fiir b — 0 wie (t, —
to)hpeL(tm_tO)_
Lemma 10 Fulls p; > 0,m; > 0,2, > 0,1 =0,1,2,... und

so gilt

m—1 m—1
> pi
Zm < <z0 + E nj> = Ym=1,2,... (2.19)
=0

Beweis. Per Induktion:

m = 1:
21 < (14 po)zo +mo < (20 + no)e™

m—m-+1

LV. molo\ %,
< (1+pm) <ZO+Z773'> e=0 + N
3=0
Dann gilt
“ > =Y >
Pi Pi Pi
<ZO -+ Z n]) ei=0 — (ZO —+ Z 773) e i=0 epm +Tlm ei=0
j=0 Jj=0 >1+pm >1

und damit folgt die Behauptung. 0O

Im Falle des Euler-Verfahrens ist die Lipschitzbedingung gerade die iibliche
Lipschitzbedingung an die Funktion, die typischerweise fiir die Existenz- und
Eindeutigkeit der Losung (siehe z.B. [4, 24]) bendtigt wird.
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Bemerkung 11 Diskussion der Ergebnisse.

Falls die Lipschitzkonstante L gross ist, so ist die Differenti-
algleichung instabil (siehe Beispiel 4). Dann wird ein Fehler
am Anfangswert, aber auch jeder lokale Diskretisierungsfehler
stark verstarkt.

Die Konstante L ist leider im allgemeinen nicht bekannt.

Ist L gross, so ist das eine schlechte Eigenschaft des mathe-
matischen Modells, und es ist dringend notwendig zu iiber-
priifen, ob dieses Problem im realen physikalischen Problem
auch auftritt. Wenn ja, so ist dieses Anwendungsproblem mit
numerischen Methoden nur sehr schlecht zuginglich. Wenn
nein, so sollte die Modellierung iiberpriift werden.

Ein weiterer Verstiarkungsfaktor fiir den Fehler tritt auf, wenn
wir iiber sehr lange Zeiten rechnen, d.h. wenn ¢y —t; sehr gross
ist, denn dann addieren sich auch viele kleine, in jedem Schritt
gemachte Fehler. Man sollte iiberpriifen, ob das wirklich ge-
wollt ist.

Wenn aber L und ¢y — ty beide nicht sehr gross sind, sollten
wir einen kleinen globalen Fehler erhalten, wenn der lokale
Fehler klein ist.

Sind wir damit nicht eigentlich fertig?

Wir braduchten ja nur 4 — 0 schicken, dann wird 7 klein und
damit auch der Fehler.

Schauen wir mal an was auf dem Rechner passiert, wenn h — 0.

Beispiel 12 Betrachte das Anfangswertproblem:

y' = —tan(t)y, y(0) =1
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Als Losung ergibt sich:
y(t) = cos(t).

Losungsverhalten fiir Schrittweiten
hy = 3/50, hy = 3/100, hs = 3/5000000

Losungsverhalten Fehlerverhalten
1 T T 0.2 T

y(t) e(te, h)
05
0

0.1
-05

\ g t, h3)

T J (t, ho)

Y (t, / 11) 0
0 1 t 2 3 10°

Anmerkung: Die Ergebnisse wurden mit einfacher Genauigkeit unter F77

berechnet.



Kapitel 3

Fehleranalyse

In diesem Kapitel wollen wir uns anschauen was auf einem Rechner passiert,
wenn wir ein numerisches Verfahren implementieren.

3.1 Rechnerarithmetik

Die Zahlendarstellung auf dem Rechner verwendet den folgenden Satz:

Theorem 13 (p—adische Entwicklung)
Istr e R;p e N;p > 1, so gibt es ein eindeutiges j € {0,1}, ein eindeutiges
l € Z und fiir alle k € Z mit k <, eindeutige v, € Z, so dass

r=(=17 Y wpt (3.1)

k=—0oc0

wobei v, # 0 firr #0, 5 =1=0 firr =0 gilt, ausserdem 0 < vy, < p fiir
alle kE <1 und v, < p—1 fiir unendliche viele k <.
Beweis. Siehe z.B. [§]. O

Bemerkung 14 Die letzte Bedingung schliefit Zahlen wie 3.99999 aus.

25
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Beispiel 15 Betrachte r = 18.5 und p = 2.
ro= (=11 x27 P +0x20 + 1528 022+ 0% 2% 4 1%2%)
= 10010.1 Dualzahldarstellung oder Bindrdarstellung
= 16
ro= (=1)°%8% 167 +2%16° + 1 % 16)
= 12.8 Hexadezimaldarstellung
Ziffern (0123456789 ABCDEF).

Die Konvertierung zwischen verschiedenen Darstellungen geschieht durch Di-
vision durch p mit Rest fiir ganzzahligen Anteil und Multiplikation mit p fiir
Nachpunktanteil. Nach Theorem 13 ist

l

r— (_1)j Z (,ykpk—l—l) _pl+1 (3_2)

k=—o00
Vv
a

wobei & < [a] < 1, day # 0.

Definition 16 Die Darstellung » = a - p* heisst normalisierte Gleitpunkt-
darstellung von r beziiglich p. a heisst Mantisse, b der Exponent von r.

oo
a = VMZaip_i mit ap # 0
i=1

t
b = VEZ@PF%‘, Vi, Ve Vorzeichen .
i=1

Auf einem Rechner ist fiir die Darstellung (im allgemeinen, in normierter
Sprache) nur eine feste Anzahl von n Stellen moglich.

Diese n Stellen werden aufgeteilt in [ Stellen fiir die Mantisse und m Stellen
fiir den Exponenten. Die Zahl
Vi(oap™ +aop >+ -+ + aypl)pVE A B (3.3)
mit oy # 0 wird durch die Angabe Vy,aias -+ - Vgfy - - - B, codiert.
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Beispiel 17 Betrachte

r1 = —1234.567890, r, = 0.01234567890
p = 10, 1 =9, m=2.

Die normalisierte Gleitpunktdarstellung ist

r = —0.123456789 % 10*
= —123456789 + 04,
ry = —0.123456789 x 10"

= —123456789 — 01.

Definition 18 M(p,l,m) bezeichnet die Menge der in normalisierter Gleit-
punktdarstellung codierbaren (darstellbaren) Zahlen, auch Maschinenzahlen
genannt, mit Basis p, mit | Stellen fiir die Mantisse und mit m Stellen fir
den Exponenten (jeweils zur Basis p).

Beispiel 19 M(2,3,3), dh.p=2 undl =m =3

verfiighare Mantissen | verfiighare Exponenten
+000 = +0 1, 1
+100 = +5 +001 = +1 2, 3
+010 = +£2 4,
+101 = +2 +011 = £3 8, 3
+100 = 44 16, 5
+110 = +2 +101 = +5 32, g5
+110 = +6 64,
+111 = i% +111 = +£7 128,13
kleinste positive Zahl  zp;, = %2_7 =28

grofite positive Zahl — x. = %27 =112

Maschinenzahlen sind wie folgt angeordnet
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xmin=0.015625

J

|
|
01 2 4 8 16

dicht weit auseinander
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3.2 Rundungsfehler (Reduktionsfehler)

Von nun an sei p entweder 10 oder 2. Um eine beliebige reelle Zahl darzu-
stellen wird sie gerundet in die Menge der Maschinenzahlen abgebildet,

v: R — M(p, I, m).

Sei r==x (Zfil O[ipii) : pta (0%1 7é ny S Z - [xmimxmax] U [_xmaxy _xmin]

Ubliche Rundung auf I Stellen

= Zizl Oéip_i> -t falls agy1 <
V(z) = l

. (3.4)

LRSI bS]

Bei Zahlen ausserhalb von Z gibt es rechnerabhéingige Vorgehensweisen
z.B.

z) = 0
|z] < Zmin ‘underflow’
v(@) = sign (2)Tmin
2] > 2 v(z) = sign (2)Tmax mit Meldung 'overflow’
e Warnung ’overflow’

Proposition 20 Absoluter Rundungsfehler Sei x € Z. Dann gilt

Beweis.
Abrunden:
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= pt-

Z ap

o0
_ ot —(l+1 —1
=p'p D apiap
1=l+1 1=0

<

(M|

Aufrunden:

00 l
y(z) — x| = (Z Oéip_i> p— (Z(aip‘i) + p‘l> P
= Z ap "t —p!

i=l+1
= P+ Y+
= PP |-l onap +onep Tt 4|
.

_ b _
< p'p l<—§p 1+1)=p5

pt

Proposition 21 Relativer Rundungsfehler Sei x € Z. Dann gilt

p—l t p—l
3 P SE_ZZ_? =

) — 1] _
- 2

|| M, pt

1
p

Beweis. Der Beweis folgt da die Mantisse M, von z die Ungleichung M, > %
erfiilllt. O

Beachte, bei M, = ]l), d.h. z = %t gibt es keinen Fehler.
Die Zahl

eps = gp’l =: (macheps) =:u (3.6)

heisst Maschinengenauigkeit (roundoff unit).
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Bemerkung 22 FEs gilt immer eps = min{|0||| § € [Tmin, Tmax] und |y(1 +
d)| > 1} und
v(z) = x-(1+¢) mit |e| < eps,

y(z)—z '

wobei € =
X

Beispiel 23 Betrachte 0.2 dezimal mit | = 6,p = 2. Das ergibt 0.0011 n

dualer Darstellung und normalisiert 0.110011%22. Rundung aufl = 6 Stellen

ergibt 0.110011 x 272, Riickkonvertiert ergibt sich % = 0.19921875.

Rundungsfehler entstehen beim Einlesen, Speichern, Konvertieren,
Rechnen.

Man hat auf dem Rechner nur eine Pseudoarithmetik, denn M ist nicht
abgeschlossen bzgl. +, —, %, +.

Beispiel 24 Betrachte M(10,5,1) und die Zahlen

r = +25684+1 2.5684,
y = +32791 -2 0.0032791.

~
~

Dann gilt

v+y = 25716791 ¢ M,z +y = 0.00842204044 ¢ M
5

5
z/y = 783.2637004 ¢ M.

5

Die iibliche Arithmetik in R muss so realisiert werden, dass das Ergebnis
wieder in M ist.

Das Ergebnis der Pseudooperation &), V € {4, —, %, +} ist im allgemeinen
festgelegt durch

gl(zVy) = 2Oy = v(zVy), fir z,y € M (3.7)

HardwareméBig wird iiblicherweise mit langerer Mantisse gearbeitet als im
Ergebnis, dies normalisiert und dann gerundet. Vorsicht: dies gilt nicht
auf allen Rechnern, man kann bose Uberraschungen erleben. (z.B.
auf Rechnern die nicht mit IEEE-Standard—Arithmetik arbeiten.)
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Proposition 25 Es gelte (3.7). Falls |xVy| in Z liegt, so gilt fir den rela-

tiven Fehler
xr Ny —zVy _ v(zVy) —aVy
xVy xVy

‘ < eps (3.8)

In R gelten Assoziativ—, Kommutativ— und Distributivgesetz, in der Rechne-
rarithmetik in M gilt im allgemeinen nur die Kommutativitéit fiir Addition
und Multiplikation.

Beispiel 26 Betrachte M(10,5,1).

Assoziativitdt

0.98765 + 0.012424 — 0.0065432 = 0.9935308
0.98765 & (0.012424 © 0.0065432) =

0.98765 & 0.00588(08) = 0.99353(08)
(0.98765 & 0.012424) & 0.0065432 =

1.(1)(())3[?174@0.0065432 = 0.99356

Distributivitat

(4.2832 — 4.2821) % 5.7632 = 0.00633952
(4.2832 6 4.2821) ® 5.7632 =
0.0011 ® 5.7632 = 0.0063395(2)
(4.2832 ® 5.7632) © (4.2821 ® 5.7632) =
24.684(93824)  ©24.678(59872)

24.685624.679=0.0060000

Mathematisch dquivalente Algorithmen zur Auswertung eines ra-
tionalen Ausdrucks konnen bei Durchfiihrung auf dem Rechner
zu wesentlich verschiedenen Ergebnissen fiihren, selbst wenn die
Eingabedaten Maschinenzahlen sind. Nichtrationale Operationen
wie |/ Sin, exp sind (nicht immer gut) softwaremifig realsiert. Auch
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hierfiir gilt im allgemeinen: Das Maschinenergebnis ist Rundung
des exakten Ergebnisses.

Auf einigen Maschinen ist selbst + nicht fest realisiert oder man hat die
Wahl zwischen billig und schlecht oder teuer und gut.
3.3 Fehlerfortpflanzung

Ungliicklicherweise planzen sich einmal gemachte Fehler (z.B. bei Rundung)
auch noch fort. Seien z,y mit Fehlern Az, Ay behaftet <‘%{ , %‘ < 1).

Was passiert bei exakter Durchfithrung einer elementaren Operation mit
diesen Fehlern, d.h. fiir V € {4+, —, %, +} sei xVy € M.

Fortpflanzung des relativen Fehlers:

(x+ Ax)V(y + Ay) = 2Vy + A(xVy)

——
abs. Fehler des Ergebnisses
+tirty+ Ar+Ay:

Arxty) AvEtlAy =z Ami y Dy

= — 3.9
rty rty rty x rty y (39)

Bemerkung 27 Ist |x £ y| sehr klein gegeniiber |z| oder |y|, so kann der
relative Fehler ausserordentlich verstirkt werden, z.B. wenn zwei anndhernd
gleich groffe Zahlen subtrahiert werden. Dieser Effekt heisst Ausldoschung.
Man muss bei der Aufstellung der Algorithmen darauf achten, dass dies so-
weit wie moglich vermieden wird.

Bei Multiplikation und Division tritt keine wesentliche Verstéarkung des Feh-
lers auf.

x:xy + Ay +yAxr + AyAx

Aawy)

Alrxy) Ly  Lr Lyhr Ly L

(3.10)

TxyY Y x xy Y x
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r+Axr  x  yAr—zly

=g
y+Ay oy yly+Ay)

Az +y) 1 yAx — xly
vry x+y<y(y+Ay)) (310
 ylhr—zlhy  Ax oy Ny
T oaly+Dy) woy+ldy y+ Dy
_ Ax Ay
Ty

Wie beurteilt man nun numerische Verfahren?

Wesentliche Gesichtspunkte sind die Genauigkeit und Verlisslichkeit
des Ergebnisses und die Effizienz, d.h. der Rechenzeitbedarf, der Speicher-
bedarf, die Programmlénge, die Kosten und neuerdings die Vektorisierbarkeit
oder Parallelisierbarkeit.

Die Effizienz hiangt stark von der Rechnerarchitektur ab, bzw. von der
Systemumgebung, i.a. kann man dieses gut abschéitzen oder testen.

Die Verlasslichkeit gibt an, wie ein Versagen eines Teilprogramms den
Gesamtprozess beeinflusst. Bei der Genauigkeit hat man alle moglichen
auftretenden Fehler zu beriicksichtigen und ihren Einfluss auf das Ergebnis.

Fehler sind hier nicht Programmier— oder Hardwarefehler, sondern die Ab-
weichung, eines nach richtig angewendeter Vorschrift erzeugten Resultats,
vom gewilinschten Ergebnis.

Es gibt verschiedene Fehlerarten:
1. Rundungs— oder Reduktionsfehler, s.o.

2. Datenfehler: Ublicherweise sind die Eingangsdaten ungenau, z. B.
Messdaten mit Messfehlern. Das Losen eines Problems entspricht dem
Auswerten einer Funktion f : D — W fiir Datenwerte x € D. Anstelle
von x hat man gestorten Wert Z. Der Datenfehler ist dann f(z) — f(Z).



3.4. FEHLERANALYSE 35

Die Empfindlichkeit der Losung des Problems (Auswertung von f), ge-
geniiber kleinen Anderungen in den Daten (in z) heisst Kondition des
Problems. Die gute oder schlechte Kondition ist eine Eigenschaft
des Problems und NICHT des Verfahrens.

Eine instabile Differentialgleichung hat eine schlechte Kondi-
tion.

3. Verfahrensfehler: Exakte Verfahren enden nach endlich vielen Ope-
rationen (bei exakter Rechnung) mit dem exakten Ergebnis y = f(x).
Néherungsverfahren (z.B. das Euler-Verfahren) enden mit einer Néhe-
rung gy fiir die Losung y. Verfahrensfehler: y —y

Anwender- — Mathem. — Numer. — Prog.
problem Problem Algorithm.
Daten Unsich. Daten z gerund.
x Daten Z Daten ¢l(Z)
! | | !
Losung — exaktes — Ergeb. —  Maschinen-
des Probl. Ergebn. des Alg. Ergeb.
y T y* T y T y
Daten- Verfahr .- Rund.
fehler fehler fehler

3.4 Fehleranalyse

Um herauszufinden was in einem Algorithmus passiert, machen wir eine Feh-
leranalyse.

Gegeben sei eine Funktion f(ay,...,a,) und eine durch Fehler gestorte
Funktion f(ai,...,a,).

Eine Fehleranalyse ist die Verfolgung der Auswirkung aller Fehler, die in
den einzelnen Schritten bei der Berechnung von f auftreten kénnen.

Bei der Vorwdrtsanalyse verfolgen wir den Fehler von Schritt zu Schritt und
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schéitzen fiir jedes Teilergebnis den akkumulierten Fehler ab, d.h. wir verfol-
gen den Fehler, so dass das Ergebnis die Form f(ay,...,a,) = f(a1,...,a,)+
0 hat, wobei ¢ der akkumulierte Fehler ist.

Bei der Rickwdirtsanalyse geschieht die Verfolgung des Fehlers so, dass jedes
Zwischenergebnis als exakt berechnetes Ergebnis fiir gestorte Daten interpre-
tiert wird, d.h. der akkumulierte Fehler im Teilergebnis wird als Datenfehler-
effekt interpretiert. Also: f(ay, ..., a,) = f(a1,...,a,) mit gestorten Daten
@1, ...,a,. Uber den Fehler im Endergebnis erhilt man so zuniichst nur die
Aussage, dass er einem Datenfehler bestimmter Grofle entspricht, dem dqui-
valenten Datenfehler. Die Grofle der dAquivalenten Datenfehler dient dann zur
Beurteilung der Algorithmen.

Beispiel 28 Betrachte

flar,a2) = a1 + as, flai,as) = a1 @ as.

Vorwdrtsanalyse
a @ as = a; +as+e(a; +az) el < eps,
f(a1,a2) 5
6] < eps (|aa] + [az])
Riickwdrtsanalyse
= a(l+e)+ax(l+e) [e] < eps
f(@:dz)

Eine Vorwiértsanalyse ist im allgemeinen kaum durchfiihrbar, fiir die meisten
Verfahren ist, wenn iiberhaupt, nur eine Riickwértsanalyse bekannt.

Ein idealer Algorithmus im Sinne der Riickwértsanalyse hat einen dqui-
valenten Datenfehler von der Gréflenordnung der Rundungsfehler oder
Eingangsfehler. Aussagen iiber den Gesamtfehler erhélt man dann {iber
Storungssdtze.

Vorteil dieser Vorgehensweise: Auswirkungen der Arithmetik und des
Verfahrens werden getrennt von der Kondition des Problems.

Beispiel 29 Betrachte die quadratische Gleichung x* — 2a,2 +a; =0 0 <
ar K 1<ay.
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Finde die kleine Losung

" = f(a,a2) = a; —\/a} — ay

Kondition des Problems: Setze a = (a1, a2) und betrachte Taylorentwicklung
von

fla+ Aa) =77

fla+ Aa) = fla) + FL(a) & ay + L (a) A ay

3.12
+ Terme héherer Ordnung in A\ ay, Nas. (3.12)

T*— Of(a) ay Nay  Jf(a) ay Nay
— _I_ i

T* da; =* ay day x* as
—_——— ———

+ T.h.0.

Verstirkungsfaktoren fiir

relativen Fehler in Daten.

of 1 24 Va2 —ay —ay —x*
' T T Va e Va-
af 11

A N

a _*
f @ —xﬂz—l daay<€l<a

a_al(a) o —a% —

g_a]:(a)% — 42 = a2 ~ 1

* P] 2a9
x 2\/ai —asr* —aEL g
A / (l%*ﬂ,z

Also ist das Problem gut konditioniert. Erwarten wiirden wir bei einem guten
Algorithmus einen relativen Fehler von c - eps, mit kleinem c.

Algorithmus: M(10,5,1)a; = 6.002,ay = 0.01
Y1 1= a1 *ay y1 = 36.024
Y2 1= Y1 — G2 1Yo = 36.014
Y3 = /U2 ys = 6.0012
r:=ys=a; —y3 | T=ys=0.00080000
exakt 0.00083311
82— 0,039747

Fine Riickwairtsanalyse liefert
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[al — (@1 +21) — a)(1 +e2)(1+e5)| (14 e4), [l < eps.

= a(l4e)— |a3(1+ 54)2£1 +e1)(1+e9)(1+ 63)i—a2 (14 £2)(1 +e3)(1 +e4)?

J/

~~ ~~
1+ep 1+eg

a%(l + 84)255

= a1(14e4) = |(ar(1+¢e4))? —az((1+e6) — a

TV
l+er
a2
lezl<eps (5+41r))

[ag]

Der Rechner liefert die exakte Losung von x*—2a,(1+¢e4)x+as(1+e7) = 0 mit
2

les] < eps und |e7| < eps (5+4‘CL—1’)), d.h. der Algorithmus ist ungeeignet.
a2

grofs

Definition 30 Fin Algorithmus fir den die Rickwdrtsanalyse liefert, dass
das berechnete Ergebnis das exakte Ergebnis eines gestorten Problems mit
Storungen der Groflenordnung c- eps ist, heisst numerisch riickwérts stabil.
Fin Algorithmus fir den die Vorwdrtsanalyse liefert, dass das berechnete Re-
sultat einen relativen Fehler der Griflenordnung c- eps hat, heisst numerisch
vorwérts stabil. Ansonsten ist der Algorithmus numerisch instabil.

Faustregel:

Gut konditioniertes Problem und stabiler Algorithmus — gute
Ergebnisse.

Schlecht konditioniertes Problem oder instabiler Algorithmus —
unsichere Ergebnisse.

3.5 Fehleranalyse bei Einschrittverfahren

Wir wollen nun mit diesen Erkenntnissen die expliziten Einschrittverfahren
untersuchen.

\ les|<4eps. leg|<5eps.
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Wir haben schon im Beispiel gesehen, dass der Fehler wéchst, wenn wir h
zu klein machen. Woran liegt das?

Die Lipschitzkonstante L, gibt im wesentlich an ob das Problem schlecht
konditioniert ist. Leider kennen wir diese im allgemeinen nicht.

Was passiert bei der Implementierung des Verfahrens?

Wir berechnen
Uir1 = Ui + hq’(% u;i, h, f)7 Uo = Yo-

Dabei machen wir einen Approximationsfehler aber auch Rundungsfehler bei
der Auswertung von ® und bei der Summe und Multiplikation.
Auf dem Rechner erhalten wir

iy = gl(yo) = Yo + €0, |€o| < eps
Uiy = gl(a; + gl(h* gl(®(E;, s, b, f))
= ’&l + hq)(tl, ﬁ,i, h, f) —|- Ei—i—l; (313)

wobei
€ir1 = h®(t;, Ui, hy f)(Qig1 + pit1) + Gip10i41 + O(eps?). (3.14)

Dabei ist ;1 der Fehler bei der Berechnung von @, p;41 der Fehler bei

der Berechnung von h® und 0,11 der Fehler bei der Berechnung von u; + ho.
Wenn A klein ist, kénnen wir annehmen, dass
h(cigr + piv1) < Uig10i41.
Damit haben wir grob, dass €411 ~ 0;11U;i11-
Theorem 31 Rundungsfehlereinflufl beim expliziten Einzelschritt-
verfahren.

Seien u;, i =0,..., N die (theoretischen) Verfahrenswerte, die gemdys

Uiy1 = u; + h®(t;, ui b, ), ug = yo
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gewonnen werden, und seien U; die vom Rechner hierfiir gelieferten Werte,
fr die gilt

U1 = U + h® (L, Ui, h, f) + €41, To = uo + €o.

Die Inkrementfunktion ® geniige einer Lipschitzbedingung mit Konstante
L bzgl. u und es sei |e;| < e=ceps firalle0=1,...,N.
Dann gilt fir r; = u; — u;, dass

b — 1
] < (o] + ).

Beweis. Wir haben
Tip1 = 1 + h[®(ti, U, h, f) — P(ti, us, hy [l + €41

also
|Ti+1| S (1 + hL)|T2’ + €.
Nach Lemma 10 gilt daher

tm — to

’rm’ < (|7“0| + me)emLh = (|7~0| + - €>€L(tm—t0)’
da mh = t, —tg. O
Damit kénnen wir nun den Gesamtfehler F; := @; — y(t;) bei expliziten

Einzelschrittverfahren charakterisieren.

Theorem 32 Gesamtfehler.
Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Theorem 31 und mit 7, =
max; |7;| und 7, = 7(t;, v, h, f) folgt fir m =0,..., N, dass

(tm — tO)

Bl =l = y(tm)] < 00 eg] 4+ 2

(Tn, + ceps)].
Beweis. Wir haben Ejy = €5 und

Eigg = Uiy — Yiq1 = (aiJrl - Ui+1) + (Ui+1 - yz’+1) =Ti+1 + €iy1-
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Wir haben e;; in Theorem 9 und r;;; in Theorem 31 berechnet. Damit
ergibt sich

| B Tm + em| < [rm| + [em]

(|7”0| ol + (tn — to)

IN

Th + ceps ) L(tm—to)
—n )€ '

Bemerkung 33 Diskussion der Ergebnisse:

e Falls / grof} ist, so ist 7 grof3 und <> klein.

eps

e Falls / klein ist, so ist 7 klein, aber =

grof3.

e Wir miissen & klein machen, damit 7 klein ist, wir diirfen es
aber nicht zu klein machen, weil sonst der Anteil des Fehlers,
der von den Rundungsfehlern herriihrt den Fehler dominiert.

e Wir brauchen daher Verfahren héherer Ordnung, d.h., Ver-
fahren, bei denen 7+ = O(h”) mit moglichst groflem p, denn
dann kénnen wir den Gesamtfehler schon mit relativ grofiem

h klein machen.
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Kapitel 4

Interpolation

4.1 Einfiihrung

Wir haben gesehen, dass wir fiir die numerische Losung von Differential-
gleichungen Verfahren hoherer Ordnung benétigen. Um solche Verfahren zu
erhalten, und auch aus vielen anderen Griinden wie

e Approximation von Funktionen,

Darstellung der Losung von Differentialgleichungen als Kurve,

CAD (Computer Aided Design),
CAGD (Computer Aided Graphic Design),

Bildverarbeitung,

Signalverarbeitung,
o ...

miissen wir uns mit Interpolationsmethoden beschéftigen.
Betrachte einen Typ von Funktionen z.B.

1. Polynome
P(z) = ag + a1x + asx® + ... + a,2™; (4.1)
2. Rationale Funktionen
ap + a1 T + asx® + ...+ a, "

(@) Unt1 + Qpg2T + Qg 3™ 4 L+ Qg1 ™ (4.2)

43
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3. Trigonometrische Polynome

P(z) = ag + a1e®™ + ape™ + ... + a,e™; (4.3)

4. oder Splines, dies sind stiickweise Polynome.

Eine Interpolationsaufgabe hat dann die folgende Form:

Gegeben Werte (z;, f;) fur i = 0,1,...,n (diese heiflen Stitzstellen oder
Knoten), finde Parameter ay, ..., a,, so dass

P(xi,ao,...,an):fi, ZZO,,TL (44)

Beispiel 34 Interpolation durch stiickweise lineare Funktionen. Gegeben sei-
en die Stiitzstellen, die das Euler-Verfahren firy' = f(t,y), mit Anfangswert
y(to) = yo berechnet hat,

(ti,ui), ZZO,N

Bestimme eine stiickweise lineare Funktion (linearer Spline), die diese
Punkte verbindet.

4.2 Polynominterpolation

Eine der wichtigsten Interpolationsaufgaben in der Praxis ist die Polynomin-
terpolation.
Mit der Bezeichnung

I1,, := {Polynome vom Grad < n}
erhalten wir den folgenden Satz:

Theorem 35 Lagrange—Interpolation'
Seien n+1 Stitzstellen (x;, f;),t = 0,...,n, mit x; # x; firi# j gegeben.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom p € 11,, mit

1J.L. Lagrange, Franzosischer Mathematiker 1736-1813
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Beweis. Zuerst zeigen wir die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms: An-
genommen, es existieren zwei Polynome pq, po € II,, mit

p1(xi) = p2(xi) = fi, i=0,...,n.
Dann definiere p := p;(x) — pa(x). Es gilt: Grad p < n und
p(x;) = pr(x;) — pa(z;) =0, 1=0,...,n
p hat n 4+ 1 Nullstellen. Mit dem Hauptsatz der Algebra folgt:
p(z) =0

und damit

b1 = p2.
Nun zeigen wir die Existenz, indem wir das Interpolationspolynom konstru-
ieren: Sei

Li(z) =[] -2 (4.6)

o Ti — T
G
Fiir die L; gilt an den Stiitzstellen xy:
1 firi=k
M@w_{OiMi#k' (4.7)

Daraus folgt, dass

p(x) = Z fiLi(z)

=0
= S a5 (4.8)
=0 j=0 Li mj

die Interpolationsaufgabe 16st. O

Die L;(x) heiflen Lagrange—Interpolationspolynome. Sie bilden eine Basis
fiir II,,. Eine andere Basis ist 1, z, 22, ..., 2". Beide Basen sind jedoch fiir die
praktische Berechnung ungeeignet. Fiir die numerische Berechnung verwen-
den wir zwei andere Ansétze.
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4.2.1 Das Verfahren von Neville und Aitken

Definition 36 Gegeben seien die Stitzwerte (x;, f;),i = 0,...,n und eine
Teilmenge {ig,...,ix} C{0,...,n}. Dann bezeichnet P;, ;. € I} das Poly-
nom mit der Figenschaft

Pio ..... ik(mij):fij7 ]:077k (49)

~~~~~

Dann erhalten wir fiir diese Teilpolynome die folgende Rekursionsformel:
Lemma 37 FEs gilt:
Pz](x) = fij7 j:07"'7k7 (410)

.

2

ol

—~
K

N—
I

(4.11)

Beweis. Die Formel (4.10) ist klar. Zum Beweis von (4.11) sei ¢(z) die rechte
Seite von (4.11). Der Grad von ¢(z) ist nicht grofler als k, daher gilt

0— (mio - xik>Pio ,,,,, ik—l(xio)

q(xio> = Ti, — Tig
Pio ----- ik—1($io)
fi07
o (my @i Piy i () — 0
q('rlk> .
T, — Ti,
Pi1 ----- Zk(x%)
= fzk

Weiterhin gilt fiir j =1,...,k — 1, dass

(mZ] B ‘/I"’L())‘PZ 7777 Zk (ZL‘ZJ) - ('CEZJ - xlk)PLO ,,,,, Zk—l(ajlj)
Lip — Lig

(xij B xio)fij - (fBij - fl?ik)fij

Q(%‘j) =

= fi
Die Behauptung folgt dann aus der Eindeutigkeit des Interpolationspoly-
noms. U

Damit kénnen wir nun einen rekursiven Algorithmus aufbauen.
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Algorithmus 1 Algorithmus von Neville-Aitken?

Gegeben sei eine Stelle x an der das Polynom Py, ., ausgewertet werden
soll.

Konstruiere mit Hilfe der Rekursionsformel (4.10), (4.11) das folgende Ta-
bleau:

77777

xo | fo= Polx
0 0 0( ) _ (z—zo)P1(x)—(x—z1)Po(x)
— Poi(z) = o)==
21 fl =P (x) ~
— Po(x) = (:r—zl)Pz(Q:Si—xQ)Pl(x) '
T | fo = Py(x) "
’ —
= Paiale) = sl

Beispiel 38 Gegeben seien die Stiitzstellen (0,1),(1,3),(3,2). Die Auswer-
tung erfolgt an der Stelle x = 2.

0]1=PF(z)
~ Poula) = (sz)il’):Oxfl)l _5

1|3=P(z) - P0,1,2(i5'):(270)§¢2%
~ Pe) = otz g

3|2 =Pyx)

Der Algorithmus von Neville-Aitken ist gut geeignet, um das Interpolati-
onspolynom an einer oder wenigen Stellen auszuwerten, aber nicht um das
Polynom selbst zu bestimmen, oder viele Auswertungen zu machen, (wie man
sie zum Beispiel fiir einen Plot braucht).

4.2.2 Interpolation nach Newton

Eine Alternative zum Neville-Aitken Algorithmus stellt die Newton-
Interpolation mit Hilfe von dividierten Differenzen dar.

2A.C. Aitken, Neuseelsindischer Mathematiker, 1895-1966
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Definition 39 Seien Stiitzstellen (z;, f;),1 = 0, ...,n gegeben. Der Ausdruck

flzi, - xitk), definiert durch die Rekursion
flw] = fi, (4.12)
f[xi, o ,$i+k] — f[l’i+1, cee 7$z‘+k] - f[%‘, e 7xi+k—1]’ (4'13)
Titk — T4

1=0,...,n, k=0,...,n—1,

heifit k-te dividierte Differenz von (zy, fi), ..., (Tizk, firk)-

Fiir die Berechnung der dividierten Differenzen haben wir wieder ein Schema:

o | fo = flzo] N
f[mo,m] = —f[x;l]:i([)m
z1 | fi = flai] < flxo, x1, 2] N
f[l‘l7x2] - % < f[‘r()? y L3
Ty | fo = flxs] < flxy, xo, 23] <
flze, x3) = —f[””;i:ii”] <
z3 | fs = flws] <
Ty :
Als Basis von II,, verwenden wir die Newton-Basis?:
No(.fll') = 1,
i—1
Ni(z) = [ -2y (4.14)
j=0
= (x—zo)(x—21)...(x — 1), i=1,...,n.

3Sir Isaac Newton, 1643-1727, englischer Physiker und Mathematiker



4.2. POLYNOMINTERPOLATION 49

Das Interpolationspolynom wird dann folgendermaflen konstruiert:

Py () =) %uNi(z). (4.15)

Die Koeflizienten ergeben sich aus den dividierten Differenzen mit folgendem
Theorem.

Theorem 40 Es gilt

P, iiw(x) = flo]+ flo, v (x — x;)
+flzi, v, Tipo](x — i) (2 — @i
+...
+f[$l, Litly - - - ,l’iJrk](.CL’ — iL',L)(.T — xi+1) Ce (i[) — LEiJrk,l).

Insbesondere ist v; = flxg,..., 2], d.h. die oberste Zeile im Schema der
dividierten Differenzen liefert die ;.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber k.
Fiir £ = 0 ist die Behauptung offensichtlich wahr.
Sei die Behauptung wahr fiir £ — 1 > 0. Dann gilt:

P in(@) =P ipw1(x)+vy(@—2)... (2 — Ziyp_1),

wobei v gerade der Koeffizient von z* ist.
Wenn wir zeigen, dass v = f[z;, ..., x|, so gilt die Behauptung auch fiir
k. Nach (4.11) ist

(z) = (x —x)Prgr,ivn(2) — (v — 2igk) Privi1 ()

Piivi,.ivk
Litk — Li
Nach Induktionsvoraussetzung ist f|xi41,..., 24k der Koeffizient zu
28t von Py in(x) und flay, ..., 2] der Koeffizient zu 2*~! von

PZ' i+k71('r)- Also ist

.....

fliv, - wigw] = flae, - Tigr] = flu;

Titk — L

der Koeffizient zu % von P, _; x(z), dh. . D

-----
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Beispiel 41 Betrachte die Stiitzstellen Ti = ‘ 0 ‘ L ‘ 5 ‘
fi=]1]3]2]
Wir erhalten das dividierte Differenzen Schema:
x9=0| flze] =1 N
f[l’o, xl] =2 \
1 =1] flr] =3 < flxo, 1, 25] = —2
f[xb $2] = _% 4
Ty =3| flra) =2 7

und damsit 5

Zur Auswertung von Polynomen verwendet man iiblicherweise das Horner-
Schema?. Dazu schreibt man das Polynom als

P(z) = ag+ax+ax® + ...+ apa”
= (..((apr+ap_1)r+an2)r+...+a1)x+ap

und erhalt fiir festes  die Rekursion:

Upy1 = 07
Uy = TUpyq + ag, k=mn,...,0, (4.16)

Der Vorteil des Horner-Schemas ist, das die Auswertung n Multiplikationen
und n Additionen benétigt, also 2n flops kostet. Wenn man mittels der nor-
malen Darstellung auswertet, wiirde das 2n? flops kosten.

Fiir die Newton-Basis erhalten wir ein analoges Schema:

Algorithmus 2 Hornerschema fiir Newton—Basis

P(z) = Z%M(ﬂc),

Ni(z) = (x—zo)(x—21)...(x — 2_1),
= Nia1(@)(z — i)

4W.G. Horner, 1786-1837, englischer Mathematiker
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Rekursion fiir festes :

un+1 - 07
up = (T — xp)upr1 + Vi, k=n,...,0, (4.17)

In diesem Fall werden zur Auswertung des Polynoms n Multiplikationen und
2n Additionen bendétigt, die Kosten betragen also 3n flops.

Bemerkung 42 Die Newton—Interpolation in Verbindung mit dem Horner-
schema bietet bei der Bestimmung eines Interpolationspolynoms eine Reihe
von Vorteilen:

e Finfache Berechnung des gesamten Interpolationspolynoms mit divi-
dierten Differenzen.

Leichte Auswertung mit dem Hornerschema.

Finfaches Hinzufiigen weiterer Stiitzstellen.

o flxo,...,x,] ist symmetrisch in den x;, d.h. die Reihenfolge ist egal.

Der Rundungsfehlereinfiuff ist durch Umordnung der Stiitzstellen redu-
zierbar.

Dividierte Differenzen lassen sich auf zusammenfallende Stiitzstellen z; = x;
erweitern falls f(z;) = f(x;).

hl —

f[:l:k + h,&:k + 2}1] — f[:l}k, Ty + h}

f[a:k, Tk, .Tk] = hm

h—0 Tr — 2h — xy,
— lim flzr +2h] = 2f[xy, + B + flx]
h—0 2h?
— %f//(xk)
— 1
fZEk,...,ZL’k = % (Ik)

m-+1 mal
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Damit kann man dann allgemeine Hermite-Interpolation® durchfiihren, bei
der fiir mehrfache Stiitzstellen jeweils die entsprechenden Ableitungen mit
interpoliert werden.

Beispiel 43

€o

zo | flzo] c1
fl@o) c2
o | flwo] < GO NN cs
f'(wo) < flzo, o, zo, 1] ca
o | fleo]l flwo,z0,21] flzo, 0,0, 21, 21]
flzo, 1] < flzo,zo0, 1, 21] <
z1 | flz] < flzo, 1, 21] < flzo, zo, 21,21, 21] 7
f'(z1) < flzo,z1,21,21] 7
z1 | flo] < 1) 7
fl@) 7
oy | flz] 7
Das Interpolationspolynom ist damit
P000111<£L') = Cp + Cl(ﬂi’ — .’Eo) + CQ(.’ﬂ — $0)2 + Cg(l‘ — .’L‘O)3
teg(x — 1) (2 — 31) + c5(z — 20)% (2 — 20)*.
Beispiel 44 Betrachte Stiitzstellen xq, xg, 1,21, ... . Das Schema ergibt

Poorizzix(z) = [co+cr(z — m)] + [ea + ca(w — x1)](x — x0)?
+lea + es(r — 29)|(x — 10)* (. — 21)* + - - -

+ear + con1(x — 2p)](x — 20)? - - - (2 — 2p_1)?.
FEs gilt firi =0,...,k die Bedingung

Poo..ke(zi) = f(zs),
Poo. . (T4) f(x;).

5C. Hermite, Franzosischer Mathematiker, 1822-1901

C5
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Wir wollen die Interpolation verwenden, um Verfahren hoherer Ordung fiir
die Losung von Differentialgleichungen zu konstruieren. Dazu miissen wir die
Frage kléaren:

Gegeben eine Funktion f und Auswertungsstellen xg,...,z, und Werte
fi=f(x) firi=0,...,n.

Wie gut approximiert das entsprechende Interpolationspolynom
,,,,, »(z) die Funktion f?

Theorem 45 Die Funktion f sein+ 1-mal differenzierbar. Dann gibt es zu
jedem = eine Zahl & aus dem kleinsten Intervall I, das alle x; und T enthdlt
(konvexe Hiille I = Clxy, ..., xn, &]), so dass

(4.18)

Bestimme k derart, da8 F'(#) = 0. Dann hat F(z) in Clxg, ..., Z,, ] n+2
Nullstellen xg, ..., z,, 2.
Nach dem Satz von Rolle hat dann F’(z) mindestens n + 1 Nullstellen, ...,

F®+(z) mindestens eine Nullstelle ¢ € C[zy, ..., 7,2].

Pt () =0 = FO(©) = f(€) — k(n+1)! =0

1,...,n
FmI(E)

p=d &)
— (n+ 1)

Wie sieht w(z) aus?



x 107 w(x), n=10, aequidistante Stuetzstellen
T T

o4 08r 1.4. INTERPOLATION

Die Funktion w(z) wéchst aulerhalb von C|xy, ..., z,] stark an und oszil-
liert sehr stark. Man sollte daher das Interpolationspolynoms auflerhalb von
Clxg,. .., xy,] nicht verwenden und damit der Fehler nicht grofer wird, nicht
zu viele Stiitzstellen haben.

Sei nun f : [a,b] — R gegeben, f geniigend glatt. Dann kann ich f beliebig
genau durch Polynome interpolieren. Man kénnte nun vermuten, daf3 die In-
terpolationspolynome gegen f konvergieren, falls ich die Intervallunterteilung
feiner und feiner mache.

Betrachte eine Folge von Unterteilungen

Ap = {a=a{" <2l™ <. <a™ =p},

Nm

| A |l = max|aff) — (™).

Theorem 46 [Satz von Faber]® Zu jeder Folge von Intervalleinteilungen A\,
von [a,b] kann man eine auf [a,b] stetige Funktion f finden, so dass die
Polynome Pp,, die auf (xgm), f(:vl(m))),i = 0,...,ny, tnterpolieren fiir m —
oo NICHT gleichmdfig gegen f(x) konvergieren.

6G. Faber Deutscher Mathematiker, 18771966
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Nur fiir ganze Funktionen gilt fiir alle | A, || — 0, P,, — f gleichméafig.
Fiir beliebige stetige Funktionen gibt es spezielle /A\,,, diese sind i.a. nicht
dquidistant.

4.3 'Trigonometrische Interpolation

Wenn Interpolation fiir ein Problem gemacht werden soll, welches periodi-
sches Verhalten aufweist, so bietet es sich an trigonometrische Polynome zu
verwenden, d.h., jetzt soll die Funktion f (oder die Folge von Stiitzstellen),
im Intervall [0, 27] durch ein trigonometrisches Polynom der Form

P(x) = Bo+ 1™ + o™ + ...+ BV, (4.19)

durch die Stiitzstellen (zg, fx),k =0,...,n — 1 mit
2T
T =k —, fk eC
n
interpoliert werden. Dies nennt man auch diskrete Fouriertransformation”.

Dabei soll P(x) die Interpolationsbedingung
Plxy) = fo, k=0,....n—1 (4.20)
erfiillen. Aus der Periodizitiat von P(x) folgt
Plxy) = fr, k=...,—3,-2,-1,0,1,2,3,.... (4.21)
Setze

w = e wy, = ek, (4.22)

Dann ist die Interpolationsaufgabe identisch mit der Aufgabe
mit
p(w) = By + frw + Bow? + ... 4 Boqw" L (4.24)
Wir erhalten das folgende Theorem:

"J. Baron de Fourier, franzoésischer Physiker und Mathematiker, 17681830



26 KAPITEL 4. INTERPOLATION

Theorem 47 Sei x), = 2Z—k,fk beliebig fir k = 0,...,n — 1,n € N. Dann
gibt es ein eindeutiges trigonometrisches Polynom p(w) = By + f1w + - -+ +
Bp1w™ Y mit p(wy,) = fr, fiir wy =€ k=0,...,n— 1.

Zusdtzlich gilt

i) wl=wt VjkeZ

n—1 4

. i 4 n firg=1

i) k% _{o fiir j £1,0< 5,1 <n— 1.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit folgt aus Theorem 35.
Teil i) ist trivial.

Um Teil ii) zu zeigen, beachte, dass fiir alle k = Z, jedes wy, eine Nullstelle

von
w—1=(w—-1Dw" ' +w" 2+ +1)=0

ist. Fiir k # 0, &n, £2n, ist wy # 1, also folgt

—_

n—

! {n k=0,£n,£2n,...
wk:

0 sonst.

Iy
=

Die n—Vektoren ®; = (wg, e ,wfl_l), j=0,...,n—1 bilden eine Ortho-
normalbasis von C" unter dem Skalarprodukt

I (4.25)
j=0

diskrete Version von (f,g9) =+ [ f(z)g(z)dz), denn es gilt
( 9) = g 8

_J 1=
[q’f"‘pl]‘{o jAL 0L <n—1.

Damit erhélt man eine explizite Formel fiir die Koeffizienten j;.
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n—1

Theorem 48 Sei p(z) = Y 3;€* das interpolierende trigonometische Po-
=0

lynom fir p(xzy) = fr, k=0,...,n—1, so gilt

n—1
1 s —2mik .
:ﬁkE_ofkwa:_E fkexp{ ]} j=0,...,n—1  (4.26)

Beweis. Aus dem Skalarprodukt [e, e] folgt

n—1
%kawk_] = [f7 (I)]] = [60(1)0 +---+ ﬁn—lcbn—la q)J] = ﬁj‘
k=0

Es gilt die folgende Minimaleigenschaft der trigonometrischen Interpolati-
on.

Theorem 49 Unter allen trigonometrischen Polynomen q, der Form
qs(2) = Yo + 1€ + - - +75€"%, s < n — 1, minimiert das s—te Abschnitts-
polynom ps(x) = By + Bre™ + - - + Bse* fiir s =0,...,n — 1 die Fehlerqua-
dratsumme

S(as) = > 1fi — as (i) (4.27)

0

3
—

i

Beweis. Ordne py, g5 die n—Tupel

Ps = (pS(‘r())""?pS( ))

qs = (QS(xO)P"a(JS( Tn— ))
) =

zu, die p,,qs eindeutig festlegen Dann gilt 1S(qS [f — ¢, f — qs). Da
aber 3, = [f, ®;] fir k = 0,...,n — 1 folgt fir f € C", dass [f — ps, ®;] =

[f = > 6Pk, @] =0;—5;=0,7=0,...,s und
k=0

[f ps;(ﬁj ) ]:0;

y
i~
N
=
Cn
H Mm



o8 KAPITEL 4. INTERPOLATION

und Gleichheit nur fiir p, = ¢,, da [e, ] eine Norm definiert. 0

Bisher haben wir komplex gearbeitet, es gibt aber auch eine reelle Version:
Beachte, dass € = cosz + isinx und setze

n—1

2 k
A = — Z fr cos "
k=0 (4.28)
2 k;
B, = — Z frsin "
Fiir reelle fj, sind A;, B; reell und es gilt
1 n—1 ‘ 1 n—1 ‘
Br—j = - Z frwp ™" = - Z frwy, (4.29)
k=0 k=0
1 , 1 .
Bj = 54 — 1By, Buy = 5lA4; + B, (4.30)
und . .
Biw], + Br_jw, ? = Ajcos jxy, + Bjsin jrg. (4.31)

Damit erhalt man die reelle diskrete Fouriertransformation.

Die Koeffizienten A;, B; sind diskrete Approximationen an die Fourierko-
effizienten

mH

f( yeos(kx)dr, k=0,...,n—1,
f

(x)sin(kx)dx, k=1,...,n—1.

qw

:\%ﬂ:\%a

Theorem 50 Gegeben (xy, fx), k =0,...,N — 1 mit x; = % Man setze
firj €7

,_|

A, =

J

5 fucos(iay),

fk sin(kx;).

k=0
Definiere fiir ungerades N = 2M + 1

2|
_.o

(4.32)

2?r

Bj =

ZIM

A M
-0 Z(Ak cos kx + By sin kx) (4.33)
k=1



4.3. TRIGONOMETRISCHE INTERPOLATION 29

und fir gerades N = 2M

Ay = A
U(x) = 70 + Z (Ay cos kx + By sin kx) + TM cos Mz, (4.34)
k=1

so gilt
\I/(.’L'k):fk, kIO,...,N—l.

Beweis. Mit N = 2M folgt
N—-1 ‘ M—1 A '
Fo=>_ Bl =B+ > (Bywh + By—jw™ ) + Barwp!
j=0 j=1

und mit (4.30), (4.31) folgt

N-1

Bo=% Y fesin ¥ =0,
k=0
N-—1

BM = % Z fk sin —27;\1;'0 =0.
k=0

Der Beweis fiir ungerades N geht analog. 0O

Die Berechnung der Koeffizienten des trigonometrischen Polynomes geht
sehr effizient mit Hilfe der schnellen (fast) Fouriertransformation
(FFT) fir N =2", n>0.

Was ist zu berechnen?

1= )
—2miky
B = — fre™ ¥
Nk:O
N-1
1 ki
= N fk6]v7
k=0

—27i

mit ey = e~ .

Der Trick ist, die Tatsache auszunutzen, dass e~ eine N—te Einheitswur-
zel ist, d.h. alle Potenzen liegen auch auf dem Einheitskreis und die Expo-
nenten lassen sich einfach berechnen.
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Beispiel 51 Betrachte als Beispiel die FFT fiir N = 4.

[ 5o ] [ ex ex ex ex | [ fo 11 1 1 fo
B _ l 6(1)v 611\7 5?\/ 6?\/ fi _l 1 lev 6?\/ 6}9’\/ fi
G|  N|e& & ex ||| N1 e 1 & || f

| G5 G G S S /3 1 e e ex /3

[ o i 1 1 1 1 fo
B2 _ l L 1 & S1 ]

Bi| — N1 exy & €& f2
| Os | |1 X en e I3
1 11]0 0 1 ol1 o0 fo
11 &lo oo 1o 1 |]|nA
T N0 01 1 1 0] 0 fa
0 0|1 & 0 ex| 0 € f3

Bilde zuerst

20 1 0 1 0 fo

21 - 0 1 0 1 f1

Z9 - 1 0 E?V 0 fg

Z3 0 EN 0 6?\7 fg
Verwende €3, = —1, €% = —en

20=fot+fo 2= Jo— fo
zn=fi+f3 z=en(fi = f3),

Bo 1 1 0 0 20 11
ﬂg o i 1 E?V 0 0 21 . i 1 -1
| N 0 0 1 1 | N 11
B3 0 0 1 €% 23 1 -1
2 komplexe FT deTOrdnung 2 mit e?\,
also

NBy =20+ 121, NP1 = 29 + 23,
NBs=20—2, Np3=2 — 2.

Es findet jeweils eine Riickfithrung einer FFT der Ordnung N = 2" auf 2
FFT der Ordnung % = 2"~ ! gtatt. Als zusitzlicher Aufwand ergeben sich

<0
21
22
Z3
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Kosten von O(N) flops. Anstatt O(N?) fiir Matrixmultiplikation erhilt man
dann insgesamt %N log, N = 2! x n Operationen.

Da wir die zwei FFT halber Dimension unabhéngig laufen kénnen, lassen
sie sich gut auf Parallelrechner implementieren.

Fiir den Schritt von N auf N/2 erhalten wir die allgemeinen Formeln: Sei

M = % und setze j = 2/, dann ist

2M— M-1
Pa = Z (fr + frrsr)en
k=0 k=0
M-1
= (fi + Frasr) (e3)™,
k=0
wobei wir benutzen, dass
EN(M+k) = kM _ 2k
Mit Hilfswerten
2k = fro+ fuan, k=0,... . M —1
und mit €3, = €y folgt
M-1
Par = szEﬁZ, 1=0,...,M—1
k=0
Fiir die ungeraden Indizes gilt analog
M-1
Bory1 = Z ZM+1€€I]€\2, [=0,....m—1
k=0
mit Hilfswerten
ZM+k:fk—fM+k€?V, k=0,....,.M—1

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

Der zugehorige Algorithmus von Cooley/Tukey (1965) enthélt noch weitere

Tricks.
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4.4 Spline Interpolation

Wir haben gesehen, dass die Polynominterpolation nicht unbedingt gute Er-
gebnisse liefert, insbesondere dass der Fehler stark oszillieren kann.

Als Ausweg kann man die Interpolation durch stiickweise Polynome
durchfiihren. Dies ist urspriinglich schon im Schiffbau ein {ibliches Verfah-
ren, daher auch der Name.

<

\, J

Heute sind Splines die wichtigsten Werkzeuge bei der Losung von Rand-
wertproblemen fiir gewohnliche und partielle Differentialgleichungen, bei der
Computergraphik, und vielen anderen Anwendungen, weil sie sehr schon glat-
te Kurven liefern.

Durch A := {a = 2y < x1--+- < x, = b} sei eine Unterteilung von [a, b]
gegeben.

Definition 52 Unter einer zu /\ gehédrenden Spline—Funktion S versteht
man eine reelle Funktion S : [a,b] — R mit

a) S € C*[a,b]  (2k mal stetig differenzierbar).

b) Auf jedem Teilintervall [x;, x;11] stimmt Sa mit Polynom 2k + 1-ten
Grades 1iiberein.



4.4. SPLINE INTERPOLATION 63

Hier sei im folgenden k = 1, das sind kubische Splines. Fast alles 143t sich
iibertragen auf andere k.

Sei k"(a,b) := {f la,b) = R; f®, i =1,...,n—1, existiert und ist ab-
solut stetig, f(" existiert fast iiberall auf [a,b] und ™ € L?[a,b]}.

Zur Erinnerung: Eine Funktion f heifit absolut stetig, falls zu jedem ¢ > 0
ein § > 0 existiert, so dass fiir jedes endliche System von Intervallen [a;, b;]
mit a < a; < by < ag < by < ay < by < bmit Y |b — a; < 0 gilt:

ZZ: ‘f(bz) - f(a/z)| < €.

Wir haben, dass Sx € k?**1(a,b).

Sei Weiterhin /;;‘(a, b) = {f € x"(a,b), f,f,..., f" Y, (b—a)—periodisch},
d.h. f@(a) = f@() i=0,...,n—1. Eine Spline-Funktion heiflt periodisch,
falls

Sa € k2 (a,b).

Wir wollen mit Splines interpolieren, d.h. wir wollen, dass Sa(z;) = f; =
f(z;), i =0,...,n. Dann bezeichnen wir den Spline mit Sﬁ. Fiihre als Maf3
b
fiir die Giite der Approximation w(f) := [ |f”(z)* dx ein. Es gilt w(f) > 0,
jedoch w(f) = 0 fur alle f = cx + d.

Theorem 53 Sei f € k*(a,b),N = {a = 2y < -+ < z, = b} und S
kubischer Spline zu /\. Dann gilt

w(f = 8a) = w(f) = w(Sa) -2 [(f’ =SSl =D (F = Sa)SAl: |-

=1

Beweis. Es gilt

b

w(f —8a) = / ' Shda

a
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b b b
= /|f”\2das—2/f”sgdx+/\sg|2dm
b

— w(f) -2 / (f" — S2)S0 di — w(S).

a

Partielle Integration in Teilintervallen ergibt

Z5 Z5

[ =spsuan = (¢ -spsil - [ (- Swsgs

Ti—1 Ti—1

o /(f—sA)sg”dx.

Ti—1

= (- SLSh

o~ (f=Sa)SK

Da S™ = 0 auf allen [z;_;,z;] und

- / / " | %i / / i |b
(= SWSAL = (f' = SA)SE,

=1

folgt die Behauptung. 0O

Dieses Theorem ist Grundlage fiir die Minimaleigenschaft der Splines.

Theorem 54 Sei A = {a = 29 < z1--+ < x, = b} und eine Menge von
Funktionswerten { fo, ..., fn}, gegeben, wobei f(x;) = f;, firi=0,...,n und
f € k*(a,b). Dann gilt

w(f = 84) = w(f) —w(SL) >0 (4.40)

fiir alle interpolierenden Sﬁ, die einer der drei folgenden Bedingungen
erfiillen.

a) Sp(a) = SA(b) = 0; (4.41)
oderb) fe€ mi(a, b) Sa periodisch ; (4.42)
oder ¢) f'(a) = Sh(a), f'(b) = SK(b). (4.43)

Fiir jeden dieser Fdlle ist Sa eindeutig bestimmt.
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Beweis. In jedem dieser Félle verschwindet

n

(' = SWISA)y = D (f = Sa)SA[:

=1

Fiir die Eindeutigkeit sei angenommen, es géibe §£ mit den gleichen Eigen-
schaften. Dann kénnte man f(x) = S% () setzen. Daraus folgt, dass

w(SA(x) = SA(2)) = w(SA(x)) —w(SA(x)) = 0

und genauso, dass
w(Sh(z)) — w(Sh () >0

b
[ (85 = spyas =o

Da beide Ableitungen S”, 5" stetig sind folgt, dass

also insgesamt, dass

St =81 =8 =8 +cx+d,

und wegen S4 (z) = SX (z) fiir a,b folgt c=d =0. O

Dieses Theorem besagt, dass die Splines unter allen Funktionen aus x%(a, b)
die interpolierende Funktion mit der geringsten Kriimmung sind, denn es gilt

K(z) = iﬁ ~ f"(z) fiir f'(z) klein.

Analoge Eigenschaften gelten fiir andere Splines.

Zur expliziten Berechnung der Splines setze hji1 = x;41 — x; fiir j =
0,...,n—1und
= 5% (x;), j=0,....n. (4.44)

Diese M; heifen Momente. Wir berechnen Splines, die (4.41), (4.42) oder
(4.43) erfiillen mit Hilfe der Momente. Da Sa kubisch in [z;, z;41] ist, folgt
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dass S linear in [z;, z;41] und es gilt (2-Punkte Formel der Geradenglei-
chung), dass

IE—I']'

Tjiy1 — X
SA(x) = Mj% + Mj——, @ € [gj, 2. (4.45)
j+1 j+1
Integration ergibt
2 2
S(r) = _pFm T @)t
A( ) J th“ Jjt+1 2hj+1 J
T — )3 T — ;)3

SA(I’) = M]M + ]\4]'-1—1q —+ Oéj(l' — l’j) + ﬁj.

6hj+1 6hj+1

Die Interpolationsbedingungen ergeben, dass

Salz;) = fj,
B2 h?
:>Mj—]6+l 0 = L= h=1-M ]6+1’
Salzjr) = [fin
h? fivi—fi h;
— Mj—HJT—H tojhin+ 8 = fin=aq;= ﬁhl,ﬂ - ]6+1 (M1 — Mj),
J
und damit
SA(QZ) = aj + bj(a: — SL’j) + Cj(&? — LC]')2 + dj<13 — xj)?’, (446)
mit
M; M:h;
a = fro =G0 == ey = Sh() (447)
fim—fi @M+ Mjg)hin My —M;  SK())
_ d. — -
hji1 6 T 6h,11 6

Wir brauchen also nur die M/; zu berechnen. Wir haben gefordert, dass S, ()
an den Knoten x = x;, 7 = 1,...,n — 1 stetig sein soll. Das ergibt n — 1
Gleichungen. Es gilt

(@—2)* i J
2R hjs

2
Ty — T
Sh(x) = —MjM—I-MjJA

4.48
i (4.48)

h;
- JGH (M1 — M)
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wenn man die Werte einsetzt. Damit ergibt sich fiir j =1,...,n—1
h;
Si(@) = b hfﬂ ! SJM + M, (4.49)
J
D I
S (2T f]+1 fJ _ gl M. — 2t o
A(x] ) hj+1 3 J 6 J+1

Gleichsetzen wegen der Stetigkeit impliziert, dass

b o f _f
6 hj hj

= [flzj,zj] = floj-1, 24,

h:
Eijfl +

hj +hj
3

fir j =1,...,n — 1. Das sind n — 1 Gleichungen fiir My, ..., M,.
Die zwei weiteren notwendigen Bedingungen erhélt man aus (4.41), (4.42),
(4.43). Aus (4.41)

St (a) = Mo = M, = S4(b) = 0.
Aus (4.42)

S(a) = SU(b) = M= M,.
hn hn+h1 hl
b —M,,_ M, M
) = Mt T Mt M
_ fl_fn i fn_fn—l
hl hn '

Aus f, = fo und mit der Setzung h, 1 := hy, M, 1 := My, fn,i1 := f1 erhélt
man wieder Gleichung (4.50).

Aus (4.43)
/ / h h - /
Si(a) = f, = EIM0 glM1 flhlfo —f
! ! hn h”l'L / fn fn
SAb) = f, = 5 n—1+§Mn=fn— A -

Fiithre nun folgende Abkiirzungen ein:

h; h,
A= — 2t o= —
P by b Tyt by
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Dann erhélt man das System von linearen Gleichungen

piMj—1 + 2M;j + Xj My = 6f[xj 1, 25, 2541] = d

d.h. die folgenden Gleichungssysteme:

2 Ao
pi 20N

o

An—l
2

Mo

_Mn_

do

dy,

(4.51)

(4.52)

im Fall von Bedingung (4.41), wobei A\ := 0,dy = 0, pt,, := 0,d,, := 0 gesetzt

fin

M1

An—l

2

wurde. )
2 A\
2 2 Ao
M3
L An
im Fall von Bedingung (4.42), wobei
h
Ap =
hn + hy

M,

dy

y Un = 1-— A'rl7d7l - 6f[l‘n_1,$n,$1]

(4.53)

Im Fall von Bedingung (4.43) erhilt man wiederum System (4.52) nur mit

Ao =1 pn=1,dy = h% (flxo, z1] = f3) ,dn = % (fo = flen—1,2n]) .

Fiir alle 3 Gleichungssysteme gilt A; > 0, p1; > 0, \;+pu; < 1 und das Theorem:

Theorem 55 Die Matrizen der Systeme (4.52), (4.53) sind fiir jede Zerle-
gung A von [a,b] nichtsinguldr.

Beweis. Sei

2
H1

Ao
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Sei z,y € R"™! mit Az = y und setze \, = o = 0. Dann gilt
max || < max ly;| (A ist monoton).
Denn sei r der Index fiir den max |z;| angenommen wird.
Dann gilt
PrTp_1 + 2T + N Zp1 = Yy
= max [y > [y,| > 2| = pelrea| = Al
20z = (pr + Ar) ||

|z, | = mzax]:cz|

v

AVARLY,

Angenommen A singuliar = x # 0 mit Az = 0.
Monotonie fithrt sofort zum Widerspruch. Der Beweis fiir die anderen Syste-
me geht analog. O

Wie gut approximiert so eine Spline-Funktion?

(m < x%ﬁ) = b} eine Folge von Unterteilun-

Sei A = {a = 2™ <z
gen von [a, b] und sei o, = max(xz(.fl) — xgm))

Theorem 56 Sei f € C¥a,b] und |f¥(z)] < LVx € [a,b],A,, wie oben
mit SUp —mymy < £ < 00. Seien Sp,, die zu f gehdrigen Splines, die die
m,j T+
Interpolationsbedingungen
Sa,(Q) = J(O) firCe A, .
Sy, () = fl(x) firr=ab '
erfillen. Dann gibt es von A, unabhdngige Konstanten C; < 2, so dass fir
alle x € [a, b]

FO®x) = SQ (2)| < CiLkal?, i =0,1,2,3. (4.55)

m

Beweis. Betrachte feste Zerlegung A von [a, b]. Die Momente M; erfiillen fiir
den Fall den wir hier haben, das Gleichungssystem

2 )\0 MO do
b2 ) )
’ S W : :
2 M, d,
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hjt
Moo= fin =1 M= —3F 1\ i=1...n—1
o Pyt g i
dj = 6f[xj,1,xj,:cj+1],jzl,...,n—l

6
dO = _<f[x07x1]_f(l))7
(i

d, = h_n (f;z - f[xn—laxnb .
Definiere
f”<xo) MO
F = : ,r=d—AF,M = :
f" () M,

Dann gilt ro = do — 2f"(x¢) — f"(x1). Schitze zuerst ||ro|l ab. Taylorent-
wicklung um z liefert

6

o= (flzo, z1] — fo) — 2" (x0) — f"(21)
6

= S e+ 1 ey + ) + 0 () — e
= Iy Zo 9 To 6 Zo 24 1 Lo

2
—27"(aa) = (1"(an) + 1" (aw) + 1)

h (4) hi (4) y
= Zf (1) — ?f (12), fiir 71,79 € |20, 1]

3
= |ro| < ZLJZl. (4.56)

Analog gilt fiir r,, = d,, — f"(zn—1) — 2f"(z,) die Abschitzung
3. 5
[ral < 3 Lo, (4.57)

und fiir j = 1,...,n — 1 mit Taylorentwicklung um z;.

ri o= dj— i (wio1) = 2f"(x5) = N (w541)

h; h;
= 6f[$j_1,212j7$j+1] - Fﬂh‘-&—lf/,(xj_l) — 2f//<xj) ]—Hf/,(xj+1)
J J

_ ; 6 f/(l‘) + h‘J'Jrlf//(x‘) + h§+1f/”($') + h?—i-l f(4)(7—’ )
hj +hj+1 J 92 J 6 J J1
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h; " h3 " h3 (4)
By - L) + 1))

—f'(z;) +
h2
iy () = ) + )

= 2f"(;)(hj + hjy1)

B2
— hjn (f”(xj) + hj f" (25) + ]2+1f(4)(7j4))}

1 h? h? h3 h3
— s () + ) - 20 - ) )
mit Tjs € [l’jfl,l'j+1], 1= 1,2,3,4.
3 B3, +hd 3
e < Sl T 3y e
’ J’ 4 hj + hj+1 4
Insgesamt gilt
Il < 2203 =
3. o 3. o
|AM — F)||oo < ZLam = ||M — Flleo < ZLUW (4.58)
da A monoton.
Sei z € [z;_1,z;]. Dann folgt
M; — M;_
v/ _ J J=1  em
X () 1)
M= ) My — ()
hj hj
+ [f”(xj) - f”(l’)] - [f”(l'j—l) - f”(x)] . f”/<$).

h;
Taylorentwicklung um x und (4.58) —

g

2 Y
S8 — @] < 217 Ly =) + B ) — (g - ) )

2

J

. _ 2
_(x]_12 oy W) — hyf"(x)
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3 02 102
S §Lh_j + ih_]L’ T1, T2 € [xj_17$j]

< 2Lko,,, wegen Vor. Z—m < K.
J
Hierbei wurde noch maxee(a, , o,){(2; —2)*+ (¢ —x;-1)*} = h3 benutzt. Nun
gibt es fiir jedes x € (a,b) ein x; mit
o= <
T —x —0p
J — 20-

xT

— f'(x) = Sa(z) = f”(fﬂj)—Sﬁ(%H/(f”’(t)— () dt.

Mit der Abschétzung fiir f” — SX folgt, dass
" " 3 2 1
|f"(x) — Sx(x)] < ZLam + 50m 2Lk,
< ZL/W?”, da sk > 1.

Damit haben wir die Abschéitzung fir f” — SX.
Es gilt f(xj_1) = Sa(zj—1), f(x;) = Sa(z;). AuBer den Randpunkten oy =
a, 41 = b gibt es also noch den Satz von Rolle n Stellen «; € (z;_1,x;) mit

f/(Oéj):S/A(Oéj) j:0,7n+1
Es gilt also fiir jedes = € [a,b] ein «; mit |a; — x| < 0y,. Daher gilt fiir alle
x € [a,b] :

f(z) - Sa(x) = / (f"(t) — S5(1)) dt

= |f'(x) — Sx(z)] < ZLKO'2 SOy = ZLI{O'S :

Analog folgt fiir « € [a,b] (hier ist wieder |z — x;] < 30,,), dass

f(2) - Salz) = / 11(t) — Sh(t)dt



4.4. SPLINE INTERPOLATION

und damit . ) -
|f(x) — Sa(x)] < ZL/ﬁafniam = gLﬁafn.

Es gidbe noch viel mehr zu Splines zu sagen, dazu fehlt hier die Zeit.

73
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Kapitel 5

Numerische Integration

Eine weitere Technik, die wir zur Entwicklung von Verfahren hoéherer Ord-
nung benotigen, sind numerische Integrationsmethoden, oft auch Quadratur-
methoden genannt.

Aufgabe der numerischen Integration (Quadratur) ist die Berechnung von

b
/f(a:)dx, a,b < oo.

Typischerweise ist f nicht direkt integrierbar, und wir miissen numerische
Methoden verwenden. Die Idee ist nun die folgende. Approximiere f(x) durch
eine Funktion, die einfach zu integrieren ist; wie Polynome, trigonometrische
Polynome, Splines, rationale Funktionen, Exponentialsummen, oder &hnli-
ches, und verwende das Integral dieser approxierenden Funktion als Appro-
ximation an das gesuchte Integral.

5.1 Newton—Cotes Formeln

Die Idee der Newton—Cotes! Formeln, ist f(z) durch ein Polynom zu in-
terpolieren und dieses zu integrieren. Bilde dquidistante Unterteilung von
la,b], z;=a+ih, i=0,---,n, mit h = b;—“ n € N und bilde das Inter-
polationspolynom in II,,, das

Po(zi) = f(zi) 1=0,---,n (5.1)

IR. Cotes, Englischer Mathematiker, 1682 — 1716

5
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n | o; ns | Fehler Name

1111 2 }1‘—; @ (€) Trapezregel
21141 6 g—; @(€) Simpsonregel
3(1331 8 | L3 f™(g) | 3/8 Regel
4173212327 90 | KT8 £©) (&) | Milne-Regel
5119 7550 50 75 19 288 | M72T5 £(6)(¢) | —

6 | 41 216 27 272 27 216 41 | 840 | 29 f®)(¢) | Weddle Regel

Tabelle 5.1: Newton—Cotes—Formeln

erfiillt. Aus Theorem 35 folgt, dass

P,(z) = Z fiLi(x). (5.2)

Damit ergibt sich

b
/Pn(x)dx = Zfz/Ll(x)da: mit ¢ = a + hs

=0 Y
oy it (5.9
I Rt = |
1=0 0
= hzn:f-a-—b_azn:a»f» mit o; € Z
p 11 n pa 1J 17 7 .

Die Gewichte «; sind unabhéngig von f;, a,b jedoch abhéngig von n und
liegen tabelliert (siche Tabelle 5.1) vor. Diese Formeln heiflen Newton—Cotes—
Formeln.

Proposition 57 Fir den Approximationsfehler bei der numerischen Inte-
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gration mit Hilfe von Newton-Cotes Formeln gilt:

b

[ (@) - s@)de =1 0@ € @D (54)

a

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus Theorem 45. 0O

Es macht keinen Sinn hoheren Polynomgrad zu verwenden, weil dann
negative Gewichte in den Formeln auftreten und damit die Gefahr der
Ausléschung auftritt. Aber das ist auch nicht notwendig, denn um die schlech-
ten globalen Approximationseigenschaften von Polynomen zu vermeiden wer-
den die Regeln stiickweise auf Teilintervalle angewendet und dann aufsum-
miert.

Beispiel 58 (Summierte Trapezregel: stiickweise lineare Interpolation)

1

0.8

0.6

0.4

0.2

Verwende Teilintervalle [z;, z;11],2; = a +ih, i =0,---,N, h = %2

N
Dann ist die summierte Trapezregel gegeben durch
N1y
T(h) = ) 5 (i) + f(@i)] (5.5)

1=0
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= h[@+f(a+h)+-~+f(b—h)+@ :

Fiir jedes Teilintervall ist der Fehler

Tit+1

) = fGa) - | Flayde = FO() fir ¢ € (@), (55)

T

h
2
Insgesamt ergibt sich also

(5.7)

7(0) - [ fla)ds| =

a

Damit geht der Fehler mit h? gegen 0. Man nennt dies ein Verfahren 2. Ord-
nung.

Beispiel 59 (Summierte Mittelpunktregel)

0.8r

0.61

0.4

0.2r

0
—0.2F
—0.4f

~0.61

—0.8F
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79
Beispiel 60 Sez N gerade.

— N
[T2i, T2it1, Taita], & = 0,---, B
Teilintervalle ist

Verwende  die  Simpsonregel — auf
— 1. Der Niherungswert auf jedem der

wl >

[f(w2:) + 4f(22i41) + f(T2i42)] -

Summation erqgibt

S() = S1(7(a) +47(a+b) +27(a+2h) + 4f(a+ 3h)+

(5.8)
+2f(b—2h)+4f(b—h)+ f(b)]
und als Fehler erhalten wir
; h° N
St~ [ fwys| < o5 sw FO© (59)
90 2 Ee[aqb}
a —_———
=M

b—a

Rt M

180 ’

also ist das ein Verfahren 4. Ordnung.

Weitere Quadraturformeln erhélt man durch andere Approximationsaufga-
ben fiir f(x). Dies sind z.B. die Gauss-Quadratur® fiir Integrale der Form

b

/ w(o) f(@)de = 3 wif ().

a

wobei w;, f; so gewahlt werden, dass der Fehler

b

/ W)@ = S wnf (@)

a

fiir Polynome moglichst hohen Grades verschwindet.

2C.F. GauB, Deutscher Mathematiker, 1777 —1855
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5.2 Extrapolation

Eine weitere Technik zur numerischen Integration, die wir auch bei der
Losung von Differentialgleichungen verwenden, ist die Extrapolation. Die
Idee ist dabei, Integrationsformeln fiir unterschiedliche Werte h; von h zu ver-
wenden und damit Approximationen an das Integral @); auszurechen, dann
die Werte (h;, @;) durch ein Interpolationspolynom zu interpolieren und die-
ses mit Hilfe des Neville-Aitken Schemas bei h = 0 auszuwerten. Besonderes
gut funktioniert dies bei der Trapezsumme. Dies liegt an der Euler-Maclaurin-
Formel?.

Theorem 61 Fir f € C*"2[a,b] hat T(h) die Entwicklung

T(h) =70+ Tih* + 1h* 4 - -+ + Th®™ + a1 (R) W72 (5.10)

b
mit 7o := [ f(z)dx. Dabei sind die 7; von h unabhingige Konstanten und

|1 (h)| < M fiir alle h = =% n € N

Bevor wir dieses Theorem beweisen konnen brauchen brauchen wir zuerst
einige Eigenschaften der Bernoulli—Polynome, die wie folgt rekursiv definiert
sind.

Definition 62 Die Polynome By(z),k =0,1,2,---, die durch die rekursive
Folge
By(z) =1,B)(x) = k- Bg_1(z) k>1,

1
[ By(z)dz =0, k> 1 (5.11)
0
definiert sind, heifien Bernoulli-Polynome.
Eigenschaften der Bernoulli-Polynome:
Bi(z) = ai, + k/Bkl(t) dt k>1 (5.12)

0

3C. Maclaurin, Englischer Mathematiker, 1698 — 1746
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1

wobel ay so zu bestimmen ist, da [ Bg(x) dx = 0. Man erhélt sofort
0

Bi(z) =z — ,By =2 —x—i— ¢ Bs(x) =2® =327 + L

By(z) = 2* —2x3+x —%,---

(5.13)

und es gilt das folgende Lemma.

Lemma 63

it) Die Polynome Py(x) = By, (3 +x) sind fir gerades k gerade, d.h. P( ) =
P(—z) und fir ungerades k ungerade Polynome, d.h. P(x) = —P(—x)
in x.

iii) Bog11(0) =0 fiir alle k > 1.
Bewers.
i) Aus (5.12) folgt, dass
1

Bi(1) — Bx(0 :k/Bkl t)dt =0 fir k > 2.

0

ii) Das Polynom FPy(xz) = 1 ist gerade. Sei P (z) fiir £ > 0 ein gerades
Polynom. Zeige, dass Pyiio(z) wieder gerade ist. Es gilt

, , 1 1
P2k+1<x> = BQk+1(§ +x) = (2k + 1)B2k(§ +x) = (2k + 1) Py ().

Also

3
/PQ’Hl(:E)d:B = 0.

2

Da Py, (x) gerade ist, folgt dass

0
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ein ungerades Polynom ist und es gilt

— o=

Weiterhin ist ¢'(z) = (2k + 1) Py(z) und | g(x)dz = 0. Damit folgt,

D=

dass q(z) = Pygy1(2) ungerade ist und da

T

P2k+2(l’) = (2]{ + 2) / P2k+1(t) dt + a,
0

s0 ist Pay4o wieder gerade, also gilt ii).
iii) Fiir k& > 1 gilt

1

1
Boj41(1) = Bog41(0) = P2k+1(_§) = _P2k:+1(§) = —Bor1(1)

und damit Bay11(0) = Bag+1(1) = 0.

Die Werte der Bernoulli-Polynome bei 0, 3, = (—1)*"! By (0) heiflen Ber-

noullische Zahlen. Es gilt 31 = ¢, 02 = 55,03 = 15, 01 = 35.

Wir definieren nun neue Funktionen
Sk(x) = Bi(x —i) firx € B, :={zli<x <i+ 1}, i <k. (5.14)

Diese Funktionen sind periodisch mit Periode 1 und durch die folgende Re-
kursion bestimmt:

(@) = Se(0) + k / Se () dt, k> 2. (5.15)
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S ist stiickweise linear mit Sprungstellen bei ¢ € N und Nullstellen bei ¢ + %
und es gilt wegen Lemma 63
By(0) = Sk(0) = Sk(1) = Sk(2) = -
Sar+1(0) = 0, S2,(0) = (—=1)*+1 5y

Damit konnen wir nun die Euler-MacLaurin’sche Summenformel beweisen.
Beweis. (Theorem 61) Betrachte g(t) := f(a + th). Wir formen das Integral

(5.16)

n

/Sl (t)g'(t)dt

0
durch partielle Integration. Sp(x) ist stiickweise linear und

1 1

/fﬁm%wtz /Bﬁwﬁmt

0 0

N | —

— Bl - [ Bultlgtt)dt =5 1o1) +9(0) - [ gl

Analog folgt
it1 1
/Sl(t)g'(t) dt = /B1(t)g'(t+i) dt
0

i

und damit

DD g+ gt -0+ 20— [gwar= [sgwan 5a7)

Fiir die rechte Seite gilt

/ﬁﬁmwwtz - &@ymm—/&@wwMt
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= Dy g0 - 5 [ sttty

_ % [g'(n) — ¢'(0)] — %53(15)9”(25”8 + %/83(75)9(3)(75) dt
= 2w -0+ [ 5099 ar

Zweimalige partielle Integration ergibt

9O 4 g(1) + -+ +gn—1)+ 242 — [g(t)dt
0

. (5.18)
= l;(—l)k“(gT’j) (9@ (n) — gD (0)] + Ripsa
mit

n

1
T / S (1)g @™V () dt
0

1 n

N m (Sam2(t) — S2m+2(0))9(2m+1)<t>‘0

n

Rerl

1

(2m+2)! / [Sorna(t) = Sarns2(0)] g2 (1) dt

n

1

- G [ 18amial®) = Sansa(©) 22 0. (5,19

0

n b

Esist [g(t)dt = + [ f(z)dz und g (¢) = B* f®) (a+th) k=0,1,2,--- und
0 a

damit folgt

@ + g(1) + ~~+g(n—1)+@
= M vy sy LY
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also
T(h) = 7o+ 1h* + -+ Tnh®™ + g1 (h) 22 (5.20)

b
mit 79 = [ f(x)dz. Weiter folgt, dass

(~1)+!

Tk = Wﬁk [f(%_l)(b) - f(zk_l)(a)] (5.21)

und dass

b
—1
. (2m—+2)
Qmt1 = (2m + 2)! /f (z) {52””2 (

Da Sy,,12 stetig und periodisch ist folgt, dass es eine von h unabhéngige
Schranke fiir |oz£,73rl| gibt. O

Tr—a

) - 52m+2(0)} dz. (5.22)

Die Euler—-MacLaurin—Formel 148t sich nun zur Extrapolation verwenden.
Wenn man das Restglied vernachliissigt, ist T'(h) ein Polynom in h?, das

b
fir h = 0 den Wert 75 = [ f(x) dx liefert.

Bestimme daher fiir verschiedene Schrittweiten hy = b — a,hy =
Z—‘;, N S :—i, n; € N, die zugehorige Trapezsumme
Tio=T(hi), i=0,---,m (5.23)

und dann durch Interpolation das Polynom

Trnm(h) = ag + a1h* + - - - + a,, h*™, (5.24)
das die Interpolationsbedingungen

erfiillt. Werte dann dieses Polynom bei & = 0 mit dem Neville-Aitken Schema
aus. Dies liefert i.a. eine sehr gute Naherung fiir das Integral. Sei T; j(h) das
Polynom vom Grad k in k2, dass

ﬂ,k(h]) :T'j,0> ] :Z—k,,l (526)
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erfiillt. Damit gilt fiir die extrapolieren Werte T, := le(())
Tig—1—Ti1p .

Ml Pl <k <i<m. (5.27)
<m;k> 1

hi

Tip = Tip—1 +

Als Extrapolationsfolgen verwendet man
a) ho=b—a,hy = %O,hz = %,hy, = %, .-+ (Romberg Folge)
b) hO :b_a7h1 - %17h2 = %7}7‘3 = hl

Mohy="2h; ="
ge).

= 72, - (Bulirschfol-

Dabei ist b) oft besser, da der Rechenaufwand weniger schnell ansteigt, denn
vorherige Werte kénnen verwendet werden.

Wie gut ist nun die Extrapolation?

Aus der Fehlerbetrachtung fiir die Quadraturformel folgt, dass es £ € [a, b]
gibt, so dass gilt

b b

T — / (@) do = —m ) (g) / K(z)dz (5.28)

a a

K(z) = Z:; Cm 22 {SZW (‘”}: “) - 52m+2<0)} . (5.29)

Damit ergibt sich die Fehlerabschétzung:

mit

b

T = [ )iz = (b= - 2 fOme20). (530

a



Kapitel 6

Verfahren héherer Ordnung

Die Fehler- und Konvergenzanalyse fiir das Euler-Verfahren hat uns gezeigt,
dass wir auf Grund der Rundungsfehler die Schrittweite nicht beliebig klein
machen konnen. Wir brauchen daher Verfahren, die einen lokalen Diskretisie-
rungsfehler (und damit auch einen globalen Fehler) haben, der eine Ordung
O(h?) mit moglichst grofiem p hat.

Definition 64 Fin Finschrittverfahren der Form

Up = Yo,
Ui+1 = uz—l_hq)(tz)ulah’f) (61)

zur Losung der Anfangswertaufgabe

y = f(t,y), y(te) =y (6.2)

auf einem Intervall I = [to, to + a], heifit konsistent von der Ordnung p, wenn
fiir alle geniigend oft differenzierbaren Funktionen f und fiir alle ¢ € I und
alle z, fiir den lokalen Diskretisierungsfehler gilt, dass

7(t, 2, h, f) = O(RPTh). (6.3)

6.1 Einfache Verfahren héherer Ordnung

Einfache Verfahren hoherer Ordnung erhélt man mit dem Ansatz
O(t,z,h, f) = ar f(t,2) + as f(t + prh, 2 + p2h f (2, 2))

87
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Man bestimmt nun aq, as, p1, p2 so, dass die Taylor-Entwicklung von 7 mit
moglichst hoher h—Potenz beginnt.
Die Taylorentwicklung von ®(t, z, h, f) ergibt

(I)(tv 2 h7 f) = (al + aZ)f(tv Z) + th[plft(ta Z) + prZ(t7 Z)f(ta Z)] + O(h’2>
Um ein Verfahren 2-ter Ordnung zu erhalten, ergibt sich daher:

1 1
ay +az =1 a2p1:§ a2p2:§-

Losungen sind:

1) ag = %, as = %,pl = po = 1.Das ergibt das Verfahren von Heun mit

Bt 2, h, f) = %[f(t, D+ flt+ b=+ b)),

welches 2 Auswertungen von f pro Schritt hat.

2) ap = 0,a9 = 1,p1 = py = % Das ist das modifizierte Euler-Verfahren
von Collatz mit

O(t, 2, h, f) = f(t+ g 2+ gf(m)),

das ebenfalls 2 Auswertungen von f pro Schritt hat.

Beispiel 65 Wir wollen uns die drei Verfahren, Euler, modifizierter Euler
und Heun im Vergleich anschauen, siehe Abbildung 65.
Dazu betrachten wir die Anfangswertaufgabe

y = —2xy*,y(0) =1

mit der exakten Losung y(z) = 1/(x?+1). Mit der Methode von Euler erhal-
ten wir die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Ndherungswerte y
fiir verschiedene Schrittweiten h an gleichen Stellen x) sowie die zugehdrigen
Fehler ey, := y(xx) — yr. Der Fehler nimmt etwa proportional zur Schrittweite

h ab.

Buler-Verfahren fiir ' = —2xy?*, y(0) = 1.
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h=0.1 h =0.01 h = 0.001
T y(iUk) Yk €k Yk €k Yk €k
0 1.00000 | 1.00000 — 1.00000 — 1.00000 —
0.1 ] 0.99010 | 1.00000 —0.00990 | 0.99107 —0.00097 | 0.99020 —0.00010
0.2 | 0.96154 | 0.98000 —0.01846 | 0.96330 —0.00176 | 0.96171 —0.00018
0.3 10.91743 | 0.94158 —0.02415 | 0.91969  —0.00226 | 0.91766 —0.00022
0.4 | 0.86207 | 0.88839 —0.02632 | 0.86448 —0.00242 | 0.86231 —0.00024
0.5 ] 0.80000 | 0.82525 —0.02525 | 0.80229  —0.00229 | 0.80023 —0.00023
0.6 | 0.73529 | 0.75715 —0.02185 | 0.73727  —0.00198 | 0.73549 —0.00020

Mit dem Verfahren von Heun und dem modifiziertem Euler-Verfahren fiir
Schrittweiten h = 0.1 und h = 0.05 erhalten wir die folgenden FErgebnisse.
Die Resultate zeigen die Fehlerordnung 2.

Modifiziertes Euler-Verfahren (yi) und Verfahren von Heun (yy) fir
y' = —2zy*, y(0) = 1.

h=0.1 h =0.05 h=0.1 h =0.05
Tr | Yk €k Yk €k Uk ek | Uk Erk
0 1.00000 — 1.00000 — 1.00000 — | 1.00000 —
0.1 ] 0.99000 0.00010 | 0.99007  0.00002 | 0.99000 0.00010 | 0.99009 0.00001
0.2 | 0.96118 0.00036 | 0.96145  0.00009 | 0.96137 0.00017 | 0.96152 0.00002
0.3 | 0.91674 0.00069 | 0.91727  0.00016 | 0.91725 0.00019 | 0.91742 0.00001
0.4 | 0.86110 0.00096 | 0.86184  0.00023 | 0.86195 0.00011 | 0.86208  —0.00001
0.5 | 0.79889 0.00111 | 0.79974  0.00026 | 0.80003 —0.00003 | 0.80004 —0.00004
0.6 | 0.73418 0.00111 | 0.73503  0.00026 | 0.73553 —0.00023 | 0.73538  —0.00009
0.7 | 0.67014 0.00100 | 0.67091  0.00023 | 0.67159 —0.00045 | 0.67128 —0.00014
0.8 | 0.60895 0.00080 | 0.60957  0.00018 | 0.61040 —0.00064 | 0.60993 —0.00018
0.9 | 0.55191 0.00058 | 0.55236  0.00013 | 0.55329 —0.00080 | 0.55270  —0.00021
1.0 | 0.49964 0.00036 | 0.49992  0.00008 | 0.50092 —0.00092 | 0.50024 —0.00024

Man kann noch weitere Methoden auf &hnliche Weise konstruieren, wir wollen
jedoch systematisch vorgehen.

Wir betrachten wieder eine Anfangswertaufgabe der Form

y' = f(t,y), y(te) = yo

(6.4)
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Abbildung 6.1: Vergleich Euler (-), Mod. Euler (.) und Heun (*)

auf einem Intervall I = [to, tp+a]. Dabei sei f eine stetige Funktion der Form
f:GcR"™ SR
die einer Lipschitzbedingung geniige. Integration der Differentialgleichung
ergibt fiir y(t)
t
) = ylto) + [ fs.u() ds (65
to

Entsprechend erhalten wir fiir Teilintervalle

tj+1

Yot =y + / F(5,y(s)) ds. (6.6)

tj
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Das Integral
tj+1
| st ds
tj

ersetzen wir nun durch die Quadraturformel
hi Y wfGsuyls), st € [t til,
=1

wobel wir jetzt auch variable Schrittweiten h; zulassen. Dabei muss y(s;) noch
ausgerechnet werden. Dazu benétigen wir eine Naherung fir f(s;, y(s;)), da
wir y(s;) ja nicht kennen.

Dieser allgemeine Ansatz fithrt auf explizite Runge!-Kutta? Verfahren. Wir
setzen

f(s1,y(s1)) = kalty, vy)

mit s; =t; und s; = t; + a;h;, wobei fiir o gilt:

-1
ap = E Bir-
r=1
Daraus konstruieren wir ein Gleichungssystem der Form

ki(tj,y;) = ft,y5),
ka(ty,y;) = [ty + aohy,y; + hiBaaki(ts,v5)),
ks(ty,y;) = f(t;+ashy,y; + hi(Bsaki(ty, y5) + Bsaka(ts, ys))),

(6.7)
k(ts,y5) = f(t; + ambhy,y; + hi(Bmaki (8, 55) + -
ot ﬁm,m—lkm—l(t]’a y])))a
und damit erhalten wir fiir Approximationen u; das Verfahren:
ujpr = uj + hi(yka(t, ug) + o+ Yk (b5, 45)). (6.8)

1C.D. Runge, deutscher Mathematiker, 1856-1927
2M.W. Kutta, deutscher Mathematiker, 1867-1944
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Theorem 66 FEin Verfahren der Form (6.8) mit Stufenwerten k; wie in (6.7)
heifst m—stufiges Runge-Kutta Verfahren. Es wird tblicherweise durch eine
Butcher-Tabelle der Form

0
6%)] ﬁ2,1
as ﬁ3,1 . (69)
O ﬁm,l s 6m,m71
4! s Tm—1 Tm

dargestellt.

Beispiel 67 Als spezielle Runge-Kutta Verfahren erhalten wir die folgenden
Methoden:

1. Eulerverfahren, 1. Ordnung:
m = ]-7 N = 1
ujpr =y + hy [t ). (6.10)

2. Modifiziertes FEulerverfahren, (Mittelpunktsregel fir Quadratur), 2.
Ordnung:

1
m=2 m=0, n=1 Obi=a= 5 (6.11)

3. Verfahren von Heun, (Trapezregel fir Quadratur), 2. Ordnung:

1
m =2, M=7%=5 Po1=ay =1 (6.12)

4. Runge—Verfahren, 3. Ordnung:

0
1/211/2
m=3 { é 1 (6.13)
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5. Klassisches Runge—Kutta Verfahren, (Simpsonregel fir Quadratur), 4.

Ordnung:
0
1/2]1/2
m =4 /21 0 1/2 (6.14)

1o o0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Was fiir Bedingungen miissen an die Koeffizienten gestellt wer-
den?

Es soll ja fiir die k, gelten, dass

ke(ty ;) = [ty 4+ achy,y(t;) + hi(Braky + ..+ Brpo1kr—1))
~  f(t;+ ahyy(ty + achy))
= f(t; + arhy, y(t;) + arhyy'(t;) + O(h2)),

und die Approximation soll mindestens O(h?) sein. Fiir die Koeffizienten
a;, 3; und ~; gelten dann folgende Beziehungen:

ﬁr,l +... .+ 5r,7"—1 = Oy, (615)

Wir erhalten den folgenden Konsistenzsatz:

Theorem 68 Fin explizites Runge—Kutta Verfahren der Form (6.9), welches
die Bedingungen (6.15) und (6.16) erfillt, ist konsistent.

Beweis. Laut Definition gilt fiir den lokalen Fehler, dass %T(f,z, h;, f) =

A(t,z, hj, f) — ®(t,2,hj, f) und damit erhalten wir unter Verwendung
von (6.16) die folgende Abschétzung:

1 . . R
|E7(t,2,hj,f)| = |A(t, Z, hj,f) — (I)(t,Z, hj,f)|
J

y(i + hﬁj —y(®) _ ; Yok (E,2) + f(E,2) = £(E, 2)
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IN

— f(t,2))

IN

+Z% |f(E,2) — f(E+ arhy, y(D) + h;0)|.
r=1

Da die beiden Summanden gegen Null gehen, wenn h; gegen Null geht, folgt
die Behauptung. 0O

Um die Ordnung der Runge-Kutta Verfahren zu bestimmen, muss man
nach Taylor entwickeln und anschlieend ein nichtlineares Gleichungssystem
fiir die Koeffizienten 16sen. Die Anzahl der Parameter und damit der Funk-
tionsauswertungen wéchst sehr schnell, wie die folgende Tabelle zeigt:

Ordnungp‘1234 5 6 7 8
#Parameter‘l 2 4 8 17 37 8 200

(6.17)

Die folgende Tabelle zeigt, wie grofl die maximale Ordnung ist, die mit einem
m—stufigen Verfahren fiir ein bestimmtes m erreicht werden kann.

Stufe m ‘
Ordnung p(m) |

1234567
1 23 4456 (6.18)

Beispiel 69 Im folgenden sei m = 4 und p = 4. Dann gibt es z.B. die
folgenden 4-stufigen Verfahren:

o Klassisches Runge—Kutta Verfahren

0
1/2 | 1/2
12| 0 1/2 (6.19)

1| 0 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6
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o 3/8-Regel
0
/3] 1/3
2/3-1/3 1 (6.20)
1 1 -1 1
1/S 3/8 3/8 1/8

Das klassische Runge-Kutta Verfahren (6.19) ist unter allen expliziten
Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4 dasjenige mit den wenigsten Parame-
tern. Es braucht daher auch unter all diesen Methoden die wenigsten Funk-
tionsauswertungen.

Weitere Verfahren lassen sich durch Kombination von Runge-Kutta—
Verfahren und Taylorentwicklung erzeugen. Diese heiflen Runge—Kutta—
Fehlberg Verfahren.

6.2 Implizite Runge-Kutta Formeln

In einigen Problemen 148t es sich nicht vermeiden, kompliziertere Verfahren
zu verwenden. Bei den Runge-Kutta-Verfahren lassen sich weitere Verfahren
sehr einfach entwickeln. Definiere hier statt (6.7)

/{Zr<tj, yj> = f(t] -+ Oérhj, Y; -+ hj(/gr,lkl + ...+ ﬂr,mkm))7 (621)

fir r =1,...,m und damit
ujr1 = uj + hi(nki(ty,u;) + .o+ Yk (t), w5)).

Mit 8.; = 0 fiir [ > r ist k, in (6.21) explizit aus ki, ..., k,—1 berechenbar,
sonst ist (6.21) implizit in den Unbekannten ki, ..., k,,. Man beachte: diese
Formeln definieren kein implizites Verfahren, d.h. wir erhalten immer noch
u;11 explizit aus u;, nur die Berechnung der k, ist implizit.

Auch implizite Runge-Kutta-Verfahren werden wieder durch Butcher—
Tabellen angegeben:

aq ﬁn . 51m

az | Bor ... Pom

(8799 ﬂml L) Bmm
’)/1 Ce ’Ym
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Bei den impliziten Verfahren sind drei verschiedene Formeltypen von beson-
derem Interesse.

1. GauB-Form : Alle Parameter o, 3j;, 7, beliebig wéhlbar

2. Radau-Form : Entweder oy = 11 = B12 = ... = i = 0 oder a, = 1
undﬁlmzﬁwn:-“:ﬁmmzo-

3. Lobatto-Form : oy = 811 = B2 = ... = Bim = Bom = - .. = Boum =
0, a,, = 1.

Die Namen der drei Typen von Verfahren leiten sich aus dem Umstand her,
dass sie im Spezialfall einer von y unabhéngigen Funktion f in die gleichna-
migen Quadraturformeln iibergehen. Die Radau-Formeln haben den Vorteil,
dass entweder ki oder k,, explizit berechnet werden kann, bei den Lobatto-
Formeln koénnen sogar ky und k,, explizit berechnet werden, wodurch die
Zahl der in jedem Schritt zu l6senden impliziten Gleichungen verringert wird.
Dafiir mul man eine geringere Konsistenzordnung bei gleicher Stufenzahl in
Kauf nehmen.

Beispiel 70 Wir geben nun einige spezielle implizite Formeln der genannten
Typen an.

Gaufs-Form, 2. Ordnung : m = 1,p = 2,

N | —
— o=

Mit diesen Koeffizienten erhdlt man das folgende Verfahren:

h; h;
]i]l = f(tj + EJ,UJ‘ + ?Jk'l),
Ujr1 = Uy + hjkl.

Gauf-Form, 4. Ordnung : m = 2,p = 4,
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(3=V3) 1 (3—2v3)
6 1 12
(3+V3) | (3+2v3) 1
6 12 1
‘ 1 1
2 2

Radau-Form, 1. Ordnung, (Euler Verfahren): m =1,p =1

ﬂﬁ

Radau-Form, 3. Ordnung: m = 2,p =3

111
i il
313 3
13 3 1
‘ZZ ‘ZZ

Lobatto-Form, 2. Ordnung : m = 2,p = 2

Setze man diese Werte ein, so erhdlt man die (explizite) Formel

Ujy1 = uj + %(f(tpuj) + f(ty + hyug + f(t,u5)))-

Lobatto-Form, 4. Ordnung : m = 3,p =4

97
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Zur Berechnung der k. muss im allgemeinen ein nichtlineares Gleichungssys-
tem gelost werden. Die Existenz der Losung erhalten wir aus dem folgenden
Theorem. Zur numerischen Lésung kommen wir spéter.

Theorem 71 Die Funktion f geniige fir alle (t,y1), (t,y2) € I x R"™ der
Lipschitz- Bedingung

1t y0) = F(ty2)ll < Lllyr = w2l

Dann ezistiert fir alle Schrittweiten h mait

und alle (t,y) € [ xR™ eine eindeutig bestimmte Losung ki(t,y), ..., kn(t,y)
von (6.21).

Beweis. Der Beweis folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz. 0O

Bemerkung 72 i) Wesentlicher Vorteil der impliziten Runge-Kutta
Verfahren gegeniiber den expliziten Verfahren ist der gréfere Stabilitits-
bereich der Methode.

it) Die Lipschitz-Bedingung lafit sich auf eine lokale Lipschitz-Bedingung
abschwdchen, die nur in einem Schlauch um die Losung gilt.

iti) Um q < 1 zu garantieren, muss h genigend klein sein. Das fiihrt oft da-
zu, dass der erhohte Rechenaufwand die hohe Konsistenzordnung wieder
aufhebt.

6.3 Schrittweitensteuerung:

So wie wir die Runge-Kutta Verfahren bisher entwickelt haben, ist nicht klar
wie die Schrittweite h; in jedem Schritt zu wéhlen ist. Es ist natiirlich sinnvoll,
die Schrittweite an den Losungsverlauf anzupassen, d.h. bei fast linearem
Losungsverhalten sollten wir grofie Schritte machen (um den Rechenaufwand
zu minimieren), und wenn die Losung stark oszilliert entsprechend kleine
Schritte (um die gewiinschte Genauigkeit zu bekommen). Dies ist die Idee
der Schrittweitensteuerung.



6.3. SCHRITTWEITENSTEUERUNG: 99

Ziel: 'Waihle die Schrittweite h; von ¢; auf ¢;4; moglichst gro88, aber so, dass
der lokale Fehler unterhalb einer bestimmten Toleranzgrenze liegt.

Idee: Verwende eine Schétzung fiir den Fehler. Wird der geschétzte Fehler
zu grof}, so verkleinere die Schrittweite. Wird der geschétzte Fehler
dagegen sehr klein, so vergréflere die Schrittweite.

Wie konnen wir den Fehler schitzen?

Seien ®,(t,y, h, f) und @, (¢, y, h, ) die Inkrementfunktionen zweier Ver-
fahren der Ordnung p und p + 1. Dann gilt fiir die zugehorigen Diskretisie-
rungsfehler 7, bzw. 7,,;:

1
FTp@]ﬁZ?hjmf) = A(tjazvh‘j?f) - (I)p(tjazvhjaf)a
J

1
ETP-H(tj)thjvf) = A(tjazahjaf) - q)p-l-l(tjazahjaf)'
J

Daraus folgt dann

= — L
T = Ppr = Pt - Ton
Dpiy — D,

xv:.‘l’_‘

(6.22)

Q

Diese Schitzung des lokalen Fehlers wird nun zur Schrittweitensteuerung
verwendet. Ideal wire natiirlich, wenn die beiden Verfahren so gewéhlt wéren,
dass der Rechenaufwand im wesentlichen der gleiche ist, als wenn wir nur das
Verfahren der Ordnung p + 1 verwenden. Dies ist die Idee der eingebetteten
Runge-Kutta Verfahren.

Die allgemeine Vorgehensweise 1a3t sich nun wie folgt beschreiben:
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Schrittweitensteuerung

Gegeben  tg, ug, a
Anfangsschrittweite h < a
Toleranz ¢
Intervall [to, ty + a
2 Inkrementfunktionen ®,, ®,,; zu Verfahren der Ordnung p,p + 1
1=0
WHILE #; < to+a AND ¢; + h > ¢;
IFt;+h>ti+a
h = t() +a— tz‘
END IF
¢, = (I)p(tia U, h’a f)
Dy = Dpya(ti, uis b, f)
7= — &
n= Jlull +1
IF T <en
ti—i—l - tl ‘I‘ h
Uiyl = Ui + hq)g (ui+1 =u; + h@g)
=141
END IF
IF 7 >e¢n
h = hi/en/T
END IF
END WHILE

Man kann auf diese Weise auch Unstetigkeiten in den Losungen aufspiiren,
wenn die Schrittweite immer kleiner wird.

Beispiel 73 Wir verwenden ein Verfahren der Ordnung p = 2 zum Rechnen
und ein Verfahren der Ordnung p = 3 zum Schdtzen des Fehlers mit folgenden
Tabellen fiir die Runge—Kutta Verfahren:
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0
., 1|1
pP= 1/2|1/4 1/4

11/6 1/6 2/3

Wir erhalten so fir die diskreten Werte u bzw. 4 der beiden Verfahren fol-
gende Terme:

h.
Uj+1 = Uy + 7](/{31 + ]{32), (623)
kl - f(tj7uj)7
/{2 = f(t] + hj,’dj + hjkl)
und
Chia e
Uj+1 = Uy + E(lﬁ + /{32 + 4k3), (624)
kl = f(tja ﬁ'j)a
kQ — f(t] ‘|— hj,ﬁj + hjkl),
h. h: - ~
kng@+§@+j%+@)

Da wir vom gleichen Startwert starten, gilt dann /%1 =k und /%2 = ko und
damit brauchen wir diese Werte nur einmal zu berechnen.

Beispiel 74 Das eingebettete Runge-Kutta-Fehlberg-4(5)-Verfahren hat die
Form

0
1 1
4 4
3 3 2
8 | 32 3
12 | 1932 _7200 7296
13 | 219 219 2197
1 439 _8 3680 845
216 I8
11 _38 9 3544 1859 11
2 27 2565 4104 40
25 1408 2197 1
v|ge ° 255 104 5 0 Ordnungy
16 6656 28561 _ 9 2
91135 0 w5 630 “s0 5 Ordnung S
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Dieses Verfahren braucht keine zusdtzlichen Funktionsauswertungen.
Eine andere exzellente Methode ist das Verfahren von Dormand-Prince-

5(4) (DOPRI5) mit den folgenden Koeffizienten

0
1 1
5 5
3 3 9
0| 40 10
4 44 _56 32
5 | 45 15 9
8 | 19372 25360 64448 _ 212
9 | 6561 2187 6561 20
1| 917 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
1| 38 0 500 125 _2187 11
384 1113 192 6781 81
35 0 500 125 _2187 11
v 1 102 6784 81
o | 5179 B 7571 393 92097 187 1
Y1 | 57600 16695 640 339200 2100 40



Kapitel 7

LOsung von linearen
Gleichungssystemen.

Fast alle Praxisprobleme, ob in der Physik, der Chemie oder den Ingenieur-
wissenschaften fiihren letztendlich auf die Losung eines linearen Gleichungs-
systems welches typischerweise heute eine grofie Zahl von Variablen hat. Ein
Beispiel haben wir schon bei der Spline-Interpolation gesehen. Ein ande-
res Beispiel tritt offensichtlich bei der Losung von impliziten Runge-Kutta—
Verfahren auf. Wir betrachten die folgende Aufgabe:

Berechne eine Losung von Az = b, wobei A € R™" und b € R" ist. Die mei-
sten der Ergebnisse und Algorithmen gelten auch iiber C oder sogar anderen
Korpern.

7.1 Normen und andere Grundlagen
Zuerst betrachten wir als Wiederholung ein paar Grundlagen.

Eine Vektornorm auf R™ ist eine Funktion f : R" — R, welche die folgen-
den Bedingungen erfiillt.

f(x) > 0 Vo € R" (dabei ist f(z) =0 <=z =0),
flet+y) < fl@)+ fly) Yo,y eR",
flax) = |a|f(x) Va € R,z € R",
(7.1)

Wir schreiben f(z) = ||z]|.

103
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Beispiel 75

Iz, = (lza? + - |za?)r, p> 1,

Izl = o]+ |zo] + -+ |2,

Izl = (21 + |2l + - + |2al?)? = (2722,
[2]|ec = g%mh

Proposition 76 FEs gilt:

1 1

lzTyl < |zl,llyll,, fiir =+ = =1 (Héldersche Ungleichung)
b q

\xTy| < lzll2llylle  (Cauchy—Schwarz—Ungleichung)

Izlly < llzlh < Vnollzll,

7)o < 2]l < V2]l

[7le <zl < nfl7)le

Eine Abbildung f : R™" — R heifit Matriz Norm, falls

FA) > 0 VA € R™" ( dabei ist f(A) = 0 <= A = 0)
f(A+B) < f(A)+f(B) VA BeR™
f(aA) = |a|f(A) Va e R, A e R™”
(7.2)

Beispiel 77 Beispiele sind die Frobenius Norm

|Allr = (ZZW@P) : (7.3)

i=1 j=1
dies ist die euklidische Norm auf R™", und die Matriz p—Normen

[Az],

| All, = sup =+ = sup
w0 |Zllp  2z0

= max [|Az||, (7.4)

llzllp=1

||$||p p

Insbesondere gilt

m

|AllL = fg%iizlmz‘j!
1=
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1Al = ggz; jaz;
=

Die Matriz 2-Norm ist nicht so leicht zu charakterisieren wie || ® |1, ]| ® ||oo-
Es gilt, dass || A||% der gréfte Eigenwert von AT A ist.

Matrix Normen sind abhingig von der Dimension. || ||y auf R3? ist etwas
anderes als || o ||, auf R>S.

Eine Matrixnorm heifit konsistent, falls ||AB|| < ||Al|||B||- Die p-Normen
und die Frobenius-Norm sind konsistent, d.h.,

[ABll, < [lAll,[| Bl

<
= VA € R™" B ¢ R™ 7.5
I1ABlr < |1AlIBlr < IIAl#IBllr (7.5)

Nicht alle Normen erfiillen die Konsistenzbedingung.

Proposition 78 FEs gelten folgende Ungleichungen und Gleichungen

1Al < JAllr < VnllAlls,
H}E;X\aiﬂ < \|A||2§vmnﬂgf}x|az‘j!7

1
%HAHOO < All2 £ Vm[|Al|w,

1

— 1Al < (1Al < Vol Al (7.6)

Weiterhin brauchen wir noch Absolutbetrage fiir Matrizen.
Sei A € C™", dann ist |A| = B mit b;; = |a;;|. Wir setzen

B <A, falls bj; <a;;, Vi=1:m,j7=1:n.

Proposition 79 Fir das Rechnen mit Betrdgen gelten folgende Regeln.

A+ Bl < [A[+]B],



106 KAPITEL 7. LOSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.

AB| < |4]|B],
A < B. C,D>0= CAD < CBD,

lAl, < 1A,

JAI = AL, fir f[ o1l =1lo ll ]l ® llos | @ 1.

Al < 1Bl = Al < 1Bl | Allee < 1Bl 1Al < | Bl

Wir haben gesehen, dass sich beim Speichern oder Runden ergibt, dass
[9l(A)];; = [gl(ai;)] = lay; (1 + ;)] mit |e;] < eps.
Dann folgt
|g1(A) — Al < eps |A].
Dieses kann auch als Normungleichung umgeschrieben werden,
191(A) — Allx < eps [ Al|x.

Heute werden vielfach fiir Fehleranalysen nicht Normabschétzungen sondern
elementweise Abschétzungen verwendet.

7.2 Lo6sung von Dreieckssystemen

Zur Anfang betrachten wir erst einmal Dreiecksmatrizen. Sei nun L = [I;;] €
R™" eine invertierbare untere Dreiecksmatrix, d.h. [;; = 0 fiir ¢« < j. Wir
betrachten die Losung von Lz = b = [b;] mit b € R™. Wir erhalten sofort
durch Vorwiérts-Einsetzen die Losung

i—1
T = (bi - lejﬂ) [li i=1,---,n. (7.7)
j=1

Dieses Verfahren wird durch folgenden Algorithmus realisiert.

Algorithmus 3
Input: L € R™™ untere Dreiecks-Matrix, nichtsinguldir, b € R™.
Output: Ldsung von Lx = b, iiberschrieben auf b.

b(1) =b(1)/L(1,1);
FOR i=2:n

b(i) = (b(i) — L(i,1:9—1)xb(1:4—1))/L(,1);
END
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Die Multiplikation L(4,1:4— 1) *b(1 : ¢ — 1) ist natiirlich eine Schleife.
Die Kosten fiir Algorithmus 3 betragen n? flops.

Eine Riickwértsanalyse fiir Algorithmus 3 liefert fiir die berechnete Losung
von I:
(L + F)Z = b, wobei |F| <n- eps -|L| + O(eps?). (7.8)

Der analoge Algorithmus fiir obere Dreiecksmatrizen heiffit Riickwérts—
Einsetzen. Sei U € [u;;] € R™" obere Dreiecksmatrix. Fiir die Losung von
Uz = b= [b] € R" erhalten wir

T, = (bi— Z uijx]) Ju;; t=nn-—1,...,1 (7.9)

J=i+1
durch den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 4
Input: U € R™"™ nichtsinguldre obere Dreiecks-Matrix, b € R".
Output: Losung von Ux = b, tiberschrieben auf b.

b(n) =b(n)/U(n,n);
FOR i=n—-1:-1:1

b(i) = (b(i) —U(i,i+1:n)xb(i+1:n))/U(i,i);
END

Fiir die Kosten in Algorithmus 4 erhalten wir wieder n? flopsund die
Riickwértsanalyse liefert fiir Algorithmus 4, dass

(U + F)Z = b, wobei |F| <n- eps - |U|+ O(eps?). (7.10)

Es gibt Varianten dieser Algorithmen fiir Parallel- und Vektorrechner (spal-
tenorientierte Versionen) und entsprechende Block—Versionen fiir mehrfache
rechte Seiten.

Die Algorithmen zum Vorwérts— und Riickwérts—Einsetzen bilden die Basis
fiir die Losung von Gleichungssystemen mittels einer L R—Zerlegung und sind
in Paketen wie LAPACK implementiert.
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7.3 LR—Zerlegung

Wir kommen nun zur LR—Zerlegung einer Matrix A als A = LR, mit L
untere und R obere Dreiecks-Matrix.

Falls man so eine Zerlegung hat, so 16st man Ax = b mittels Algorithmus 4
und 3, indem man Ly = b und Rz = y nacheinander 16st. Die L R—Zerlegung
wird mittels des Gaufischen Eliminationsverfahrens erzeugt. Dazu verwenden
wir sogenannte Gauf3—Transformationen.

Sei z € R™ mit x # 0. Sei

0
: k
p=¢m— | O = i k+1:n
it T,
L tny |
und sei ey, der k-te Einheitsvektor.
Setze
M, := I —t®el (Dyade oder duBeres Produkt). (7.11)
Dann gilt
1 17 =1 7 [ 2 ]
My = ! L (7.12)
¥ —lgy1 1 Tpt1 0 | '
| —ty 111 zn | | 0 |

My, heilt Gaufs—Transformation.

Algorithmus 5
Input: xr €R" x1 #N0.
Output: Vektor t der Linge n — 1, so dass fir die Gauf—
Transformation M mit
M(2:n,1) = —t und y = Mx gilt, dass y(2:n) = 0.
FUNCTION t= GAUSS(x)
n = length(x);
t=z(2:n)/z(1);
END GAUSS
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Dieser Algorithmus benotigt n — 1 flops.

Wir betrachten nun die Multiplikation mit einer Gaufi—Transformation
MC = (I —tWelo = —tW(eL0). (7.13)

Da t(1: k) = 0 wird nur C(k + 1 : n,:) verdndert. Die Multiplikation wird
durch folgenden Algorithmus realisiert.

Algorithmus 6
Input: C € R M € R"™ Gaufi—Transformation mit M(2 :

n,1) = —t.
Output: C dberschrieben mit MC'.
FUNCTION C' = GAUSSAPP(C,t)

n = size(C, 1);
C2:n,:)=C(2:n,:)—t*xC(1,:);
END GAUSSAPP

Dieser Algorithmus benétigt 2(n — 1)r flops.

Die Fehleranalyse fiir Algorithmus 6 liefert fiir den berechneten Wert ¢ fiir
t aus GAUSS, dass

t=t+e, wobei |e| < eps|t|. (7.14)
Damit erhélt man fiir das Ergebnis von GAUSSAPP
gl ((I —tef)C) = (I —te])C + E, (7.15)

wobei

|E] < 3 eps(IC] + [t |C(L,1)]) + O(eps?) (7.16)

Falls |t| grof} ist, dann werden die Fehler in der Aufdatierung sehr
grof3 gegeniiber |C/|.

Die Transformation auf Dreiecksgestalt erfolgt nun durch mehrfache An-
wendung von GAUSSAPP.
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Im k—ten Schritt erhalten wir (falls alles glatt geht)

N T
0 :
: gD L
A(kfl) — ]\4}{71 L. MngA — : : ak—l,kz—l ak—l,n
: 0 a(k—l) a(k—l)
kk kn
0o ... 0 affk—l) coe gD
(7.17)

Wir fahren dann fort auf dem noch nicht reduzierten unteren Block. Die
vollstdndige Dreiecksreduktion wird dann durch die folgende Schleife erzielt.

n = size(A,1);

k=1;

WHILE  A(k, k) # 0 AND & < n
t =GAUSS(A(k : n,k)); (7.18)
A(k:n,:) = GAUSSAPP(A(k : n,:),1);
k=k+1;

END

Die Elemente A(k, k), die wiahrend des Algorithmus auf ’0’ iiberpriift wer-
den miissen, heiflen Pivots. Thre relative Grofe ist entscheidend fiir die Feh-
leranalyse.

Matrizentheoretisch formuliert gilt, dass wenn die Schleife 7.18 mit £k = n
endet, so ist
Mn—l tee MlA =R

mit R obere Dreiecks-Matrix.
Fiir jedes My = I — tWel gilt M, ' = I +t®™el’ und damit gilt

A=M"'--M;''R=L-R.

Alle My, sind untere Dreiecks-Matrizen mit 1-Diagonale also auch L.
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Theorem 80 (Existenz und Eindeutigkeit der LR—Zerlegung)
Fine Matrix A € R™™ hat eine LR—Zerlequng genau dann, wenn

det (A(1:k,1:k)#0 firk=1:n—1. (7.19)

Falls die LR-Zerlegung existiert und A mnichtsinguldr ist, so ist die LR—
Zerlequng eindeutig und det A =111+ Tpp.

Beweis. Falls A eine L R—Zerlegung

1 rll o e DY Tl’n,
l21

A=
lnl e ln,n—i—l 1 Tnon

besitzt, so gilt r; # 0 fiir i = 1 : n — 1, da die r; die Pivots sind.
k
det (A(L: k,1: k) =det (L(1: k,1:k))-det (R(1:k,1:k)) =1-]]ru #0.

=1

Die Riickrichtung beweisen wir mit Induktion iiber k. Der Fall £ = 1 ist
klar. Angenommen k — 1 Schritte sind ausgefithrt, A®*~Y = M,_,---M;A
und a,(fk_ Vst das k-te Pivot. Dann ist

= -
*
My 1---M{A = |—— 1 A = AK-D
—_—— : w1
M(k—l)
* * 1
CaED ] kT

(k—1)
_ Ap—1k—1

=1
al(ck )
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Es folgt, dass

k
det (A(k_l)(l k,1:k)) = Hal(-f_l)
i=1

= det (M* V(1 :k,1:k),) det (A(L: k,1:k)).

=1

Also folgt aus det (A(1: k,1: k)) # 0, dass a,(f’f,zl) # 0 ist.

Zur Eindeutigkeit: Seien A = L1R; = LRy zwei LR-Zerlegungen der
nichtsingulédren Matrix A. Dann sind L;, R; ¢ = 1,2 auch nichtsingular. Also
folgt

Ly'Ly = RyR;!

ist gleichzeitig untere Dreiecks-Matrix mit Einsdiagonale und obere Dreiecks-
Matrix und damit die Einheitsmatrix. Also L, = Ly, R = Ry und

det A=detL-detR=1-det R=17r11 - Tpn.

Die LR-Zerlegung &8t sich auch iiber anderen Korpern (Ringen)
durchfiihren.

Einige praktische Details.
e Die Gauf—Transformation braucht nur auf Spalten k : n angewendet

werden, und selb§t bei Spalte k kennen wir das Ergebnis. Also haben
wir die folgende Anderung der Schleife

A(k:n,k+1:n) = GAUSSAPP (A(k:n,k+1:n),t);

e Die Multiplikatoren, d.h. die wichtigen Elemente von t; kénnen auf den
entstandenen Nullen von A gespeichert werden.

Damit erhélt man folgenden Algorithmus fiir die L R—Zerlegung.
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Algorithmus 7 (Gauf3—Elimination)
Input: A e R™ mit A(1: k,1: k) nichtsinguldr firk =1:n—1.
Output: Faktorisierung M, _1---M{A = R, mit R obere Dreiecks-
Matrix und M; Gaufi—Transformationen, R wird im oberen
Dreieck von A und die Multiplikatoren aus My in A(k+1:
n, k) gespeichert, d.h. A(k+1:n,k) = —Mg(k+1:n,k).
FOR k=1:n-1
t = GAUSS(A(k : n,k));
Ak+1:n,k) =t;
Ak :n,k+1:n)= GAUSSAPP(A(k :n,k+1:n),t);
END

Die Kosten fiir den Algorithmus betragen % flops, jeder Durchgang durch
die k—Schleife ist ein dufleres Produkt.

Wir haben gesehen, dai wir die Multiplikatoren aus ¢**) in A speichern
konnen. Wie erhalten wir nun L (falls wir es benttigen)?

L = (Mnf1-'-M1)71 = lel...M;_ll

n—1
= (I+ t(l)elT) (I + t(nfl)eg_l) =]+ Zt(k)ef-
k=1

Also folgt L(k +1:n,k) =t

Die Losung eines linearen Gleichungssystems folgt nun basierend auf der
LR-Zerlegung wie oben beschrieben.

Im wesentlichen enthélt Algorithmus 7 drei Schleifen die ineinanderge-
schachtelt sind. Je nach Rechnerarchitektur ist es besser eine andere als die
beschriebene Anordnung zu verwenden. Siehe das Buch von Golub/Van Lo-
an: 'Matrix Computations’.
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7.4 Fehleranalyse der Gauf-Elimination

Da die Losung von Gleichungssystemen so wichtig ist, wollen wir hier ex-
emplarisch einmal die volle Riickwérts-Analyse betrachten. Um eine Idee zu
bekommen was passiert betrachten wir das parametrisierte System

(A+eF)z(e) =b+ef, z(0) =z, F € R feR"

Falls A nichtsingulér ist, so ist z(¢) differenzierbar in einer Umgebung von 0
und es gilt:

#(0) = A”Y(f — Fx).

Eine Taylorentwicklung liefert
x(e) = x +i(0) + O(e?).

Also folgt fiir jede Vektornorm und zugehorige konsistente Matrixnorm, dass

)=l _ oy (1] 2
L g (e} voe. e

Fiir quadratische Matrizen definieren wir dann die Konditionszahl einer Ma-
trix als

Ko (A) = [ A[IIATY], (7.21)

diese ist abhingig von der Norm, und wir setzen k(A) = oo fiir A singulér.
Mit der Konsistenzungleichung ||b]] < || Al|||z]| folgt dann fiir den relativen
Fehler

< K(A)(pa + pr) + O(2), (7.22)

wobei

JRN L I T
A" = el

die relativen Fehler in A,b sind. Damit ist x(A) der Verstarkungsfaktor fiir
die relativen Fehler in den Daten.

Die Abschétzung (7.22) ist noch unbefriedigend, da sie auf ,,¢ klein* beruht,
eine genaue Analyse erhédlt man mit den folgenden Resultaten.
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Lemma 81 Sei F' € R™" und || o || eine konsistente Norm. Falls ||F|| < 1,
so ist I — F nichtsinguldr und es gilt

(I-F)'= ZF’“ Neumannsche Reihe (7.23)
k=0
und ]
1= F)7 < —r (7.24)
1—|[F]

Beweis. Angenommen I — F ist singuldr. Dann gibt es x # 0 mit
(I = Flz=0= [z = [Fz|| < [Fllll=]] = [[F]| = 1.

Dies ist ein Widerspruch!
Fiir die Partialsummen erhalten wir

<ZN: Fk) (I —F)=1-FN,

Da |F| < 1 und ||F*|| < ||F|/*, so gilt klim F* =0, und damit

(A}Lm ZF’“) (I-F) =1
k=0

N
lim Y F* = (I-F)"'
k=0

N—oo

und

> 1
[I=F) <> |FIF= :
2 [ |F]

g

Mit diesem Lemma erhalt man

Lemma 82 Sei A € R™" nichtsinguldr und 0 # b € R™. Es gelte Axr = b und
(A+AA)y =b+Ab mit AA € R™™, Ab e R™. und || AA|| < O||A], || AY] <
0[|b]|. Falls 0 k(A) =1 < 1, so ist A+ AA nichtsinguldr und

U< 1+7r
=] T 1—=r
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Beweis. Da ||[A7Y A Al < 6||A7Y[]|A] = r < 1, so folgt, dass A+ AA
nichtsingulér nach Lemma 81. Aus

T+ATAAy=a+A"AD

ergibt sich

lyll < I+ A7 8 A) (el + 847 ol
1
< - —1
< (lll + 847 1Az
<

1 _
—— [ el 84 4) o)
N————

T

Damit erhalten wir jetzt ein genaueres Stérungsresultat:

Theorem 83 Unter den Voraussetzungen von Lemma 82 gilt

e —yll _ 2r

(7.25)

[E
Beweis. Wir haben y — 2z = A7V A b— A7Y A Ay, also folgt, dass

SIAT BN + SN A™H ALy

ly — =l <
< SlATA ] + sl AT ANyl = r(ll=] + [ly])

und damit ergibt sich mit Lemma 82

Es folgt, dal der relative Fehler abhéngig von der Konditionszahl ist. Es
kann allerdings sein, daf§ die Schranke in (7.25) eine grobe Uberschétzung
ist.
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o we ][5 ]=Lws |- === 3]

1077
0
10°7,7 = 0.1 und (7.25) ergibt sich die grobe Uberschitzung 110(;07

2

9°

Beispiel 84

Koo(A) = ||A||lol|[A7 oo = 10°. Sei Ab = { } L,AA =0, soist § =

2 _
< 201 =

Jedoch fiir Ab = [ 100_7 ] ,ANA = 0 ist weiterhin § = 1077,r = 0.1 und
(7.25) lautet % < %, also gilt fast Gleichheit.

Eine verbesserte Fehleranalyse ist moglich, wenn man komponentenweise
Storungsresultate verwendet.

Lemma 85 Sei A € R™" nichtsinguldr und 0 # b € R™. Es gelte Az = b und
(A+AA)y = b+Abmit AA € R, Ab € R™. und |AA| < 0| A|,|Ab] < §b].
Falls § || |[A7Y |A] || = r < 1, so ist A+ AA nichtsingulir und

lyll _ 1+

2] = 1—=r

I

wobei || o] = || o ||, [| @ [|1, ]| ® |7

Beweis. Ubung. O

Theorem 86 Unter den Voraussetzungen von Lemma 85 gilt

ly =l _ _2r

: (7.26)

| T 1-r
wobei || o || = || @ |, || @1, [ @7
Bewezs. Ubung 0

Komponentenweise Abschitzungen sind i.a. schwieriger zu bekommen, aber
oft aussagefdhiger.



118KAPITEL 7. LOSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.

Beispiel 87 Wir betrachten Beispiel 84. Hier ist || |A7'||A]|lc = 1. Sei
—7
Ab = [ 100 } JANA =0, s0ist § = r = 1077 und (7.26) ergibt 1100_07 <
0
1077

2, 1071 2 90-1 _ 2
und (7.26) ergibt Yo < 51071 = 2.

1-10—7

2_ 1077~ 2-1077. Fir Ab = { },AA:Oistjetztézrzl()l

Diese Storungssitze wenden wir nun an. Zu Anfang betrachten wir nur
gestorte Daten und exakte Rechnung. Es sei

gl(A)=A+E, gl(b)=b+e,
und es gelte
(A+ E)t=b+e, wobel ||F|ew < eps||Allcs |l€llcc < eps bl (7.27)

Die Storungssitze ergeben mit eps koo (A) < %, dass

< depske(A). (7.28)

Beides sind ,,bestmdogliche” Norm—schranken, d.h. keine allgemeine || ® ||o—
Analyse kann bessere Schranken liefern.

Wir kénnen konsequenterweise keinen Algorithmus als schlecht abtun, der
ein ungenaues Ergebnis fiir eine Matrix mit epsko(A) =~ 1 liefert. Fiir
schlecht konditionierte Probleme kann also auch ein guter Algo-
rithmus schlechte Ergebnisse liefern.

Wir betrachten nun konkret das Gaufl—Verfahren in der Form von Algo-
rithmus 7.

Theorem 88 Sei A eine n x n Matriz von Maschinenzahlen. Falls kein 0—
Pivot wihrend der Ausfihrung von Algorithmus 7 auftritt, dann erfillen die
berechneten Faktoren L, R o

LR=A+H (7.29)
mit

[H| < 3(n— 1) eps (|A| + |L||R|) + O(eps?) (7.30)
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Beweis. Beweis mit Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist klar. Angenommen
das Resultat sei richtig fiir alle (n — 1) x (n — 1) Maschinenzahl-Matrizen.

Sei T
o w 1
A= [ v B 1 n—1"
so wird im ersten Schritt von Algorithmus 7 2 = gl(v/a) und A, = gl(B —
wT) berechnet. Also folgt

[0l

1
Z=—v+ f, mit |f| < eps— (7.31)
(0% «
und
Ay = B — zw” + F, mit |F| < 2eps (|B| + 7| |w|") + O(eps?).  (7.32)

Dann wird die LR-Zerlegung von Ay berechnet. Mit Induktion folgt A; =
LlRl mit
LRy = A, + Hy, wobei |Hy| < 3(n —2)eps (|Ay| + |L1| |R1]) + O(eps?).

(7.33)
p s R ]

|:Oéf H1+F1

Also gilt

IS

ik — {
A+ =A+ H.

Aus (7.32) folgt
[Ar] < (1+2eps)(|B] + |2] [w]") + O(eps?).
Mit (7.32), (7.33) folgt
[Hy + F| < 3(n = 1) eps (| B] + 2] [w|" + | Li] [ Ra]) + O(eps?)

und da |af| < eps|v]|, folgt

msso-ves {1 W |+ [y ] 1S 1Ry ot

g

Damit haben wir eine Analyse iiber die LR—Zerlegung, jetzt miissen wir
noch analysieren, was die Dreiecks-Loser machen.
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Theorem 89 Seien E,R die berechneten LR-Faktoren aus Algorithmus 7.
Bei Verwendung von Algorithmus 3 bzw. 4 zur Losung von Ly = b und

Rx = g ergibt sich (A+ E)x = b mit
|E| < neps (3|A| +5|L| |R]) + O(eps?). (7.34)

Beweis. Aus (7.8) und (7.10) ergibt sich

(L+F)j=0b |F| < neps]f:| + O(eps?),
(R+G)z =7 |G| <neps|R|+ O(eps?).

Also

(L+ F)(R+G)i = (LR+ FR+ LG + FG)z = b.

Es gilt LR = A+ H aus Satz 88 mit
[H| < 3(n—1)eps (|A| + |L| [R]) + O(eps?).
Setze E := H + FR+ LG + FG, so gilt

(Bl < [H|+|F||R+|E||G] + O(eps?)
< 3neps (|A] + || |RI) + 20 eps (|E| |R]) + Oeps?).

]

Wiire nicht der Term |L||R| in der Abschitzung, welcher grof sein kann,
so wére der Algorithmus riickwérts stabil. Da wir jedoch nichts gegen kleine
Pivots machen kénnen, falls diese auftauchen, kann |L|, | R| sehr groB werden,
und der Algorithmus ist damit NICHT riickwérts stabil.

7.5 Partielle Pivotisierung (Spaltenpivotisie-
rung)

Um zu vermeiden, dass 0—Pivots oder sehr kleine Pivots auftauchen, wird
jeweils in der momentanen Spalte, das betragsméfiig maximale Element ge-
sucht und durch eine Zeilenvertauschung (Multiplikation mit Permutations-
matrizen Py) in die Diagonalposition gebracht.
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Diese Vorgehensweise heift Spaltenpivotisierung oder partielle Pivotisie-
rung und garantiert, dass alle Multiplikatoren vom Betrag kleiner oder gleich
1 sind. Es gilt

|(PkMk_1 .. M1P1A>kk| = lcril?gizKPkMk_l . MlplA)zk| s k‘ = 1 n— 1

Falls das Pivot 0 ist, so kann man einfach den Schritt der Elimination weg-
lassen, da dann alle zu eliminierenden Elemente in dieser Spalte auch 0 sind.

Man erhélt dann den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 8 (Gau—Elim. mit partieller Pivotisierung)
Input: AeR™™
Output: Gaufs—Transformationen My, ..., My_1 und Permutatio-
nen Pp,...,P,_1, so dass M,,_1P,_1---M{P,A = R obere
Dreiecks-Matriz.
Keiner der Multiplikatoren hat Betrag > 1. A(k +1:n, k)
wird durch —M(k+ 1 :n,k), k =1 :n — 1 dberschrie-
ben, A(1 : k, k) wird durch R(1 : k,k), k = 1 : n dber-
schrieben. Im Pivotvektor piv(1 : n — 1) werden die Ver-
tauschungen gespeichert. P, vertauscht die Zeilen k und
piv(k), k=1:n—1.
FOR k=1:n-1
Bestimme p (k < po < n) mat [A(p, k)| = [[A(k : n, k)||o
Ak, k:n) — A(u,k:n
pv(k) = p;
IF Ak, k) #0
t =GAUSS(A(k : n,k));
Alk+1:nk) =t;
Ak :n,k+1:n)=GAUSSAPP(A(k :n,k+1:n),t);
END
END

Die Kosten fiir diesen Algorithmus sind O(n?) Vergleiche und % flops .

Die Losung des linearen Gleichungssystem Az = b erhélt man also durch

y=M, 1P,_1--- M Pb



122KAPITEL 7. LOSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN.

und danach der Losung von Rz = y. Samtliche Informationen werden in A, b
und piv gespeichert.

Beispiel 90

(3 17 10
A = 2 4 -2
| 6 18 —12
[0 0 1
P = 010
|10 0
[ 6 18 —12
PA = |2 4 =2 piv(l) = 3
| 3 17 10
1 0 0 6 18 —12
M, = -5 10 MPA = |0 -2 2
| -5 0 1 0 8 16
1 0 0]
| 0 1 0|
[ 1 0 0] 6 18 —12
M, = 010 R = |0 8 16
|0 1 1] 0 0 6

Was passiert mit L7

Theorem 91 Man verwende Gaufi—Elimination mit partieller Pivotisierung
zur Berechnung von
M, 1P, 1---M{PPA=R (7.35)

mit Algorithmus 8. Dann gilt
PA = LR,

mit P = P,_y--- P1 (Permutationsmatriz), L untere Dreiecks-Matriz mit 1—-
Diagonale, |l;;| < 1. Die k-te Spalte von L ist unterhalb der Diagonalen eine
permutierte Version des k-ten Gauf-Vektors. Speziell fir My, = I — t®e}
gilt

Lk+1:nk)=glk+1:n), g= Po_y--- Pyt
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Beweis. Aus (7.35) folgt
M, i --MPA=R mit
Mn—l = Mn—h
My, = Poy- PoptMyPiyy--- Py, k<n—2.

Da P; nur Zeilen j und p > j vertauscht, so folgt Pj(1:j —1,1: j —
1) = I;4. Also ist M, eine GauBTransformation mit Gauﬁ Vektor tk) =
Py Pt O

Durch die einfache Ersetzung der Zeile

Ak, k:n) «—— A(u, k= n)

durch
A(k,1:n) «— A(u,1:n)

in Algorithmus 8 gilt dann wieder, dass A(i, j) die Werte L(i,j) fir i > j
nach Ende des Algorithmus enthélt.

Die Fehleranalyse liefert das folgende: Da Permutationen rundungsfehler-

frei durchgefiihrt werden kénnen, kann man analog zeigen, dafl die berechnete
Losung 7 die Gleichung (A + E)Z = b erfiillt mit

|E| < neps (3|A| 4 5PT (L \R|) + O(eps?), (7.36)

wobei P, L, R die berechneten P, L, R sind.
Durch die Pivotisierung folgt

L]l <,
und damit

|Ellse < neps (3| Alls + 501 Bl ) + Oeps?).

Als letztes Problem bleibt die Bestimmung einer Schranke fiir || R]|so.
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Definiere den Wachstumsfaktor p durch

(k)

p = max 4 | (7.37)
g || Alloo”

wobei A®) die berechnete Version von A® ist. Dann folgt
1E|lso < 87°p||Alls eps + O(eps?). (7.38)

Die Fehlerschranke hingt also wesentlich von p ab, der Faktor n? ist i.a. in
der Praxis vernachléssigbar, da er nicht auftritt. Der Faktor p ist typisch von
der Ordnung 10, kann aber om schlimmsten Fall 2”71 sein.

Im allgemeinen ist der Gaufl-Algorithmus mit partieller Pivotisierung sehr
zuverléssig und kann relativ sorglos verwendet werden.

7.6 Vollstindige Pivotisierung

Um den Wachstumsfaktor zu verkleinern gibt es eine Variante, in der das
Pivot aus der gesamten Matrix A*~Y(k : n, k : n) ausgewihlt wird, d.h. wir
bestimmen eine Zerlegung

M, 1P,y MiPLAQy - Qp1 = R
mit Permutationsmatrizen P;, ();, die so bestimmt werden, dafl

(PA Q) | = Jnax [(PA® Q)]

Theorem 92 Bei Verwendung von Gaufi—Elimination mit vollstindiger Pi-
votisierung zur Berechnung von

Mnflpnfl e MlplAQl e anl = R <739)

gilt

PAQ = LR
mit P=P, 1--- P, Q=Q1--Q,_1 und L ist untere Dreiecks-Matriz mit
1-Diagonale und |l;;] < 1. Fir My, = I —t®el gilt

Lk+1:nk)=glk+1:n) mitg= P,y Ppprt®™.
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Beweis. Analog zu Satz 91. O

Algorithmus 9 (Gau3—Elim. mit vollstindiger Pivotisierung)
Input: A e R™™
Output: LR-Zerlegung von PAQ mit P,Q Produkte von elemen-
taren Permutationsmatrizen, A(1 : k, k) wird durch R(1 :
kk), k=1 :n und A(k+1 : n,k) durch L(k 4+ 1 :
n,k), k=1:n—1 dberschriecben. Py vertauscht Zeilen k
und p(k), Qx vertauscht Spalten k und q(k).
FOR k=1:n-1
Bestimme p, A\, so dafi |A(p, A)| = max {|A(¢,7)| : 1,7 =k :n}
A(k,1:n) «—— A(u,1:n)
A(l:n,k) «—— A(l:n,N)
p(k) = p;
q(k) = A;
IF A(k, k) #0
t = GAUSS(A(k : n,k));
Ak+1:nk) =t;
Ak :nk+1:n)=GAUSSAPP(A(k :n,k+1:n),t);
END
END

Die Kosten fiir den Algorithmus sind % flopsund Vergleiche. Die Kosten
fiir die Vergleiche sind nicht vernachlassigbar.

Bemerkung 93 Man sieht sofort, dass wollstindige Pivotisierung LR-
Zerlegungen fiir Matrizen mit rank A = r < n erlaubt, denn wenn es kein
Pivot ungleich 0 mehr gibt so ist auch die Elimination beendet.

In exakter Arithmetik gilt fir Algorithmus 9, dass

)ag?)) < k:%(Q 37 k‘ﬁ)% max |a;;|.

Die Schranke ist sehr langsam wachsend mit k. Mit der empirischen Tatsa-
che, daf$ p = 10, kann man aussagen, dass Gaufs—Elimination mit vollstindi-
ger Piotisierung rickwdrts stabil ist, d.h. die Methode [0st exakt

(A+E)i=b

fur kleines E. Die Wilkinson’sche Vermutung, dass die Schranke n ist, ist
nicht richtig.
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7.7 Abschitzung der Genauigkeit

Das Residuum r der berechneten Losung von Az = b ist der Vektor r =
b — Az. Ein kleines Residiuum bedeutet, dass AZ eine gute Ndherung von
b ist. Wenn man annimmt, dass (A + E)Z = b, || E||c =~ eps || A/, so folgt
16— AZ oo = eps || Alloo]|Z|oc-

Heuristik I Gaufi-Elimination erzeugt eine Losung T mit relativ kleinem
Residuum.
Kleine Residuen implizieren hohe Genauigkeit jedoch nur bei
kleiner Konditionszahl.
17 — 2/
———— & epPSKeo(A).
[l

Heuristik IT Falls eps ~ 107% und ko (A) &~ 109, dann erzeugt GauB-
Elimination eine Losung mit ungefdhr d — ¢ korrekten Dezimalstellen.

Beispiel 94

986 579 ][ = | [ .235 N e
{.409 .237} [@ ] B { _107}7 K(A)o ~ 700, z = {3}

eps 7 7 [|E—z]] llo—AZ| 0
! 2 [z][ oo Y

103 2.11 -3.17 5-1072120-107°

107* | 1.986 —2975 | 8-1072%|1.5-107*

107° | 2.0019 | —3.0032 | 1-1073 | 2.1-107°

107 | 2.00025 | —3.00094 | 3-107*| 4.2-107"

Eine weitere Verbesserung ist durch Skalierung der Daten zu erreichen.
Dies sollte man in der Praxis immer durchfiihren.

Az =b<+= D{'ADyy = D{'b, y = D;'x
Falls man fiir D, Dy Diagonalmatrizen aus Maschinenzahlen der Form

diag (p™,p"™,...,p"™)
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nimmt, so kann die Skalierung ohne Rundungsfehler in  O(n?)
flops durchgefiihrt werden. Dann gilt

D31 (& — o)l 117 = ylloo
D5 2o 19l]o0

A eps Koo Dy PAD). (7.40)

Wenn man also ke (Dy'ADs) gegen ko (A) verkleinert, erwartet man eine
Verbesserung des Resultats. Es gibt zwei gebriduchliche Varianten:

a) Zeilenskalierung: Dy = I, D; so, dafi alle Zeilen ungefahr gleiche oo—
Norm haben.

b) Zeilen—Spalten—Gleichgewichtung: Wahle Dy, Dy so, dass alle Zeilen
und Spalten co—Norm im Intervall [%, 1} haben ( wobei p die Basis
der Maschine ist).

Beispiel 95

]

=[]

1 1 T 2
. : : . : . - 0.00
Bei dreistelliger Arithmetik, p = 10 ergibt das erste System T = 1.00
. .00 . ~ | 1.0001...
und das zweite [ 1.00 1 Ezakte Losung x = [ 0.9999 }

7.8 Iterative Verbesserung

Angenommen, wir haben Axr = b mittels Gauf-Elimination mit partieller
Pivotisierung gelost, PA = LR, und wollen jetzt die Losungsgenauigkeit
verbessern. Wir konnten folgendes ausfiihren:

r=0b— Az (doppelt genau) ,
Lose Ly = Pr,

Lose Rz = v,

Setze x =T + z,

(7.41)

so folgt bei exakter Rechnung

Av=Ax+Az=(b—r)+r=0.
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Wenn man (7.41) allerdings einfach so ausfiihrt, ist das Ergebnis nicht ge-
nauer als Z. Dies ist zu erwarten, denn 7 = ¢l(b — AZ) hat im allgemeinen
kaum richtige signifikante Stellen (siche Heuristik I). Also

Z=gl(A'r) = A~'. Rauschen = Rauschen.

Um eine Verbesserung zu erhalten, sollte man daher » = b — Az mit erhohter
Genauigkeit berechnen (doppelt so viele Stellen wie sonst). Dieser Prozess
kann iteriert werden.

Heuristik ITI Bei Maschinengenauigkeit eps = 107¢ und k., (A) ~ 10,
hat nach & Schritten von (7.41) (mit doppelter Genauigkeit fiir das Residu-
um) das berechnete x ungefihr min{d, k(d — ¢)} korrekte Stellen.

Die Kosten betragen O(n?) pro Nachiteratinsschritt. Bei Rechnung von
PA = LR in einfacher Genauigkeit und eps - £oo(A) < 1, ist die Losung
korrekt in einfacher Genauigkeit nach einer Iteration. Also haben wir kaum
eine Verteuerung und dafiir eine Verbesserung der Losung.

7.9 Der Cholesky—Algorithmus, Bandmatri-
zen

Ein guter numerischer Algorithmus sollte spezielle Eigenschaften des ma-
thematischen Problems beriicksichtigen. Der Gaufi—Algorithmus ist auf all-
gemeine lineare Gleichungssysteme zugeschnitten. Nun sind aber viele der
Anwendungsprobleme so, dass die Gleichungssysteme eine spezielle Struktur
haben, wie zum Beispiel Symmetrie oder eine Bandstruktur. Wir betrachten
nun zuerst symmetrische Systeme

Ar=b mit A= AT, d.h. Q5 = Eij, (742)
und zusétzlich den wichtigen Spezialfall der positiven Definitheit, d.h.
rTAz >0, Vo € C™\ {0}.

Wir untersuchen nun , wie wir den Gau—Algorithmus verbessern kénnen.
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Theorem 96 (Cholesky Zerlegung)
Sei A € R™", symmetrisch positiv definit. Dann existiert eine untere
Dreiecks-Matriz G € R™™ mit positiven Diagonalelementen, so dass

A=GGT.
Beweis. Da A positiv definit ist, sind alle Hauptabschnittsmatrizen
A1k 1: k), E=1,...,n

positiv definit, haben also Determinante # 0. Also existiert eine eindeutige
LR-Zerlegung A = LR mit L untere Dreiecks-Matrix mit 1-Diagonale, und
R hat Diagonalelemente > 0 (gleich den Pivots). Also kann man R schreiben
als DR, wobei R 1-Diagonale hat. Sei D = diag (dy, . . .,d,). Die Pivots sind
gerade die Determinanten der Hauptabschnittsmatrizen, also reell positiv
(alle Eigenwerte sind reell, positiv), also ist d; > 0, Vi = 1,...,n. Wir haben
A= LDR = LDYD}R. Db = diag (dZ, ..., d2).
Also folgt

D 3L 'AL™*D™3 = D:RL™*D">.
Links steht eine symmetrische Matrix, rechts eine obere Dreiecks-Matrix mit
1-Diagonale. Also muf} rechts die Einheitsmatrix stehen und es gilt

D:R=D:L7
und damit R = LT. Wir erhalten also G := LDz. [

Damit konnen wir den GauB-Algorithmus verbessern und erhalten den
Cholesky—Algorithmus.

Algorithmus 10 (Cholesky—Zerlegung)

Input: symmetrisch positiv definite Matriz A € R™".
Output: Untere Dreiecks-Matriz G € R™™ mit positiver Diagonale,
so daff A = GGT. Fiir i > j fiberschreibt G(i,j) jeweils
A(i, j).
FOR k=1:n
A(k, k) = JA(k,k);
Alk+1:nk)=Ak+1:n,k)/A(k, k),
FOR j=k+1:n
A mag) = AG i n,d) = AG n, k) < AGLR);
END
END
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Die Kosten fiir diesen Algorithmus betragen n?/3 flops. und die Fehlerana-
lyse kann analog wie bei der LR—Zerlegung durchgefiihrt werden.

Die Losung des Gleichungssystems erhélt man dann wie bei Gauf8 mit
Vorwiérts— und Riickwértseinsetzen.

Um bessere Stabilitéit zu erhalten sollten man auch hier wieder pivotisie-
ren, es ist aber auch wichtig die Symmetrie zu erhalten. Dies erfordert dann
symmetrische Permutationen PAPT verwenden, die die Diagonalelemente
vertauschen. Damit konnen dann auch positiv semidefinite Matrizen zerlegt
werden.

7.10 Bandsysteme

Eine weitere héufig vorkommende spezielle Struktur ist die Bandstruktur.
Eine Matrix heifit p — ¢ Bandmatriz mit unterer Bandbreite p und oberer
Bandbreite g, falls a;; = 0 fir i > j +pund j >i+q.

BeisRiel 97

* x % 0 0
; : I : 2 untere Bandbreite 1
A= obere Bandbreite 2
0 0 % x = :
00 0 = = 1-2 Bandmatriz.
|00 0 0 0]

Theorem 98 Die Matrix A € R™" habe eine LR—Zerlegung A = LR. Fulls
A eine p — gq—Bandmatriz ist, so hat L untere Bandbreite p und R obere
Bandbreite q.

Beweis. Mit vollstandiger Induktion:
4| w’ B 1 0 1 0 a w’
v B | | v/a I, 0 B—ovw!/a 0 I,
Die matrix B—vw? /«a ist p—q¢ Bandmatrix, da nur die ersten ¢ Komponenten
von w und die ersten p Komponenten von v ungleich 0 sind. Sei LiR; die

LRZerlegung von B — vw? /a. Nach Induktionsvoraussetzung und unter
Ausnutzung der Nullen in v, w folgt dass

1 0 a w!
L_[v/a L1:| und R—{O R1:|
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die gewiinschten Brandbreiten haben und es gilt A = LR. 0 Es folgt also,

dass man die Bandstruktur optimal ausnutzen kann vorausgesetzt, die LR~
Zerlegung existiert, und man muss keine Vertauschungen durchfiihren.

Algorithmus 11 (Band Gauf3—Elimination)
Input: p — q-Bandmatriz A € R™" welche eine LR—Zerleqgung besitzt.
Output: Zerlequng A = LR, A(i,j) tberschrieben durch L(i,j) fir
i > j und R(i,j) sonst.
FOR k=1:n-1
FOR i=k+1:min(k+p,n)
A(i k) = A(i, k) JA(k, k),
END
FOR j=k+1:min(k+q,n)
FOR i=k+1:min(k+p,n)
END
END
END

Die Kosten fiir diesen Algorithmus betragen fiir n > p, q ca. 2npq flops und
die Fehleranalyse ist analog zur LR-Zerlegung ohne Pivotisierung. Man kann
auch noch spezielle Speichertechniken nutzen und auch die Dreiecksléser ver-
bessern.

Algorithmus 12 (Band—Vorwirts—Auflésen)
Input: L € R™™ untere Dreiecks-Matrix mit 1-Diagonale und Bandbreite p, b € R™.
Output: b dberschrieben mit der Lisung von Lx = b.

FOR j=1:n
FOR i=j+1:min(j+ p,n)
b(i) = b(i) — L(i, ) * b(j);
END
END

Die Kosten betragen fiir n > p ca. 2np flops.
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Algorithmus 13 (Band-Riickwérts—Auflésen)
Input: R € R™™ obere Dreiecks-Matriz mit oberer Bandbreite q,b € R™.
Output: b dberschrieben mit der Losung von Rx = b.

FOR j=n:-1:1
b(j) = b(j)/ulj. j);
FOR i=max(1l,j—q):j—1
b(i) = b(i) — L(i, ) * b(j);
END
END

7.11 Householder-Orthogonalisierung

Wir haben bei der Fehleranalyse von Gauf8 gesehen, dass die GréSe |L), |R|
der berechneten Matrizen L, R in die Abschitzung des Fehlers eingeht. Nun
kann natiirlich |L| sehr groff sein, wenn wir ohne Pivotisierung arbeiten. Au-
Berdem haben wir gesehen, dafl die Lésung von Gleichungssystemen mit Gaufl
auch bei Pivotisierung nicht numerisch riickwéarts stabil ist, wegen der Wachs-
tumsfaktoren. In diesem Kapitel betrachten wir nun Methoden, die auf Zer-
legungen mit orthogonalen Matrizen beruhen und bei denen wir numerische
Stabilitéit zeigen konnen. Diese Zerlegungen werden dann auch verwendet,
um iiberbestimmte Systeme zu 16sen.
Sei v € R"\{0}. Eine n x n Matrix der Form

200"

vy

P=171-

(7.43)

heit Householder Matriz.

Eine Multiplikation mit P spiegelt einen Vektor x an der Hyperebe-
ne span(v)t. Householder Matrizen sind symmetrisch und orthogonal. Sie
sind Rang 1 Modifikationen der Identitdt. Sie werden verwendet, um be-
stimmte Komponenten eines Vektors zu eliminieren, analog wie bei Gaufi—
Transformationen. Wir werden hier jetzt nur den reellen Fall betrachten, im
komplexen werden die Formeln etwas komplizierter.

Angenommen z € R™\ {0} und wir wollen v bestimmen, so dass Pz = ce;

(P wie in (7.43)), d.h.

20T 20Tz
Px = (I— vTv)x:x—(UTU)v
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Da wir wollen, dass Px € span{e;} so folgt dass v € span{z,e;}. Setze
v =1x + aey, dann gilt

T

V= xTx+ax1,vT

v=alx+ 20 + .

Also folgt, dass

Pr—(1_2 xTx—l—ole vTx
2T 4+ 20w + a2

Wir wihlen « so, dass der Koeffizient vor x die 0 ist, d.h. a = %||z[|s =
+(27z)2. Dann gilt v = z + ||z||2e; und damit

T
Px = (I — 2%) r = £|z|2€;.
vy

Wir haben dabei aber noch die Moglichkeiten das Vorzeichen zu wéhlen.
Falls x =~ ae;, dann hat v = & — ey eine sehr kleine Norm und es kann
Ausléschung auftreten und damit ein groBer relativer Fehler in 3 = 2/v7v.
Wiéhle daher immer v = z + sign(z)||z[|2e;. Dann gilt ||v]|s > ||z]|2 und P
ist fast perfekt orthogonal.
Weiterhin normalisiert man v so, dass auf v(1) = 1. Dies vereinfacht eine
ganze Menge von Algorithmen, die auf Householder—Vektoren beruhen.

Algorithmus 14 (Erzeugung des Householder Vektors)
Input: x € R™

Output: v e R” mitv(l) =1, so dafs (I — 2””T) T = qey.

FUNCTION v= HOUSE(x)
n=LENGTH (z);

p= |zl
v =z,
IF u#0

5 a(1) + sign(e (1) +
v(2:n)=v(2:n)/6;

END HOUSE
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Die Kosten betragen ca. 3n flopsund das berechnete P erfiillt ||[P — P||, =
O(eps). Bei der Multiplikation mit Householder-Matrizen kann an einigen
Stellen die Struktur ausgenutzt werden.

20T

vy

PA:<[— )A:A+va

mit w = ATy und 8 = % Dies is eien Matrix—Vektor-Multiplikation und
eine duflere-Produkt Aufdatierung.

Algorithmus 15 (Vormultiplikation mit Householder—-Matrix)
Input: AeR™ veR™ v(l)=1.

Output: A dberschrieben mit PA = <[ — M) A.

FUNCTION A= ROWHOUSE(A,v)
B=—=2/v"*v;

w=Bx%AT xv;
A=A+ v*xwT;
END ROWHOUSE

Die Kosten betragen 4mn flops und fiir dem Fehler gilt, dass gl(PA) = P(A+
E), |El2 = O(eps || All2).

Algorithmus 16 (Nachmultiplikation mit Householder—Matrix)
Input: AeR™ veR"v(l)=1.

Output: A dberschrieben mit AP = A (I — %)

FUNCTION A=COLHOUSE(A,v)
B=-=2/vl xv;
w=FxAxuv;
A=A+wx0vT;

END COLHOUSE

Die Kosten betragen 4mn flopsund fiir den Fehler gilt gl(AP) = (A + E)P,
[E]l2 = O(eps [|A]l2).

Diese 3 Algorithmen werden verwendet um bestimmte Teile einer Matrix
zu eliminieren.

Beispiel 99 Uberschreibe A € R™"(m > n) mit B = QT A wobei Q or-
thogonal, so dass B(j +1:m,j) =0 fir ein j mit 1 < j < n. Sei weiter
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angenommen, dass A(j:m,1:75—1)=0. Wir wollen den nichtrivialen Teil
von v in A(j 4+ 1:m,j) speichern.

v(j:m) = HOUSE(A(j:m,j));
A(j:m,j:n) ROWHOUSE(A(j : m,j :n),v(j:m));
AG+1:m,j) = v(F+1:m);

Mathematisch gesehen haben wir damit mit der m x m Householder—Matrix

Ii_; O 2uvT
pP=1" ~ | =1
[ 0o P 1 vl

multipliziert. Die Fehleranalyse von Wilkinson besagt, dass Berechnung und
Anwendung von Householder Matrizen numerisch rickwdrts stabil sind.

7.12 Die ()R—Zerlegung.
Die QQ R—Zerlegung einer Matrix A € R™"(m > n) ist gegeben durch
A=QR

mit () € R™™ orthogonal, R = [ }él
Matrix.

Falls A vollen Rang hat, dann bilden die ersten n Spalten von @) eine
Orthonormalbasis fiir Bild (A). Mit Hilfe der Q R—Zerlegung kann man also

Orthonormalbasen fiir Mengen von Vektoren bestimmen.

} € R™™ mit R; obere Dreiecks—

Zur Losung von Gleichungssystemen Az = b mit A € R™" erhalten wir mit
A= QR, dass
c=Q", Rx=c.
Die Anwendung von Q7 auf b ist nur eine Matrix—Vektor Multiplikation oder

in faktorisierter Householder Form, mehrere innere Produkte. Die Losung
von Rx = c erfolgt durch Riickwarts-Einsetzen.
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Algorithmus 17 (Householder () R—Zerlegung)

Input:
Output:

A e R™™ mit m > n.
Householder—Matrizen Pi,...,P,, so daff fir @ =
P ---P,,QTA = R obere Dreiecks-Matriz. Der obere
Dreiecks-Teil von A wird durch R iiberschrieben und die
Komponenten j+1 : m des j-ten Householdervektors wer-
den auf A(j+1:m,j), 7 <m tiberschrieben.
FOR j=1:n

v(j:m)=HOUSE(A(j:m,j));

A(j:m,j:n) = ROWHOUSE(A(j:m,j:n),v(j:m));

IF J<m
AG+1:m,j)=v(G+1:m);
END
END

n

Die Kosten betragen 2n%(m — 2) flopssowie, falls @ benétigt wird, noch
einmal

3

n3

4(m*n — mn? + E) flops.

Die Fehleranalyse liefert, dass QT(A+ E) = R, wobei das berechnete Q
exakt orthogonal ist und Q7Q) = I + F mit ||F|s ~ eps und weiterhin
|E]l2 & eps [ All2.

Beispiel 100

* X X X X X

* X X X X X

* X ¥ X X X

, A= , bPA=

* X X X X X
* X X X ¥ X
O OO OO ¥
* X X X X X
* X X X ¥ X
* X X X X X
* X X X X K
O OO OO ¥
O OO DO *x *
* X X X ¥ X
* X X X X X
* X X X X K

usw.
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Die Matrix A sieht am Ende des Algorithmus wie folgt aus

T Ty - Tin
U;l) T929
Uél) U§2)
Tn—1n-1
U':(mn_l) Tnon
UT(:-Ly)l
IR I I CE R Ol

Die j-te Komponente von v\ ist jeweils 1.

Der obige Algorithmus beweist die Existenz der QR-Zerlegung. Es gelten
noch folgende weitere Eigenschaften.

Theorem 101 Ist A = QR eine QR—Zerlegung einer Matrix A =
lai,...,a,] € R™™ von vollem Rang und Q = [q1,...,qn], dann ist

span{ai,---,ar} = span{q, -, qx}, k=1:n.
Fir@Q:=Q(1:m,1:n),Q:=Q(1:m,n+1:m) gilt:

Bild (A) = Bild(Q1),
Bild (A)* = Bild(Q,)

und A = Q1Ry mit Ry = R(1:n,1:n).

Beweis. Es gilt
k

a = Zn‘qu' € span{qi,..., gk}
i=1

und daher span {ay,...,ar} C span{q,...,q}. Da rang(A) = n, so folgt
dim(span{ay,...,ar}) =k, Vk <n

und damit span {ay,...,a;} = span{q,...,q}. Der Rest ist klar. [
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Theorem 102 Die Matrix A € R™" habe vollen Rang. Die ,dinne“ (QQR—
Zerleqgung A = Q1 Ry mit Q1 € R™"™ und R € R™" obere Dreiecks-Matrix mit
ri € Ryry > 0, ist eindeutig. G = RT ist der Cholesky Faktor von AT A.

Beweis. Es gilt ATA = (Q,R,)T(Q1R1) = RTR;. Der Faktor R; ist eindeutig
und da A vollen Rang hat auch Q; = AR;*. O

7.13 Gram—Schmidt Orthogonalisierung

Wir haben gesehen, dass wir mit Hilfe der Householder QR-Zerlegung or-
thogonalisieren konnen. Die diinne QR-Zerlegung A = @R, wie in Satz
102 kann man natiirlich auch iiber den Gram—Schmidt Prozess erhalten. Sei
rang(A) = n. Der klassische Gram—Schmidt Algorithmus ist dann gegeben
durch

Tk = qag, i=1:k—1
1

k
e = (ak—zrikqi)/rkk~

=1

Numerisch gesehen ist dieser Algorithmus sehr schlecht, da die Orthogona-
litdt der ¢ durch Rundungsfehler zerstort wird. Eine leichte Umsortierung
ergibt den sogenannten modifizierten Gram-Schmidt (MGS), der numerisch
wesentlich besser ist. Definiere A®) € R™"~*+1 qurch

k—1 n
A= arl =3 arl =0 AV,
=1 i=k

Mit A®) = [ 2 B ]gilt,dass i = ||2]l2, gk = 2/Tre und [Frpins - - - Thn] =

1 n—k
T
q; B.
Damit konnen wir

AFH) — B — g0 [Phgests - Thl

als dufleres Produkt bestimmen und weitermachen.
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Algorithmus 18 (Modifizierter Gram—Schmidt)
Input: A e R™™ Rang (A) = n.
Output: Zerlegung A = Q1 R, Q1 € R™™ mit orthonormalen Spal-
ten, Ry € R™" obere Dreiecks-Matrix.
FOR k=1:n
R<kv k) = HA(l - m, k)HQ;
Q(l:m,k)=A(1:m,k)/R(k,k);
FOR j=k+1:n
R(k,j) =Q(1:m, k)T x A(1 :m,j);
A(l1:m,j) = A1 :m,j) — Q(1:m,k)x R(k,j);
END
END

Die Kosten betragen 2mn? flopsund die Fehleranalyse liefert Q{Ql =1+
E,||E|l2 ~ epska(A).

Zum Vergleich erhielten wir bei der Householder Orthogonalisierung
|E||2 = eps.

Allerdings ist zur Berechnung einer Orthonormalbasis fiir Bild(A) der mo-
difizierte Gram—Schmidt schneller als QR.

7.14 Ausgleichsprobleme

Bei vielen wissenschaftlichen Versuchen geht es darum, aus Messungen die
Werte von Konstanten x4, . .., z, zu bestimmen. Oft kann man x; nicht direkt
messen sondern nur eine leichter zugéngliche Grofle y, die als Funktion von
x und anderen Parametern z abhéngt, y = f(z,x1,...,x,).

Beispiel 103 Bestimmung von g. Wir machen Fallversuche h = g%, wobet
h die Fallhéhe, t die Fallzeit und g die Gravitationskonstante.

Um die x; zu bestimmen, fiihren wir m > n verschiedene Experimente
(Messungen) durch und erhalten

yk:f(zkaxla'-wxn), k=1,...,m.

Dies ergibt ein iiberbestimmtes Gleichungssystem, doch dies ist i.a. nicht
losbar. Daher machen wir eine beste Approximation moglich. Zum Beispiel
minimieren wir

> e = flarm,. . w))? (7.44)

m
k=1
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Das ist die Methode der kleinsten Quadrate (least squares).
Oder wir minimieren die Maximums-Norm

1I§r}ga§>$n|yk — fzk, 1,0y mn)]

Fiir (7.44) ergibt sich die notwendige Bedingung fiir die Minimierung durch

0 - 2 .
(S htovat) 0=t
wobel fi(x1,...,2,) = f(2k, 1, ..., Tpn).

Dies sind die sogenannten Normalengleichungen. Ein wichtiger Spezial-
fall, das lineare Ausgleichsproblem, liegt vor, falls fi(z1,...,2,) linear in
T1yeeoy Ty, d.h.

f1<171, Ce 7$n)
: = Az, A e R™". (7.46)

(1, .o xy)

Dann sind die Normalengleichungen
grad, ((y — Az)"(y — Az)) =247 Az — 24"y = 0. (7.47)

Also man hat das lineare Gleichungssystem

AT Ar = ATy (7.48)
zur Losung von
mIiRn | Az — yl|2- (7.49)
TER™

Theorem 104 Das lineare Ausgleichsproblem (7.49) hat mindestens eine
Losung xq. Ist x1 eine weitere Losung, so gilt Axg = Axy. Das Residuum
r =y — Axg ist eindeutig bestimmt und erfillt ATr = 0. Jede Lisung xq
erfillt auch (7.48) und umgekehrt.

Beweis. R™ = Bild (A) @ Bild (A)*.
—_——  —

L ju
Daher gibt es eine eindeutige Zerlegung

y=s+r, mitse L,re Lt (7.50)
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und es gibt ein ¢ mit ATz, = s. Da ATr = 0, so folgt ATy = ATs = AT Ax,.
Also 16st xy (7.48) die Normalengleichungen.

Umgekehrt sei 1 eine Losung von (7.48). Dann hat y die Zerlegung y = s+
mit s = Az;,r = y — Axy, s € L,r € L+. Wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung folgt Ax, = Ax,.

Weiter erfiillt jede Losung xo von (7.48) das Ausgleichsproblem (7.49). Denn
fiir beliebiges  setze z = Ax — Axgy, r = y — Axg, dann gilt wegen 77z = 0:

ly = Azl3 = llr = 2[l3 = 713 + lIlI2 = 711z = lly — Azol3-
0

Falls A vollen Rang hat, so ist AT A positiv definit. Nun kénnte man einfach
folgenden Algorithmus verwenden:

Algorithmus 19 (Normalengleichung)
Input: A € R™™ mit rang(A) = n, und b € R™.
Output: Lisung x des Minimierungsproblems (7.49).

Berechne das untere Dreieck von C = AT A.
d= ATb.

Berechne die Cholesky Zerlegung C = GGT.
Lése Gy = d und Gz = y.

Die Kosten betragen (m + n/3)n* flopsund die Fehleranalyse liefert das
folgende: Angenommen, es werden keine Fehler bei der Berechnung von C' =
AT A und d = ATb gemacht.

Dann folgt aus der Analyse der Cholesky Zerlegung, dass

(ATA+ E)i = ATb,
mit [|E|y ~ eps||AT||2||A|2 ~ eps||ATA||z., d.h. wir erwarten
[l = |
]l

d.h. das Quadrat der Konditionszahl geht ein. Das ist schlecht, denn es bedeu-
tet, dass wir im Extremfall viel weniger korrekte Stellen haben als méoglich.

Beispiel 105

~ eps ka(ATA) = eps ky(A)?,

} , Ko(A) =1.4-10°.
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Mit 6-stelliger Arithmetik ist ATA = [ 1 1 ] singuldr. Mit 7-stelliger
Arithmetik folgt
7= { 2.00001 } — 17 = zll» ~ eps mo(A)?.
0 [E4P: NN
106 106

Die Normalengleichung kann also zu sehr schlechten Ergebnissen fiihren.
Wir verwenden daher besser die () R—Zerlegung. Bilde

R n
QTA = R:{Ol} m —

C

n
Q" = [d] m-—n

Dann gilt, da @) orthogonal ist, dass

, Ry obere Dreiecks-Matrix

[Az = b|I3 = Q" Az — Q0[5 = [[ Rz — 3 + [1dI3,

fir alle x € R". Falls rang(A) = rang(R;) = n, so gilt fiir die Losung Rz = c.
Also hat man:

Algorithmus 20 (QR L6sung des linearen Ausgleichsproblems)
Input: A € R™" mit rang(A) = n, und b € R™.

Output: z € R", so dass || Az — bl|5 = min.

Verwende Algorithmus 17, um A mit seiner QQ R—Zerlequng
zu iiberschreiben.
FOR j=1:n

v(j) =1;

o(j +1:m) = A +1:m,j);

b(j :m)=ROWHOUSE(D(j:m),v(j:m));
END
Lése R(1:n,1:n)x =b(1:n) mit Rickwirts—Finsetzen.

Die Kosten fiir dieses Verfahren betragen 2n?(m— %) flops . Die Fehleranalyse
ergibt, dass das berechnete & das Minimierungsproblem min ||(A + 0A)x —
(b + 9b)||2, 16st, wobei

15A]
15012

(6m — 3n + 41)neps || Al|r + O(eps?)

<
< (6m — 3n +40)neps||bll2 + O(eps?)
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Es ist wieder klar, dass es Probleme gibt, wenn ro(R) ~ eLpS. Ein weiteres
Problem entsteht natiirlich wenn Rang(A) < n.
Abhilfe schafft hier die sogenannte Singuldrwertzerlegung A = ULV 7T mit

g1 0

U,V orthogonal, > = 0 . Dies kann zu diesem Zeitpunkt hier
o

nicht gemacht werden.

7.15 Iterative Verfahren

Fiir viele der Gleichungssysteme, die in der Praxis auftauchen, gilt n >
100000 und typischerweise a;; = 0 fir > 90% der Eintrdge. Wenn man
derartige Probleme mit Gaufl oder QR 16st, kann es passieren, das in den
Faktoren L,(Q, R alle Eintrage # 0 sind. Als Extrembeispiel betrachte den
GauB-Algorithmus fiir die Matrix

* % *
* % 0
* 0 *

Die Matrix lauft total voll. Es gibt spezielle dafiir Varianten von
Gauf3/Cholesky/QR. Dies ist Thema einer Spezialvorlesung.

Eine wichtige Idee, die insbesondere im Zusammenhang mit Vektorrechnern
und Parallelrechnern von grofiter Bedeutung ist, ist die Konstruktion von
Verfahren, die die Matrix an sich nicht veréindern, und wenn moglich auf
Matrix * Matrix oder Matrix * Vektor-Operationen aufgebaut sind. Das
fithrt auf iterative Verfahren. Im wesentlichen betrachten wir hier 2 Ansétze.

7.15.1 Splitting—Verfahren

Zerlege A additiv
A=M— N, (7.51)

wobei M~! eine Approximation an A~! ist, die leicht invertierbar ist, z.B.
diagonal, blockdiagonal, Dreiecks-Matrix,. .. . Ersetze Az = b durch

Mz =Nzx+b<x=M"Nz+ M b (7.52)
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Dies ist eine Fixpunktgleichung und wir kénnen die Grundidee eines Fiz-
punktverfahrens anwenden, d.h.

2 ) = MINz® 4+ M~'b, mit gegebenen 2. (7.53)

Theorem 106 Das Fixpunktverfahren (7.53) konvergiert fir alle Startwerte
20 gegen die Losung von Ax = b genau dann, wenn der Spektralradius
p(M~IN) < 1 ist, wobei p(T) = max{|\| : X\ Eigenwert von T'}.

Beweis. Der Beweis folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz. 0O Mogliche

Walhlen fiir M, N: Setze A= D — L — U, D Diagonale, L unteres Dreieck, U
oberes Dreieck. Mit M = D, N = L 4 U ergibt sich das Verfahren

g* ) = DHL 4+ 1U)2™ + D' (7.54)

Algorithmus 21 (Jacobi oder Gesamtschrittverfahren)
Input: AeR" beR" a; # 0,0 =1,...,n und Startvektor
70 = [asgo), . ,:E%O)]T sowie Abbruchgrenze §.
Output: Ndherung T fiir Losung Ax = b

FOR k=0,1,2,...
FOR i=1:n

0 (1= S = 5 ) o
j=i+1
END
IF ||2*+) — 2| < §, STOP
END

Die Kosten sind im wesentlichen ein Matrix—Vektor Produkt (unter
Ausnutzung der Sparsitéit) und 1 Vektoraddition pro Iterationsschritt.

Die Fehleranalyse is die von der Matrix * Vektor, Vektor+Vektor Operati-
on. Der Verfahrensfehler ist abhingig von §, p(D~*(L + U)).

Mit M = D — L, N = U ergibt sich das Verfahren

2D — (D — L)_lUx(k) +(D—-L)'b (7.55)
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Algorithmus 22 (Gaufl—Seidel oder Einzelschrittverfahren)
Input: AeR" beR” a; # 0,1 =1,...,n und Startvektor
70 = [:c§°), . ,:BSIO)]T sowie Abbruchgrenze 9.
Output: Ndiherung T fir Losung Ax = b

FOR k=0,1,2...
FOR 1=1:n

i—1 n
() = (bi - Zaijff§k+1) - Z aijxg-k)> [ aii;
j=1 j=i+1
END
IF ||z*+D) — 20| < §, STOP
END

Die Kosten sind im wesentlichen die gleichen wie bei der Jacobi-Iteration,
das Verfahren ist nur schwerer auf Vektor- und Parallelrechnern zu imple-
mentieren

Der Fehler ist abhéngig vom Fehler in Losung von (D — L)z = ¢ sowie von

p((D — L)"'), 6.

Beide Verfahren sind einfach, aber konvergieren i.a. sehr langsam, insbe-
sondere bei den Problemen, die in der Praxis auftauchen.

Eine Moglichkeit, die Konvergenz zu beschleunigen, ist die sukzessive Uber-
relaxation (SOR).

Mit M = D—wL,N = (1-w)D+wlU,w € (0,2), ( M—N) =w(D—-L-U)
ergibt sich das Verfahren

g* ) = (D —wL) (1 = w)D + wU)z® 4 (D — wL) 'wb. (7.56)
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Algorithmus 23 (SOR)
Input: AeR" beR" a; # 0,0 =1,...,n und Startvektor

20 = [asgo), . ,:E%O)]T sowie Abbruchgrenze §.
Output: Ndherung T fir Losung Ax =b
FOR k=0,1,2...
FOR 1=1:n
i—1 n
xz(kﬂ) =w|bi— > aiﬂg'kﬂ) - 2 az’jifék) Jaii + (1 — w)%(k);
j=1 j=it+1
END

IF ||z®+D) — 20| < §, STOP
END

Kosten und Fehler wie beim Gaufl—Seidel Verfahren.

In einigen Spezialfillen von strukturierten Matrizen aus partiellen Diffe-
rentialgleichungen gibt es Konvergenzbeweise, optimales w, etc. Weitere Be-
schleunigungsmethoden: Tschebyschew—Beschleunigung, semiiterative Ver-
fahren, unvollstdandige Dreieckszerlegungen.

7.15.2 Das Konjugierte Gradienten Verfahren

Die Idee des Verfahrens der Konjugierten Gradienten (CG) bruht auf einer
einfachen Grundidee, die wiederum aus der Behandlung von Optimierungs-
problemen herriihrt.

Betrachte eine quadratisches Funktional

1
O(z) = §xTAx —2Th, A € R™ symmetrisch, positiv definit, b € R™.
Das Minimum von ® ist der Wert —b% A=1b/2. Dieser wird erreicht bei 2 =
A=, Also ist Minimierung von ®(z) fiquivalent zur Losung von Az = b.

Eine Grundmethode aus der Optimierung ist die Methode des Steilsten
Abstiegs In jedem Schritt lege die Richtung des steilsten Abstiegs fest und
gehe in diese Richtung so weit wie moglich. Beim Punkt z. angelangt, ist die
Richtung des steilsten Abstiegs die Richtung des negativen Gradienten.

- Vo| =b-Az.=r, (7.57)



7.15. ITERATIVE VERFAHREN 147

dabei ist r. das Residiuum in z.. Falls r. # 0, dann gibt es ein «, so dafl
O(x. + ar.) < ®(x.). Wihle

rly
=< < 7.58
@ rT Ar, ( )

Das ergibt das Minimum von ®(c, + ar.) iiber a. Man hétte damit folgende
Methode des steilsten Abstiegs.

k=0; zg=0; rg = b;
WHILE 7, #0
k=Fk+1;
ap =1k ey /rE Ay
T = Tp—1 + QkTR—1;
T = b— Aa:k;
END

Dieses Verfahren konvergiert i.a. sehr langsam. Besser ist es, die Suchrich-
tungen so zu wihlen, dass die Residuen senkrecht aufeinanderstehen, so dass
man bei exakter Rechnung in < n Schritten fertig ist.
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Algorithmus 24 (Konjugierte Gradienten—Verfahren)
Input: A € R™", symmetrisch, positiv definit, b € R", kyax (Ma-
zimum an Iterationsschritten), ¢ > 0 Toleranz.
Output: Ndaherungslosung von Ax =b.

k=0; 20 =0; 79 = b; po = ||ro]3;
WHILE /P > /P65 AND k < kinax

k=k+1;
IF k=1

p=r;
ELSE

B = prr/pre—2; % (= 1{_11h-1/Ti_Th2)
p=r+0p; % (=pi)
END
w = Ap;
a = ,Ok—1/PTw; 0 (: T/z_lrk—1/p£Apk)
r=x+ap; % (=)
r=r—aw; % (=)
pe = Irl3; % (= rirs)
END

Die Kosten fiir diese Methode sind 1 Matrix * Vektor—Multiplikation + 2
Skalarprodukte + 2 GAXPY (a+x*b) pro Schritt.

Die Fehleranalyse liefert, dass die Rundungsfehler die Konvergenzgeschwin-
digkeit erniedrigen und die Orthogonalitédt der Residuen zerstoren.

Bemerkung 107 o [iir die Vektoren p = py, r = 1y aus Algorithmus
24 gilt: pt Ap; = 0 und rf'r; =0 fir alle k > 1> 0.

e Fir die Funktion ® gilt mit py, ..., pr aus Algorithmus 24 gilt:

k k
in & = mi i ) .
i e+ )= iy, 3+ o)
Theorem 108 Sei A € R™" symmetrisch, positiv definit und b € R™. Fir
die Iterierten in Algorithmus 24 gilt:

lo —zilla = Vi(w—a)TAlx — x)

< glfe — ol [ YE2A LY (7.59)
\/KQ(A)—Fl
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Beweis. Siehe Golub/Van Loan. 0 Die Genauigkeit der Methode ist oft besser

als (7.59) vorhersagt. Je néher ro(A) an 1, je schneller ist die Konvergenz.
Daher verwendet man heute in der Praxis noch Tricks zur Konvergenzbe-
schleunigung durch sogenannte Prékonditionierung.

Anstatt des urspriinglichen Systems Ax = b 16st man
(CrAC)(CTx) = C ' (7.60)
wobei C' die folgenden Anforderung erfiillen sollte:
e ( sollte invertierbar sein;
e Gleichungsssysteme mit C' sind einfach zu l6sen;
o ro(CTAC™T) sollte moglichst nahe an 1 liegen.

In vielen Anwendungen wie etwa bei Finite Elemente Methoden fiir Parti-
elle Differentialgleichungen, hat man natiirliche Prékonditionierer. Ein gut
priakonditioniertes Kongugiertes Gradientenverfahren ist fiir symmetrisch,
positiv definite Systeme i.a. das beste Verfahren.
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Kapitel 8

LOsung nichtlinearer
Gleichungssysteme

Viele Anwendungsprobleme fithren auf die Aufgabe der Losung von nichtli-
nearen Gleichungssystemen. Gegeben

f:E — F (z.B. hier E = F =R™)

Wist fﬂ$1w..,$m)
— :
Tm j%x$lw"axm)
Gesucht: Vektor [z1, -+, 2|7 so dass fi(z1,- -, 2,,) =0, firallei = 1,-- -, n.

E, F konnen auch unendlich dimensionale lineare Rdume sein, etwa Rdume
von Funktionen und f kann auch ein Differentialoperator sein. Hier betrach-
ten wir nur den Fall £/ = F' = R™. Im allgemeinen ist die Lésung nur durch
Néherungsverfahren zu bestimmen. Nullstellenprobleme sind eng verwandt
mit Minimierungsproblemen wie

Bestimme fiir A : R — R min h(z). (8.1)

zeR™

In iblicher Weise muf3 zur Bestimmung des Minimums

Oh
Ox1
grad (h(z))=| : | =0
o
OTm

berechnet werden, welches wiederum ein Nullstellenproblem ist.

151
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8.1 Fixpunktverfahren

Die einfachste idee zur Losung nichtlinearer Gleichungen sind Fixpunktver-
fahren.
Man wandelt dazu das Nullstellenproblem in ein Fixpunktproblem

r=d(x) (8.2)

um. Dies ist im allgemeinen auf viele Arten moglich, die Aquivalent oder nicht
daquivalent sein konnen.

Beispiel 109 e —sinx =0
Mogliche Fixpunktgleichungen, diese sind nicht alle dquivalent.

a) * = € —sinx+x,

b) * = sinz—e*+ux,

¢) x = arcsin(e®), firxz <0,

d) x = In(sinz), fir (—2nm,2nr+m),n=1,2,3,....

Die Idee des Fixpunktverfahrens ist es, eine Folge
2 = o), i=0,1,2,... (8.3)

mit gegebenem Startwert x; zu erzeugen. Die Konvergenz dieser Folge gegen
eine Losung erhalten wir mit dem Banachschen Fizpunktsatz.

Theorem 110 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei D C Dg C R™ ein

abgeschlossenes Gebiet und ® eine kontrahierende Abbildung von D in sich,
d.h.

a)®:D— D
b) ® kontrahierend, d.h. 3 a < 1 und eine Norm || e ||, so dass

|@(z) — (y)|| < allz -y, Vz,yeD. (8.4)
Dann gilt:

i) Es gibt genau einen Fizpunkt & von (8.2) in D.

ii) Die Fizpunktiteration (8.3) konvergiert fiir jeden Startwert (®) € D
gegen T.
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iii) Es gelten die Fehlerabschdtzungen

aTL

I — 2|

IN

. |2 — 2O a prior, (8.5)
—
o

|z — 2| < 2™ — 2=V @ posteriori . (8.6)

l—«

Beweis. Wenn 29 € D, so gilt 2" = ®&(z1) € D, fiir alle n = 1,2,. ...
Wir erhalten aus der Lipschitzbedingung, dass

2050 =2 = [ (at) - )|
afl2® = 2"V < a2 — a3

a” o) = 2]

IA A

und damit

k
Hx(n—i—k) _ .CE(n)H < Z ”x(n-i-i) _ :L,(n-i-i—l)”
=1

k
< Zan—i-z‘—lnx(l) - JI(O)H
=1
k
< OénHaj(l) _ l,(O)H Zaifl
=1
< 1l 2.
11—«

Damit ist die Folge eine Cauchy—Folge und da R™ vollstandig ist erhalten
wir Konvergenz. Da & stetig ist, dies folgt bereits aus der Kontraktionsei-
genschaft (8.4)), so ist der Grenzwert Fixpunkt von @, wegen

&= lim 20" = lim &™) = &(lim ™) = &(%).

n—oo n—oo n—oo
Fiir den beweis der Eindeutigkeit seien z,z Fixpunkte von ®. Dann gilt
12—z = [[®(2) — 2(2)]| < o2 -z

und da a < 1, so kann nur & = ¥ gelten.
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Graphische Veranschaulichung der Konvergenz m = 1.

-

Die Abschédtzungen ergeben sich wie folgt:

n

a9 — 2] < i — 2O
S e -2 < e - 20
und dies ist (8.5). Mit n = 1 folgt
17 — 2W] < . i‘aum(l) — 2O

Ersetze (V) durch 2™ undz® durch 2"~V so folgt (8.6). O

Definition 111 FEin Fizpunkt & heifft anziehend, wenn die Iteration (8.3)
fiir alle geniigend nahe bei & gelegenen Startwerte 0 # & gegen & konver-
giert.

Ein Fixpunkt & heifit abstolend, wenn es eine offene Kugel U, um & g¢ibt,
so dass fiir alle x© € U, \ {2} ein m emistiert, so dass 2™ & UL..
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Abstoflender Fixpunkt / Anziehender Fixpunkt.

x5 > > 4

Theorem 112 Sei D C Dg C R™ abgeschlossen und konvex und man neh-

me an, dass
0P1(z) . 9%1(x)

6$1 al‘m

Do = existiert und stetig ist. Falls es eine Norm

OPm(z)  OPm(x)
ox1

OTm
gibt, so dass |D®(x)|| < a < 1, so ist ® in D kontrahierend mit Lipschitz-
konstante .

Beweis. Ubung. 0 Ist D®(2) stetig und ||D®(2)|| < 1 so ist # anziehend.

Ein Fixpunkt ist im allgemeinen nicht anziehend, falls einer der Eigenwerte
von D®(x) vom Betrag grofler 1 ist.

Definition 113 Eine Iterationsfolge {x W}, die fiir p > 1
2 =& < ella® —glf” i=0,1,2 (8.7)

und ¢ < 1 fiir p =1 erfillt, heifit Folge von mindestens p—ter Ordnung.
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Corollary 114 Das Fizpunktverfahren (8.3) sofern es konvergiert, ist kon-
vergent von mindestens 1. Ordnung (linear konvergent).

Die Kosten fiir die Iteration (8.3) sind durch eine Auswertung von ®(x) pro
Iteration gegeben. Die Anzahl der Iterationen ist aus der Fehlerschétzung ab-
lesbar. Wir versuchen daher eine hohere Konvergenzordnung zu bekommen.

8.2 Das Newtonverfahren

Die Grundidee beim Newtonverfahren ist die Linearisierung. Man macht eine
Taylorentwicklung fiir die Nullstelle Z von f(z), fiir (% aus einer Umgebung
der Nullstelle.

0= £(3) = F) + D)@ — )+ O3 V). (83)
—_—————

weglassen

Weglassen des quadratischen Terms ergibt.
0= f(@") + Df®) " = 2) (89)
Falls D f(x®) nichtsingulir, so folgt dass
DI )@ —2) = —f(a)

eine eindeutige Losung 6V = (1) — (9 hat und wir erhalten (die nichste
Iterierte) (V) = x(© 4 51,

Theorem 115 Sei D C R™ offen und sei Dy konvexr mit Dy C D. Die
Funktion f : D — R™ sei fiir alle x € Dy differenzierbar und fir alle x € D
stetig. Sei 9 € Dy, so dass es Konstanten r, v, 3,7, h gibt mit

= afy/2<1

Sr(x(o)) = {x| |z — I(O)H < 7‘} C D,
h
r = «af(l—nh),

und f(x) erfiille

I1Df(x) = Df)ll < ~llz —yll, Yo,y € Do. (8.10)
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Newtonschritt

W/

Die Ableitung
Df(z)™" ewistiere Vo € Dy und es sei |Df(z) || < 3, Yo € Dy, (8.11)

sowie

IDf(EO)" @) < e (8.12)
Dann gilt

a) Ausgehend von x(0) ist jedes 2, welches durch
20 = 20 — DN f(2D), i =0,1,2,...
gegeben ist, wohldefiniert und es ist t@ € S,.(x(V), Vi=0,1,2,...

b) lim 29 = & existiert und es ist f(2) = 0,2 € S,(z©).
0 h2i—1

Fir alle i > 0 gilt || — 2| < a———
c) Fir alle i gilt ||z z|| e

Das Newton—Verfahren ist also mindestens quadratisch konvergent.
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Beweis. a) Da Df(z)~" fiir alle 2 € Dy existiert, so ist 20+Y fiir alle 4 dann
wohldefiniert, wenn 2 € S, (z(®) fiir alle i > 0. Wegen Voraussetzung (8.12)
gilt dies fiir 20, 20,

LV. Sei nun z0) € S.(2©) fiir j =0,1,...,k k > 1, so folgt aus (8.11)

20— = | = Df®) )] < Bl
= BIFEY) — fa D) = Dfl D)@ — 2],

da f(z*Y) + Df(x®D)(a® — zk=1)) = 0.
Wende das folgende Lemma an: 0O

Lemma 116 Df(x) existiere fiir alle x € Dy mit Dy C R™, Dy konvex und
es gebe ein vy, so dass

IDf(z) = Df W)l < vllz —yll, Vz,y € Dy.
Dann gilt Vx,y € Dy die Abschdtzung
~
1f (@) = f(y) = DI W)@ =)l < Fllz =yl
Beweis. Sei ¢ : [0,1] — R™ gegeben durch ¢(t) := f(y + t(x — y)). ¢ ist

differenzierbar Vvt € [0,1],Vz,y € Dy und ¢'(t) = Df(y + t(x — y))(z — y).
Dann gilt

le'(t) = )l < IDf(y + ta = y)) = DFW)l Iz — yll < ytlle —yll*.

Nun ist
P = f(x)—f(y) = Df(y)(x—y) = ¢(1) —p(0) = £'(0) = /(w’(t) —¢'(0)) dt,

also folgt

1P| < /Mﬂﬂ—¢®wﬁ

1

gl
< lle = ol [ tdt < Jo = ol
0
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und damit die gewiinschte Abschiatzung. O

Nachdem wir das Lemma gezeigt haben, machen wir weiter im Beweis von
Satz 115. Aus dem Lemmas folgt, dass

||x(k+1) _ I(k)” < %Hx(k) — x(k—l)HQ (8.13)
und damit .
[z*D) — 2 ®) || < ah? 1. (8.14)

Diese letzte Abschétzung folgt aus (8.12) fiir & = 0 und mit Induktion fiir
k+1 aus (8.13). Aus (8.14) folgt

[z — 2O < [Ja®+HD) — @) 4. )]z — 2O
< a(l4h B RT 4 < O‘h =

also 2+t € S, ().
b) Aus (8.14) folgt, dass *) Cauchy-Folge ist, denn

k
||x(n+k) . x(n)H < Z ||I(n+z) . I(n—i—z—l)H
=1

IN

k
n+i—1__
a § h2 1
=1

ah2"71(1 + h2" + (h2")2 4. )
ah2”71
7 =

IN

< €, (8.15)

fiir gentigend grofies n > N(e), weil 0 < h < 1. Damit folgt

lim 2% =2 € S,.(z).

k—oo

Aus (8.15) folgt:

ah?' 1
1—h2"

& =2 = lim [l ~ 2] <

Noch zu zeigen ist, dass # Nullstelle von f in S,(zo) ist. Da z®) ¢
S, (@) VY Ek >0, folgt dass

IDf (™) = Df (@) < Alla® — 2O <y
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Also gilt
IDf ()| <57+ IDf(EO)] = &.

Aus der Iterationsgleichung folgt
1F @) < wlja®H — 2@

und damit
lim [ ®)] =0

und da f stetig ist gilt klim f(z®) = f(#). 0Man kann unter noch stéirkeren

Voraussetzungen mit dem Satz von Newton-Kantorovich zeigen, dass & die
einzige Nullstelle in S, (z()) ist.

Voraussetzung dafiir, dass das Newton—Verfahren konvergiert, ist, dass der
Startwert geniigend nahe bei der gesuchten Losung liegt. Um globale Kon-
vergenz zu erzielen, wird das Newton—Verfahren durch Einfithrung eines Pa-
rameters modifiziert. Setze

g® D = 20\ d® q®) = D f(a®) L F (k). (8.16)
Die )\; werden dabei so gewihlt, dass die Folge {h(z®™)} mit h(z) =

f(z)T f(x) streng monoton fillt und die *) gegen ein Minimum von h(x)
konvergieren.
Was hat das mit Nullstelle zu tun? Da
h(z) >0 Ve,
hi)=0 <= f(@) =0 (f(@)"f(z)=If@)),
so ist jedes lokale Minimum # von h mit h(Z) = 0 auch globales Minimum

von h und Nullstelle von f.
Definiere die Menge

D(y,z) = {s € R™| ||s|| = 1 und Dh(z)"'s > v||Dh(z)||},7 > 0. (8.17)

Lemma 117 Sei h : R™ — R eine Funktion, deren Gradient Dh(z) fir
alle x € V(z) (V(zZ) Umgebung von z) definiert und stetig ist. Sei ferner
Dh(z) # 0 und v > 0. Dann gibt es eine Umgebung U(z) C V(&) von & und
ein A >0, so dass

hw — ps) < h(z) = L] Dh()].

fiir alle x € U(Z),s € D(v,z) und 0 < pu < \.
(zeigt wann man h(y) < h(x) finden kann.)
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Beweis. Sei

U'(#) = {z € V(&)| [|Dh(x) — Dh(2)[| < %HDh(i)H}

Da Dh(z) # 0 und Dh(z) stetig auf V(z), so folgt U'(Z) # 0 und U ist
Umgebung von . Aus demselben Grund folgt auch, dass

U(#) = {x € V(@) D(y,2) € D(3.4)}

eine Umgebung von Z ist. Wéhle nun A > 0, so dass

Sa(@) = {a| |z — 2| <2} C U (2) NU*(%)

und setze

U(#) = Sx(@) = {=] [z — 2] < A}.
Dann gilt fiir alle z € U(2) mit 0 < u < A\, s € D(v, z), dass

h(z) —h(z —ps) = pDh(x —0us)’'s
— 1 |[(Dh(z = Bus) — Dh(E)" s + Dh(:z;)Ts] ,
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fiir ein # mit 0 < 6 < 1. Mit € U(2) gilt auch

z,x — ps,x —Ous € U N U?,

also folgt
ha) = hia —ps) = —EHDh(@)]| + pDh(@)"s
— Ky N Y .
> —LDh(@)]| + pg | DA()]
wy .
= ZH|Dh(@)].
0

Algorithmus 25
Input:  Differenzierbare Funktion h(x) : R™ — R, und Zahlen

Ok Yk, k:0,1,2,... mit

ir]if(’yk) > O,iréfak > 0,

sowie einen Startwert x(©) € R™.
Output: Folge 2, k = 0,1,2,..., die gegen Minimum von h(x)
konvergiert.
FOR k=0,1,2,... UNTIL SATISFIED
Sei s*) € D(ry, ™),

AR WO (8.18)
wobei Ay, € [0, 0% ||Dh(z®)]]], so dass

h(z® D) = min{h(z® — ps™)[ 0 < p < oul| DR(z™)]1}.
I

END

In jedem Schritt wird min ¢(p) = min A(z® +ps®), u € [0, op | DR(z®) ][]
iiber A\ gesucht. Das ist jetzt eine eindimensionale Minimierung, und damit
zwar einfacher als min h(x) aber immer noch sehr aufwendig. Dies wird spéter
noch vereinfacht.

Was konnen wir nun {iber die Konvergenz von (8.18) aussagen.
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-s ®lambda

Theorem 118 Seien h: R™ — R und 9 € R™, so dass

a) K = {z| h(z) < h(xD)} kompakt.

b) h stetig differenzierbar in einer Umgebung von K.
Dann gilt fiir jede Folge {x®} in (8.18)

1) ™ € K fiir alle k =0,1,2,....

2) {x(k)} besitzt mindestens einen Hdufungspunkt & in K.

3) Jeder Hiufungspunkt & von {x®} erfillt Dh(%) = 0. (Stationdirer
Punkt)

Beweis. Aus der Definition von 2 folgt h(x®) > h(z®) > .- und damit
™ € K fiir alle k und da K kompakt ist, gibt es einen Haufungspunkt & in
K. Also folgt 1), 2).

Teil 3) beweisen wir mit Widerspruch. Angenommen Dh(z) # 0, und sei

o.B.d.A. klim 2 = % (sonst nehme am einfach eine Teilfolge). Setze v =

i%f Y > 0,0 = i%f o, > 0. Nach Lemma 117 gibt es U(z) und A > 0, so dass

h(x—ps) < h(a:)—u?zyHDh(:i:)H, Ve e U(z), s € D(v,z), 0 <u <A (819)
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Da lilgn ®) = 3 und Dh(z) stetig ist, gibt es ko, so dass fiir alle k > ko gilt

. 1 .
M e U(#), [|Dh(z™)] > SIDR()]).
Sei nun
. 1 .
A = mln{)\,§a|]Dh(x)H},
e = A%HDh(@)H >0
Wegen o, > o folgt, dass
[0, A] € [0, ow[| DR(2)[]], ¥k = ko,

also h(z* 1)) < min{h(z® — us®)| 0 < p < A}. Aus (8.19) folgt dann
w

A
h(z® D) < h(z®) — £|‘Dh(£)|’ = h(@W) —e, Yk < ko,

da A <\, 2% € U(2), s € D(y, ™) C D(7,2®). Damit ergibt sich

klim h(z®) = —c0,

Dies ist ein Widerspruch, denn h(z®) > h(z*+V) > ... > h(#). O Dies

ist ein allgmeines Minimierungsverfahren, was sehr viele Anwendungen hat,
benotigt wird noch eine Methode fiir die eindimensionale Minimierung. Diese
wird in Algorithmus 25 durch einen endlichen Suchprozess ersetzt.

a) Wihle s*) € D(y, 2®)) und definiere

pr = okl Dh(z™)]|
hi(p) = h(x® — ps®)

und bestimme die kleinste Zahl 7 > 0 mit

hi(pr27) < hi(0) = pe27 L[ D ()|
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b) Bestimme A\, und damit

2D = B s g0 dass gilt
(k+1) _
(x5 0121121 hk(ka o,

Das gesuchte j existiert. Ist z(®) stationir, so ist j = 0, andernfalls
wende Lemma 117 auf & = 2® an. In jedem Fall kann j und damit
auch A in einem endlichen Suchprozess bestimmt werden und es gilt
Satz 118 auch fiir die so bestimmte Folge.

8.2.1 Das modifizierte Newtonverfahren

Wir wenden nun zur Losung von f(z) = 0 das Minimierungsverfahren 25 auf

h(z) = f(z)" f(x) an
Als Suchrichtung s in Punkt #*) wiihlen wir den normierten Newtonvektor
k) _ d®)

it dF) — (F))=1 £ ( (k)
= a0 mit d" = Df(z")7" f(z'"7),

dieser ist immer definiert, falls D f(z*))~! existiert.

Lemma 119 Sei x so, dass d(x) = Df(z)™'f(z) ewistiert und nicht ver-
schwindet. Dann gilt

s(x) = Hzllggﬂ € D(v,x), fir alle 0 < v < (),
wobei
<(2) = 1 _ 1 .
T Df@) T IDF @D @)
Beweis. Dh(z) = 2fT(2)D f(z). Submultiplikativitit von || e || liefert
I/5(@)Df (@)l < [IDf(@)ll2 1 ()]l
IDf(x)" f(@)lla < Df(@) " 2 (1 ()]
und daher
Dh(z)s _ f@)'Df(x)Df(x)""f()
[IDA()] ||Df(195) F@)| [f7 (@)D f ()]

= w(Df@)

> 0.
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Fiir alle v mit 0 < v < ﬁ gilt also s € D(v,x). OFalls Df(z)™" exi-

stiert folgt also, da8 Dh(z) = 0 genau dann wenn f(z) = 0. Damit erhalten
wir das modifizierte Newtonverfahren.

Algorithmus 26
Input:  Differenzierbare Funktion f(x): R™ — R™ sowie Startwert z(® € R™,

Output: Folge 2® | k =0,1,2,... die gegen Nullstelle von f konvergiert.

FOR k=0,1,2,... UNTIL SATISFIED
Berechne  d® = Df(x")=1f(z®), (lineares Gleichungssystem mit

QR)
Vi = Df—va)) (fast frei aus QR).
Setze hi(7) = h(a®) — 7d®) = f(z®) — 7d*NT f(2*) — 7q(0)).

Bestimme j >0, so dass h(277) < hg(0) — 279 2||d®)|| || Dh(z®))]].
Bestimme A\, und 2D = 2®) — X\ .d®) | so daf gilt

h(z**Y) = min hy(27°).

0<i<j

END
Als Kosten fallen pro Schritt an:
a) Berechnung von D f(z®).
b) Losung von D f(z*)d®) = f(2x*)).
¢) eindimensionale Minimierung,.

Die Fehleranalyse fiir Teil b) ist klar. Die fiir. a) und c) héngt von f ab.
Uber dieses Verfahren hat man die folgende Konvergenzaussage:

Theorem 120 Gegeben sei f: R™ — R™ 20 € R™ mit
a) K = {z| h(z) < h(xg)} ist kompakt, wobei h(z) = fT(z)f(x)
b) f ist auf Umgebung von K stetig differenzierbar.

c) Df(x)™ ezistiert fiir alle v € K.
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Dann ist die Folge {:L‘(k)}, die in Algorithmus 26 erzeugt wird, wohldefiniert
und es gilt

a) 1™ € K, Vk = 0,1,2,...,{a®™} besitzt mindestens Hiufungspunkt
T €eK.

b) Jeder Hiufungspunkt @ von {x™)} ist Nullstelle von f.

Beweis. Den Beweis machen wir hier nicht, siehe z.B. das Buch von Stoer.
I

8.2.2 Praktische Realisierung des modifizierten
Newton—Verfahrens

Ein Problem bei der Durchfithrung des Newtonverfahrens ist, dass in jedem
Schritt D f(z®) ausgerechnet werden mufl. Man kann nun D f(x*)) durch
die Differenzenquotientenmatrix Af(z®) = (Af, -+, A f)(2®)), approxi-
mieren, wobei

f(ZL‘h ey i1, X5 + hi7$i+1, e ,l’m) — f(l’l, e 717m)

h;

Nif(x) =

[z + hie;) — f(x)

hi '
Falls h; zu groB ist so erhalten wir eine schlechte Approximation an D f(x),
ist h; zu klein, dann gilt f(z + he;) = f(x).
Wiihle h; so, dass f(x) und f(z+he;) ungefihr die § ersten Stellen gemeinsam
haben (t-stellige Rechnung)

[l = Veps|| F(@)I/1| A f(2)]

Die auftretende Ausloschung ist dann noch ertriglich.
Im allgemeinen ist jedoch auch die Berechnung von Af zu teuer daher
verwende folgende Vereinfachung mit dem Satz von Broyden.

Theorem 121 Seien A, B € R™ b € R™ F : R™ — R™ gegeben durch
Fu) = Au+b, x,2’ e R" und p=x — 2/, ¢ = F(2') — F(x) = Ap. Dann
gilt fiir die Rang—1-Modifikation B' = B + p%p(q — Bp)p" die Abschiitzung

|B"— All2 < [|B — A2
und B'p = Ap = q.
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Beweis. (B'— A)p = Bp+ (¢ — Bp) — Ap = 0.
Fiir jedes u € R™ mit |lu|ly = 1 existiert ein v mit

u=ap+v, vip=0, [v|, < 1.
Also folgt mit ||ul|s = 1, dass
I(B" = Aulla = [(B" = A)vll2 = [I(B = A)v[la < | B = All2 lvll2 < [[B = Allz.

Also gilt dies auch fiir || B’ — A||2, welches das Supremum {iber alle u ist. [
Es folgt, dass DF(x) = A von B’ genau so gut approximiert wird wie von B.

B’ und DF(z) transformieren p in denselben Vektor. Die Idee ist nun, f(x)
durch eine affine Abbildung zu approximieren (in der N&he einer Nullstelle)
und diese Idee anzuwenden.

Ersetze in Algorithmus 26 den Teil in der Schleife.

Algorithmus 27 (Broyden—Rang 1-Verfahren)
Input:  f(x) : R™ — R™ differenzierbar und (© € R™
Output: Folge 2™ k=0,1,2,...

FOR k=0,1,2,... UNTIL SATISFIED
d*) = By, f ( “)
(

T k+1) )\kd(k)
p(k) (k+1) ()
z(k+1))
g = f( + — flz®) ]
B+ — By + W( (k) _ ka(k))p(k)

END

Ar wird durch niherungsweise Minimierung von ||f(z**Y)|? =

min |f(x®) — Xd®)||? bestimmt wie vorher.

Es gilt By ~ Af(z®). Praktische Erfahrung zeigt, dass man diese Wahl
von Byyq nur fiir 0.5 < Ay < 1 machen sollte, sonst

wéhlt man besser By = Af(2x41).
Die Losung des linearen Gleichungssystems

Byd® = f(x®)

kann iiber eine Rang 1 Aufdatierungsformel sehr leicht gemacht werden.



Kapitel 9

Eigenwertprobleme

In diesem Kapitel werden wir uns mit der numerischen Losung von Eigenwert-
problemen beschéftigen. Zuerst einige Grundlagen zur Wiederholung. Eigen-
werte einer Matrix A = [aij}i7j:1 _____ . € C" sind die n Nullstellen Ay, ---, A,
des charakteristischen Polynoms p(z) = det(zI — A). Das Spektrum einer
Matriz ist o(A) = {1, -+, \n}. Es gilt det(A) = A1+ -+ Ay,

Eine Matrix heifit normal falls A*A = AA*.

Sei A € 0(A), dann heiflen Vektoren z € C" \ {0} die Az = Az erfiillen,
Figenvektoren. Ein Unterraum S € C" mit der Eigenschaft, dass falls x € .S
dann auch Az € S heiBt invariant. Falls AX = XB mit B € C*F, X €
C™* und rang X = k, so spannen die Spalten von X einen k& dimensionalen
invarianten Unterraum auf und By = Ay impliziert, dass AXy = AXy.

Falls X vollen Spaltenrang hat, so gilt daher o(B) C o(A). Falls X qua-
dratisch ist, so folgt o(B) = o(A), und A, B = X' AX heilen dhnlich.

Lemma 122 Seien A € C*", B € C** und X € C™* mit AX = XB und
rang(X) = k. Dann gibt es eine unitire Matriz QQ € C™", so dass

* _ _ Tll T12 k

(9.1)
und o(Th1) = o(A) No(B).

Beweis. Sei X = Q) [ l(l)% } eine QR—Zerlegung von X. Dann gilt
R R
ol ] -elq]s

169
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genau dann wenn

* R _ R . Ty Tio R p
@ |g]-[v]e={a o] .2
Die Matrix R ist nichtsinguldr, da Rang (X) = k. Aus 750 R = 0-B =0

folgt, dassTy; = 0 und aus 71, R = RB folgt, dass o(111) = o(B). Daher gilt
0(A) =0(T) = o(T11) Uo(Tz) und damit die Behauptung. 0O

Theorem 123 (Satz von Schur) Sei A € C*™. Dann gibt es eine unitdre
Matriz QQ € C™", so dass

Q*AQ =T = D + N, (9.2)

mit D = diag(A1, -+, \n) , und N strikte obere Dreiecks—Matriz. ¢ kann so
gewdhlt werden, dass die Figenwerte in beliebiger Folge auf der Diagonale
stehen.

Beweis. Beweis durch Induktion. n = 1 trivial. Sei die Behauptung richtig
fiir n — 1. Sei Ax = Az, fiir x # 0. Mit Lemma 122 fiir B = X gibt es unitéres
U, so dass

. LA W 1
UrAU = { 0 c ] n—1.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es U, so dass U*CU obere Dreiecks—
Matrix ist. Sei
T w*

dann ist Q*AQ obere Dreiecks—Matrix. 0

Die Spalten ¢; von Q = [q1, -, qs] heiBen Schur—Vektoren, und spannen
den invarianten Unterraum Sy = span {qi,- -, qx} auf.

Corollary 124 A € C™" ist normal genau dann wenn es eine unitire Matrix
Q € C™" gibt, so dass

At
Q" AQ =
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Beweis. Die Matrix A ist normal genau dann wenn Q* AQ) normal ist fiir alle
unitdren Matrizen (), denn

(QAQ)(QTAQ) = Q"ATAQ = Q"AA™Q = (Q"AQ)(Q"AQ)™.
Ist @Q*AQ = T obere Dreiecks—Matrix und normal, so ist T" diagonal. [

Es gibt eine reelle Variante des Satzes von Schur:

Theorem 125 Fiir jedes A € R™"™ gibt es eine orthogonale Matriz () € R™",
so dass

Ry - Rim
QTAQ = :
Rmm

wobei jedes R;; entweder 1 X 1 oder 2 x 2 mit komplez—konjugierten Eigen-
werten ist.

Beweis. Ubung. [

Theorem 126 (Jordansche Normalform) Sei A € C™". Dann gibt es
X € O™, so dass X 'AX = diag (Jy,- -+, J;), wobei

Ji = S e Cmim

—_

und my + - -+ my = n.
Beweis. Siehe Lineare Algebra Vorlesung. O

Die Summe der Dimensionen m; zu einem Eigenwert A heifit algebraische
Vielfachheit. Falls diese 1 ist, so heifit A einfacher Eigenwert. Die Anzahl der
Jordanblocke zu A heifit geometrische Vielfachheit. Es gilt immer, dass die
algebraische Vielfachheit gréfer oder gleich der geometrischen Vielfachheit
ist. Falls die algebraische Vielfachheit echt grofier ist als die geometrische
Vielfachheit, so heifit A defektiver Figenwert und A defektiv.
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Corollary 127 Die Matriz A € C™" ist nicht defektiv genau, wenn es eine
nichtsingulire Matriz X € C™"™ gibt, so dass

XAX = diag(M, ..., \). (9.3)
Beweis. Klar aus Satz 126. 0

Die Jordanform ist numerisch schwer zu berechnen. Kleine Storungen in
der Matrix &ndern die Jordanform stark, auf dem Rechner ist jede Matrix
diagonalisierbar, diagonalisierbare Matrizen liegen dicht in der Menge der
Matrizen. Matrizen die fast defektiv sind, kéonnen sehr schlecht konditio-
nierte Figenvektormatrizen haben. Und dies kann drastische Folgen haben,
falls man nichtunitére Transformationen zur Eigenwertberechnung verwen-
det. Denn es gilt

gUXT'AX)=XT'AX +E (9.4)
wobei
[Ell2 = eps ra(X)]| Al (9.5)
Falls X nicht unitér ist, so kann F sehr grofl werden.

Beispiel 128 Betrachte
5 —1
=27
und die Transformationsmatrizen auf Schur- und Jordanform
0.6 0.8 1.0 1.01
@= {—0.8 0.6]’ X = { 2. 2.00}

Dann gilt ko(X) = 167, ko(Q) =1 und o(A) = {3,4}.

Mt dreistelliger Arithmetik ergibt sich mit Rundung

lgl(XTAX) — X TAX]|, = 1.9,
l91(Q"AQ) — Q" AQll> = 107°.
Theorem 129 (Satz von Gerschgorin) Sei
A=D+ F mit D = diag(dy,---,d,)
und F' habe Nulldiagonale. Dann gilt
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wobes

Di: {Ze@i |Z—dl| Sz‘fwl}
j=1
Beweis. Ubung. O

Theorem 130 (Satz von Bauer—Fike.) Seiu ein Figenwert von A+E €
C™" und X 'AX = D = diag (A1, -, \n) diagonal, dann gilt

in I\ —ul < ko (X)IE
A%ﬂ pl < kp(X)[|E],

Beweis. Ubung. O

Der Satz von Bauer—Fike besagt, dass x(X) - || E|| groBe Storungen in den
Eigenwerten auftreten kénnen. Falls X orthogonal ist, so ist ko(X) = 1.

Storungsresultate fiir invariante Unterrdume sind im allgemeinen sehr
schwer.

Theorem 131 (Satz von Stewart) Sei Q) unitir, so dass

X o Ty Tho p
QAQ_[ 0 TQQ}”‘P
eine Schur—Zerlegung mit Q) = [ Q1 Q2 } ist. Sei
T X — XTy|lr
Ty, Ty) =
sep( 11, 22) I)Igl;léfol ||X||F

und set £ € C™" eine Storung. Sei

* Ey Eip p
E pu—
@EQ [ Es B ] n—=p.

Falls 6 = sep (Ti1, Tas) — || Evilla — || Ea2lla > 0 und || Ex ||l2([|Th2l2 + [ 21 |2) <

%, so gibt es P € C""%* mit || P||y < 2||Fa1ll2/d und die Spalten von

N

Q= (Q1+QP)(I+PP)”

bilden eine Orthonormalbasis fir den invarianten Unterraum von A+ E.
Beweis. Siehe zum Beispiel das Das Buch von Golub/Van Loan.

[NIES
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9.1 Der (QR—-Algorithmus fiir unsymmetri-
sche Matrizen

Wir betrachten hier nur den reellen Fall, der Berechnung der reellen Schur—
Form.

Der beste Algorithmus zur Berechnung der Schur-Form ist der QR-
Algorithmus von Francis, der im Prinzip die folgende Iterationsschrift
ausfiihrt.

Sei Hy = QF AQy fiir noch zu bestimmende unitére Matrix Q.

FOR k=1,2,--

Berechne eine () R—Zerlegung
Hk;—l = Qk;Rk und setze
Hy = RpQ.

END

Diese Iteration wiirde pro Schritt O(n?®) flops kosten ( bei ungefihr 2n
Iterationen) also O(n*) flops insgesamt. Um das zu verkleinern, verwenden
wir o, um A zuerst auf obere Hessenbergform zu transformieren. Dies ge-
schieht mit Hilfe von Householder—Transformationen (HOUSE, COLHOUSE,
ROWHOUSE).
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[z z 2 = = z [z z 2 = = z
r r r x T X r r xr T T X
A:x:vx:cx:c_}PirAP1:0x$xma:_>
r T xT T T T 0O r z =z = «x
T T T T T T 0O 2 =z = «x
|z z z z x T | |10 2z 2 =z o = |

[z =z 2 2 = z

r r r X T T

0 0z z z «x

L0 0 2 =z = x|
[z z x = = T
r r r x T X

PIPRPTAP PPy = ggiiii — PIPIPIPTAP P, PsP; = ...

0 00 z z «x
|0 0 0 2 = =z |

Algorithmus 28 (Householder—Reduktion auf Hessenberg—Form)
Input: AeRM?
Output: H ¢ R™" H = QTAQ, wobei Q Produkt von Householder—
Transformationen ist, gespeichert auf unterem Teil von H.
FOR k=1:n-2
v(k+1:n)= HOUSE (A(k+1:n,k));
A(k+1:n,k:n)= ROWHOUSE (A(k+1:n,k:n),v(k+1:n));
A(l:n,k+1:n)= COLHOUSE (A(1:n,k+1:n),v(k+1:n)));
Alk+2:nk)=v(k+2:n),
END

Die Kosten betragen 20n3/3 flops sowie weitere % flops, falls () gebraucht
wird.

Die Fehleranalyse liefert H = Q7 (A + E)Q mit Q7Q = I und ||E||r <
en? eps ||Allp.

Die Hessenberg-Reduktion ist nicht eindeutig. Falls die Hessenberg-Matrix
unreduziert ist, d.h., alle Elemente in der ersten unteren Nebendiagonalen # 0
sind, so ist die Hessenreduktion fast eindeutig durch die erste Spalte von @)
bestimmt.
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Theorem 132 (Implizites Q—Theorem) Sei A € R™", seien ) =
[q1, -, qn) und V= [vy,--+,v,] orthogonale Matrizen, so dass QTAQ =
H, VTAV = G beides Hessenbergmatrizen. Sei k der kleinste Index, so dass
his1x = 0 (k = n, falls H unreduziert). Falls vi = ¢, so gilt v; = £q; und
\hiic1| = |gii—1| fiir i =2 : k. Falls k <n, so gilt gg11, = 0.

Beweis. Sei W = VT(Q. Dann gilt GW = W H. Also folgt fiir i = 2 : k, dass

i—1

hijiaw; = Gwi—1 — Z hji—1w;j.
=1
Da w; = e; so folgt, dass [wy,---,w;] obere Dreiecks-Matrix ist. Aus w; =

UZT(]Z und hi,i—l = w;-wai_l fOlgt, dass V; = :tqz, |hi,i—1| = |gm'_1| firi:=2:k.
Falls hy_1 4 = 0, so folgt (bis auf Vorzeichen)

Tl = efﬂGek = GZHGWek = (eZHW)(Hek)

k k
— T _ T —
= €k+1 Z thWGZ = E hik€k+1€i =0.
i=1 i=1
u

Damit kann man nun eine praktische Variante des (Q R—Algorithmus ma-
chen. In der Iteration bleibt fiir eine Hessenberg Matrix H = QF AQ, die
Matrix weiter Hessenbergmatrix, denn Q = HR™! ist obere Hessenberg—
Matrix, und daher auch H = R(Q) ebenfalls.

Im folgenden kann man annnehmen, dass h;;,; # 0 fiir die Hessenberg—-
Matrix. Sonst kann man das Problem zerlegen. Falls z. B.

|hp+1,p| < ceps (|hpp| + |hp+17p+1|)a (9.6)

so setzt man hy,y1, zu 0 und erhélt

o Hyy | Hyp p
H_|i 0 H22:| n—p

Dann spaltet man das eigenwertproblem fiir H in zwei Teilprobleme Hyy, Hao
auf.

Man kann die Konvergenz des Verfahrens durch Shifts erheblich beschleu-
nigen.
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Theorem 133 Sei v ein Eigenwert einer unreduzierten oberen Hessenberg-
Matriz H. Sei H — pl = QR eine QR-Zerlegung und H = RQ + pl so gilt
hppn—1 =0 und hy, = p.

Beweis. Wenn H unreduziert ist, so ist auch H — uI unreduziert. Da UT (H —
pul) = R singulér ist und da man aus der QR-Zerlegung erhilt, dass |r;| >
|hig1| furi=1,...,n—1, so folgt r,, = 0 und damit verschwindet die letzte
Zeile von H. O

Die Idee ist nun mit Ndherungen an Eigenwerte zu shiften, z.B. mit einem
Eigenwert von

hn—l,n—l hn—l,n

)
hn,nfl hn,n

falls der reell ist oder mit zwei komplex konjugierten Shifts A, A\, um komplexe
Arithmetik zu vermeiden. Dabei kann man dann zwei Schritte zusammen
ausfithren, denn aus

Ai = A = Q1R
A1 = RiQ1+ M,

Aig1 — M = QyR»,
Aiva = RoQa+ A

(A; — M)(A; — M) = A? + 2Re(N)A; + |\

ist reell auch wenn A nicht reell ist. Man konnte nun A% —2Re(\)A;+ |1 |* be-
rechnen und davon eine Q R—Zerlegung Q; R; bilden und dann A;,» = QT A,Q;
setzen. Dies ist aber zu teuer, man nutzt besser das implizite ()—-Theorem.

Dazu berechnet man die erste Spalte z = (4; — \iI)(A; — M\iI)e;. Dann
bestimmt man eine Householder—Matrix F,, so dass Fyz = ae; und danach
Householder-Matrizen Py, Py, -+, P, 9 so dass PL ,--- PTA;Py--- P,_o wie-
der obere Hessenbergmatrix ist. Ingesamt erhalten wir den folgenden Algo-
rithmus fiir einen Schritt.
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Algorithmus 29 (Francis ) R—Schritt)

Input: Unreduzierte obere Hessenbergmatrixc H € R™™, dessen un-
tere rechte 2 x 2 Matriz die Figenwerte ay,as hat.

Output: ZTHZ, wobei Z = P, --- P,_s Produkt von Householder—
Matrizen ist und ZT(H — a1 I)(H — asl) obere Dreiecks—
Matrix.

m=n-—1;

s = H(m,m)+ H(n,n);

t=H(m,m)* H(n,n) — H(m,n) * H(n,m);

r=H(1,1)«H(1,1)+ H(1,2)« H(2,1) —s* H(1,1) + ¢;

y=H(2,1)«(H(1,1)+ H(2,2) — s);

z=H(2,1)* H(3,2);

FOR k=0:n—3
v= HOUSE ((z,y,2)");

HEk+1:k+3,k+1:n)= ROWHOUSE (H(k+1:k+3,k+1:n),v);

r =min{k +4,n};
Hl:rk+1:k+3)= COLHOUSE (H(1:r,k+1:k+3),v);
r=Hk+2k+1);
y=H(k+3,k+1);
IF k<n-3
z=H(k+4,k+1);
END
END
v= HOUSE ([z,y]");
Hn—1:n,n—2:n)= ROWHOUSEH(n—1:n,n—2:n),v);
H(l:n,n—1:n)= COLHOUSE(H(1:n,n—1:n),v);

Die Kosten betragen 10n? flops sowie 20n? flops fiir die Akkumulation von
Q. Insgesamt erhalten wir den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 30 (QR—-Algorithmus)
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Input: A € R™™ Toleranz tol > eps .
Output: Reelle Schurform QT AT = T. A wird mit Hessenbergform
von A iiberschrieben. Falls QQ,T gebraucht werden, so wird
T in A gespeichert. Falls nur Eigenwerte gebraucht wer-
den, so werden die Diagonalblicke in den entsprechenden
Positionen gespeichert.
Verwende Algorithmus 9.6 zur Transformation auf Hessenbergform.
UNTIL q=n
Setze alle Subdiagonalelemente zu Null, die
‘hi,ifl‘ S tol (’h“’ + ’hiflyifly) erfﬂllen.
Finde grifstes ¢ > 0 und kleinstes p > 0 so dass

Hy Hyp His b
H = 0 Hyp Hy | n—p—gq,
O 0 H33 q

wober Hsz quast obere Dreiecks—Matrix und Hoo
unreduziert.
IF g<n
Mache einen Francis QR-Schritt mit Hyy, Hyy = ZT HoyoZ .
IF @ bendtigt
Q=Q- diag(ly, Z,1,),

Hyy = Hi2Z,
Has = Z" Hayg,
END

END
END
Bringe alle 2 x 2 Blocke mit reellen Eigenwerten auf obere Dreiecks—Form,
und akkumuliere gegebenenfalls die Transformationen.

Die Kosten betragen ca. 10n3 flops fiir die Berechnung der Eigenwerte sowie
zusitzlich ca. 25n3 flops fiir die Berechung (Q und T'. Diese Zahlen beruhen
darauf, dass die Konvergenzrate fiir diesen Algorithmus ca 2.4 Iterationen
pro Eigenwert betragt.

Die Fehleranalyse liefert, dass der Algorithmus 7 = QT (A+ E)Q berechnet
mit Q"Q = I, ||[E2 = eps ||Al2. Die Matrix Q ist fast orthogonal, denn
OTQ=I1+F |Fl,= eps.

Konvergenzbeweise existieren nur fiir Spezialfille und spezielle Wahlen der
Shifts.
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Beispiel 134

2 3 45 6
4 4 5 6 7
A=|10 3 6 7 8
0028 9
0 00 1 10
Tteration O(’h21|> O(’h32|) O(|h43’) O(‘h34’)

1 10° 10° 10° 10°
2 10° 10° 10° 10°
3 10° 10° 107! 10°
4 10° 10° 1073 1073
5 10° 10° 106 107°
6 101 10° 10-13 10713
7 1071 10° 10-28 10~13
8 1074 10° conv. conv.
9 1078 10°
10 1078 10°
11 10716 10°
12 10732 10°
13 conu. conv.

Was macht man nun, wenn man nur bestimmte Eigenvektoren zu bestimmten
Eigenwerten will, nicht den invarianten Unterraum. Dann gibt es verschiedene
Moglichkeiten; entweder man sortiert die Eigenwerte um, denn die erste Spate
von () ist der Eigenvektor zum ersten Diagonalelement, oder man verwendet
die sogenannte Inverse Iteration. Sei dazu p eine Eigenwertndherung und sei
(A — pI) nicht exakt singulér, so ist der Eigenvektor zum grofiten Eigenwert
von (A — ul)™! gerade der gesuchte.

Algorithmus 31 (Inverse Iteration)
Input: A € R™", u € C Eigenwertniherung und Startvektor ¢©.
Output: Verbesserte Eigenwertniherung und zugehoriger Eigenvektor.
FOR k=1,2,--- UNTIL SATISFIED
Lise (A — pl)z®) = gk=1),
Setze q*) = 2®) /|| z0)||,.
Bilde \®) = (qN)T Aq™).
END
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Kann das iiberhaupt klappen, denn A — ul ist doch fast singuldr? Ange-
nommen die Matrix A hat eine Basis aus Eigenvektoren {zi,---,z,} und
Azx; = Ax;, i=1,---,n. Falls

Q(O) = i Bit,
i=1

so ist ¢*) ein Vektor in der Richtung

R0 N B
(A—ul)™"q ; i _mkxz. (9.7)
Das Hauptgewicht liegt also in der Richtung von x;, der zu \; = p gehort.
In diese Richtung ist das Gleichungssystem auch lésbar, da x; im Bild von
A — pl liegt.
Wann beenden wir die Inverse Iteration? Sei r*) = (A — ul)q™ das Resi-
duum. Man bricht die Iteration ab wenn

Ir®lee < ¢ eps [ Al (9-8)

Falls man eine Transformation auf Hessenbergform schon hat, so braucht
jeder Schritt nur O(n?) flops.

Fiir symmetrische Matrizen kann man den QR Algorithmus genau so an-
wenden. Man braucht nur weniger Speicher und flops, indem man eine sym-
metrische Speicherung verwendet. Ausserdem erhilt man in diesem Fall kubi-
sche Konvergenz. Da alle Eigenwerte reell sind, sind auch Doppelshifts nicht
notwendig.

9.2 Die Singuldrwertzerlegung

Eines der wichtigsten Hilfsmittel in allen Bereichen der numerischen Mathe-
matik ist heutzutage die Singuldrwertzerlegung einer Matrix. Diese wird zur
Rangbestimmung, Datenkompression, Bildverarbeitung und vielen anderen
Anwendungen verwendet.

Theorem 135 Sei A eine reelle m x n Matriz. Dann gibt es orthogonale
Matrizen U = [uq, -+, Uy) € R™™ und V = [vy, -+, v,] € R™™, so dass

UTAV = diag (04, +,0,) € R™" p=min(m,n) (9.9)

wobet 0y > 09 > -+ > 0, > 0.
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Beweis. Seien x € R", y € R™ Vektoren mit ||z||s = [|y||2 = 1, so dass Az =
oy,0 = ||All2. Dies ist moglich, da |[[Allz = sup,,—; [|[Az[]2 angenommen
wird.

Da jede Menge von orthogonalen Vektoren zu einer Basis des ganzen Raumes
erginzt werden kann, gibt es V; € R*™ D und U; € R™™ D 5o dass
V =lz,Vi] e R"™ U = [y, U] € R™™ orthogonal sind. Dann gilt

T y" y"
UTAv = {UlT}A[;E Vl}:{UlT}[oy, AV |
T
- |0 %=

NES R

2

so folgt, dass
1AL]3 = 0® + w'w.

Da ¢% = || A||5 = ||A1]|3 folgt w = 0. Per Induktion folgt das Resultat. [

Die Werte o; heiflen Singuldrwerte, die u;, v; linke und rechte Singuldrvek-
toren. Es gilt

AUZ' = O;Uj, ATUi = 0,05, 1= 1, s ,min(m, n) (910)

Die Singulédrwerte sind die Léngen der Halbachsen der Hyperellipsoide
E ={Ax: ||z|| = 1}.

Seioy >+ >0, > 0,41 = =0, =0, so gilt
rang (A) = r;
Kern (A) = span {v,41, -, 0n};
Bild (A) = span {ug, -, u.};
HAH% = Uf—i-“-—l—af) p =min{m, n}
[Allz = o3;
cond 9(A) = L

Op
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Theorem 136 Sei A = UXV7T die Singuldrwertzerlegung von A € R™". Sei
k < r =rang(A) und

k
A= oy (9.11)
=1

Dann gilt
i A—Bls=|A—- A2 = : 12
i | 2= || kllz = okt (9.12)
Beweis. Aus UT A,V = diag (o4, -+, 04,0 --,0) folgt rang(Ay) = k und da
UT(A — A)V = diag(0,--+,0,0441, -+, 0p), so folgt ||[A — A2 = 011 An-
genommen rang(B) = k fiir B € R™". Dann gibt es orthonormale Vektoren
x1,° ", Tn_k, S0 dass kern(B) = span{xy, - - -, x, 1 }. Aus Dimensionsgriinden
gilt
W = span{zy, -, x,_r} Nspan{ovy, -+, vp1} # {0}

Sei z € W,|z|]ls = 1. Mit z = > a;u; folgt a; = vl2. Da Bz = 0 und

k+1
Az =" o;(vF2)uy, so folgt

i=1

k+1
1A= B3 > (A= B)z|l5 = |4z[5 = > 07 (v]2) > 04

=1

9.2.1 Die Berechnung der Singulirwertzerlegung

Man koénnte die Berechnung der Singularwertzerlegung direkt auf ein symme-
trisches Eigenwertproblem zuriickfithren, denn falls A = UXVT € R™", m >
n, so gilt

AAT = UsvTvytuT = Ux?UT = U diag(o?, - -, 02)UT

ren

und da AAT symmetrisch ist, ist dies eine Schurform mit spezieller Anord-
nung der Diagonalelemente. Analog gilt

ATA — VZQVT — leag(o-%’ Ce 0-2 07 e 7O)‘/YT,

) n’

Man konnte also ATA und AAT bilden und den symmetrischen QR-
Algorithmus verwenden, aber wie wir schon beim Ausgleichsproblem gesehen
haben, wiirde dieses zur Quadrierung der Konditionszahl fiihren.
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Besser ist daher der Algorithmus von Golub/Kahan, der auf dem symme-
trischen QR—Algorithmus aufbaut.

Algorithmus 32 (Householder—Bidiagonalisierung)
Input: AeR™ m>n
Output: Der obere Bidiagonalteil von A wird dem oberen Bidiago-
nalteil von B = UT AV iiberschrieben, B obere Bidiago-
nalmatrizc. U = Uy - U,_1(-Uy) und V.=Vy -V, _o sind
Produkte von Householder—Matrizen. Der wesentliche Teil
von Uj ist in A(j 4+ 1:m,j) und der wesentliche Teil von
Vi in A(j,j+ 2 :n) gespeichert.
FOR j=1:n-1
v(j:m)=HOUSE(A(j : m,j));
A(j:m,j:n) = ROWHOUSE(A(j:m,j :n),v(j:m));
AG+1im, ) = v(j +1:m);
IF 1<n—2
v(j+1:n)=HOUSE(A(j,j +1:n)7);
A(j:m,j+1:n)=COLHOUSE(A(j:m,j+1:n),v(j+1:n));
A(j,7+2:n)=v(j+2:n)T;

END
END
IF m>n
v(n:m)=HOUSE(A(n:m,n));
A(n:m,n) = ROWHOUSE(A(n : m,n),v(n:m));
A(n+1:m,n)=v(n+1:m);
END

Die Kosten betragen 4mn? —4n3/3 flops. Falls U, V' explizit benétigt werden,
erhiilt man diese mit weiteren 4m?n — 4n3/3 flops fiir U und weiteren 4n3/3
fiir V.

Die Fehleranalyse liefert, dass B = UT(A + E)V mit UTU = I, VIV =1
und ||E||r < cn?eps|| Al F.
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Das Vorgehen ist dann wie folgt:

A R R A A R
r x T 0 z  z
xﬁcaﬁxEOxmxi
r r r 0 z  x
|z x x| | 0z x x|
[z 2 0 0] [z 2 0 0] z z 0 0
0 z 0 z  z 0O z « 0
OxmxﬁOOmeOOxm
0 z x x 0 0 = =z 0 0 = x
| 0z x x| | 0 0 = x| 0 0 = =
z z 0 O z x 0 0
0z = 0 0z = O
EOOwaOOxm
0 0 0 =z 0 00 =z
0 0 0 =z 0 000

Anschliessend wendet man den symmetrischen QR—-Algorithmus implizit auf
T = BT B (tridiagonal) an, Mit

[ di fi i

gilt
i fidy
fidi &+ 7 fade
fn—ldn—l
i fn—1dn—1 drzz + f'r%—l i
Aber wir bilden das Produkt nicht, sondern arbeiten mit der Faktorisierung.

Zur Zerlegung verwendet man nun nicht Householder Spiegelungen, son-
dern Givens-Rotationen.

Bestimme ¢, s € R mit ¢ + s2 = 1, so dass

=BG
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Um die Stabilitdt der Berechnung von ¢, s zu erhéhen berechnet man nicht
¢ = £b/va?+b% s = Fa/va?® + b2, sondern erst den Quotienten ¢t = a/b
bzw. t = b/a und dann macht man eine Fallunterscheidung. Aus Stabilitéts-
griinden sollte [t| < 1 gelten.

Algorithmus 33 (Erzeugung der Givens—Parameter)
Input: a,beR.

. ., 9 2 cC —S a B *
Output: c,s € R mitc +s-1,sodass{8 c]{b}_{o}'
FUNCTION  c,s] = GIVENS(a,b)

IF b > |al
t=—a/b;
s=1/V1+12;
c=58%t;

ELSE
t=—b/a;
c=1/V1+1%
s=cxt;

END

END GIVENS

Die Kosten sind 5 flops und 1 Wurzel.

Algorithmus 34 (Vormultiplikation mit Givens—Rotation)
Input: AcK?®" c,seR,2+s2=1.
o } A

Output: A tiberschrieben mit l z .

FUNCTION A= ROWROT(A,c,s);
A=lc,—s;s,¢c] % A;
END ROWROT

Die Kosten betragen 6n flops und fiir den Fehler gilt gl(GA) = G(A + E)
mit Bl = O(eps [[All2)-
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Algorithmus 35 (Nachmultiplikation mit Givens—Rotation)
Input: AeKm™? c,s eR, 2+ 52 =1.

Output: A 1tiberschrieben mit A [ _CS i } )

FUNCTION A=COLROT(A,c,s);
A= Ax]e,s;—s,c|;
END COLROT

Die Kosten betragen 6n flops und fiir den Fehler gilt gl(AG) = (A + E)G,
mit |[Bl, = O(eps |[All).

Fiir die Iteration in der Singuldrwertzerlegung gehen wir implizit wie im
Q) R-Algorithmus vor. Wir berechnen den Eigenwert \ von

Ao+ [y dpifo-
T(n_lzn’n_lzn)_{ e d?ﬁ?ﬂﬂ

der niher an d2 + f2_, liegt. Dann berechnen wir die beiden Elemente von

di — A\
(T—)\[>€1: |: lefl :|

und eine Givensrotation G, so dass

o] =1o]

Transformiere dann

® *
* X%

BG, =

wieder auf Bidiagonalform.
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Algorithmus 36 (Golub/Kahan SWZ—-Schritt)

Input: Bidiagonalmatrizc B € R™", die keine Nullen auf Diago-
nale und Superdiagonale hat.

Output: B iiberschrieben mit der Bidiagonalmatriv B = UTBV,
wobei U und V' orthogonal und V ist im wesentlichen die
orthogonale Matrixz die man erhalten wiirde, wenn man die
symmetrische Version des QR-Algorithmus auf T = BB
anwenden wiirde.

Sei pu der Figenwert der rechten unteren 2 x 2 Matrixz von

BT B der néiher am letzten Diagonalelement von BT B ist.

y=DB(11)?—u

z=B(1,1) % B(1,2)

FOR k=1:n-1
[e,s] = GIVENS(y, z);

[ = max{1l,k — 1}
B(l:k+1,k:k+1)=COLROT(B(l : k+1,k:k+1),c,s);
y = B(k, k);
z2=DB(k+1,k);
[c,s] = GIVENS(y, z);
[ = min{k + 2,n}
B(k:k+1,k:1)= ROWROT(B(k:k+1,k:1),c,s);
IF k<n-—1
y=B(k,k+1);
z= Bk, k+2);
END
END

Die Kosten sind 30n flops und 2n Quadratwurzeln. Zusétzlich benotigt man
fiir die Akkumulation von U 6mn flops und fiir V 6n? flops
Die Fehleranalyse ist analog zur () R-Zerlegung.

Algorithmus 37 (SWZ Berechnung—Golub/Reinsch)
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Input: AeR™ m>n,e=c- eps,c klein.
Output: A diberschrieben mit UTAV = D+ E U,V orthogonal, D dia-
gnonal, ||E||2 =~ eps||A||2.

Bidiagonalisiere A mit Algorithmus 32. ¢ = 0;
WHILE qg<n
Setze A(i,i+ 1) zu Null, falls
|A(G, 0+ 1)| < e(|A®, )|+ |AG+ 1,i+1)]), i=1:n—1.
Bestimme gréfites q und kleinstes p, so dass in
By 0 0 p
B = 0 By O n—p—q
0 0 Bss qg+m—n
p n=p—q ¢
Bss diagonal ist, und By nur Nebendiagonalelemente # O hat.
IF qg<n
Setze in Boy alle A(i, i) zu Null, falls |A(i,1)| < €| Baa||.
IF Diagonalelement von By Null, so
mache Spezialschritt (unten)
END
Wende Algorithmus 36 auf By an.
END
END
Spezialschritt: Sei k der grofite Index, so dass fiir die Eintrige in B,
A(k, k) =0 ist und A(l,1) # 0,1 > k.
FOR j=k+1:n—p—q
¢, s] = GIVENS(A(j, 7), Ak, j));
A([j, k], j) = ROWROT (A([j, k], j), ¢, 8);
IF j<n—p—gq
A([j,k],7 +1) = ROWROT(A([5,k],j + 1),¢,s);
END
END
FOR j=k—1:-1:p+1
[C’ 8} = G]VENS<A(]7]>7 A(]v k)))
A, lj, K]) = COLROT(A() j, ), , )
IF j>p+1
A(] - 17 []7 k]) = COLROT(A(j - 17 [j7 k])a Cy S);
END
END
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Die Kosten sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Berechnung von | flops

P 4mn?* — 4n3/3

2V 4mn? + 8n?

U 4m?2n — 8mn?
UV 4m?2n + 8mn? + 9n?

Den Spezialschritt verdeutlichen wir an folgendem Beispiel. Zuerst schieben
wir den Eintrag (k, k + 1) nach rechts heraus

* * ko ok
® ® *
0 — 0/]0 ® | +— 0j0 O
* ® ® ® ®
* ®
Dann schieben wir den Eintrag (k — 1, k) nach oben heraus
* ok *x ®| @ ® ®|0
e ol oo
[0[0 0 |+~ [0]0 0|~ [0[0 0
® ® ® ® ® ®

Beispiel 137
1

Sei A = dann ergibt sich:

o O

O O N
S W= O
- = O O
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Iteration | O(ag) | O(ass) | O(ass)

1]10° 10° 10°

2| 10° 10° 10°

3| 10° 10° 10°

4 | 10° 107t | 1072
51 10° 1073 | 1078
6 | 10° 107t | 1077
71 10° 10-t |-

8 | 10° 1074 | -
9|10t 107" | -
10 | 1071 - -
11{107* |- -
121072 | - -

13| - - -

Man sieht hier gut die kubische Konvergenz.

9.3 Bisektionsverfahren fiir
tridiagonale Matrizen

symmetrische

Eine andere Methode zur Berechnung der Eigenwerte symmetrischer Tri-
diagonalmatrizen T' ergibt sich mit Hilfe der Bisektion. Sei 7). die fithrende

Hauptabschnittsmatrix von

Fa b -
b1 (05} bg
T = by (9.13)
o bnfl
L bnfl an i
und sei p,.(z) = det(7, — xI) fiir r = 1 : n. Dann gilt
pr(x) = (ar — 2)pr_1(z) — |br—1|2pr—2(x) (9.14)

Man kann p,(z) in O(r) flops auswerten.
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Algorithmus 38 Bisektion zur Berechnung der Eigenwerte von T.
Input: 7" wie in (9.13) symmetrisch, tridiagonal, Toleranzgrenze tol, y,z €
R, y < z, pu(y)pn(z) < 0.
Output: Eigenwert x von T.
WHILE |y — z| > tol (|y| + |z])
x = &=
2
IF p,(x)pn(y) <0,
z=ux
ELSE
y=x.
END IF
END

Die Kosten betragen O(h) flops pro Schritt und der Fehler halbiert sich pro
Schritt, d.h., wir haben lineare Konvergenz.



