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9. Ubungsblatt — Einfithrung in die Numerische Mathematik

Aufgabe 1: Newton-Cotes-Formeln (2+1+41 Punkte)
Hinweis: In Tabelle 5.1 Skript stehen in der zweiten Spalte die Werte nso; (nicht o;)!!
Dabei ist ns der Hauptnenner des i-ten Koeffizienten der Newton-Cotes-Formel n-ter Ordnung
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g = — - dt.
7 n/o gz—kj
ki

In Tabelle 5.1 erkennt man einige Eigenschaften der o; und der Newton-Cotes-Formeln, z.B.:

(a) Esgilt 0,_; =0; fa.i=0,...,n.

(b) Es gilt Zai =1.

=0

(¢) Die Newton-Cotes-Formel der Ordnung n integriert Polynome vom Grad n exakt, d.h. ohne Fehler. Man sagt,
sie hat den Genauigkeitsgrad n.

Beweise diese Aussagen fiir allgemeines n.
Aufgabe 2: Kondition der Integration (1+1+141 Punkte)

Die Berechnung des bestimmten Integrals ist eine Abbildung, die einer Funktion eine reelle Zahl zuordnet (ein sog.
Funktional). Wir betrachten sie auf der Menge Cfa, b] der stetigen Funktionen, also

b
[:Clab—R,  I(f) ::/ (@) da.

(a) Bestimme die absolute und

(b) die relative Kondition dieser Abbildung beziiglich Stérungen in f. Verwende als Norm jeweils die L!'-Norm
b
Ifh = [ 1s@lda,

(¢) In welchem Fall ist die Integration (absolut oder relativ) schlecht konditioniert?

(d) In welchen der folgenden Fiille ist das Problem also (absolut oder relativ) schlecht konditioniert und warum?

2w ™ 1 1 4
(1) / sinxdx, (i) / sinzdx, (i) / z?dx, (iv) / xdx, (v) / z3 de.
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Aufgabe 3: (24343 Punkte)
Bei den Newton-Cotes-Formeln sind die Stiitzstellen dquidistant. Gibt man diese Einschriankung auf, so kann man
hohere Genauigkeiten erreichen. Man betrachtet dazu allgemeiner Integrale der Form

b
1) = [ wl@)ds
mit einer vorgegebenen Gewichtsfunktion w > 0 auf [a, b].

(a) Zeige: Fiir beliebiges w > 0 und zu paarweise verschiedenen Stiitzstellen x;, € [a,b],i =0, ...,n gibt es genau
eine Integrationsformel

i=0

die fiir alle f € II,, exakt ist, fur die also I(f) = I,,(f) gilt. Wie sehen die A, aus?
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(b) Zeige: Die Tschebyscheff-Polynome T}, (vgl. 6. Ubungsblatt) sind orthogonal beziiglich des Skalarproduktes

1

(f,9)w = /_lw(:v)f(x)g(x) dr  mit w(z):= ﬁ,
d.h. es gilt
0, j#k
(TjaTk)w = ga ]:]{3750
m, j=k=0.

AuBlerdem gilt (Tg41,p), =0 fa. p € Ti.

(¢) Seia=—-1,b=1 und w wie in (b). Die z;,,7 = 0,...,n, seien die Nullstellen des (n + 1)-ten Tschebyscheff-
POIynOHlS Tn+1 S H7z+1-
Zeige: Dann ist die Integrationsformel (1) exakt fiir alle f € Ila, 11, d.h. es gilt I(f) = I,(f).

Hinweis: Benutze die Aussage: Zu jedem f € II,, 4 existieren ¢,r € II,, mit f = ¢T3, 41 + 7.
Programmieraufgabe: (3+4+3+42 Punkte)

(a) Schreibe eine Funktion, die eine gegebene Funktion mit der summierten Trapezregel auf einem dquidistanten
Gitter integriert. Eingabeparameter sollen sein: Funktion, Intervallgrenzen, Schrittweite bzw. Anzahl der
Teilintervalle.

(b) Benutze diese Funktion und MATLAB’s eingebaute Integrations- (oder Quadratur-) Routinen, um folgende
Integrale zu berechnen:

w/2
(7) / costdt,
0

1 —
2 n
(i4) / ——dt fiir n =10 und n = 100,
1 4-n 4 12

1
(i) / cos(teit) dt.
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Hinweis: In MATLAB findet man mit dem Befehl lookfor Stichwort Informationen zu dem angegebenen
Stichwort, also z.B. zu integration!

(¢) Plotte die Funktionen (ii) und (iii) und begriinde die Resultate aus (b).

(d) Vergleiche bei (i) und (ii) mit dem exakten Ergebnis. Wieviele Schritte braucht die Trapezregel fiir eine
verniinftige Approximation?
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