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AUFGABE 1.

Sei G = (V, E) ein Graph und E die komplementére Eckenmenge. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussa-
gen dquivalent sind.

(1) G istein Baum.
(2) Zwischen je zwei Knoten in G gibt es genau einen Weg.

(3) Wenn man eine beliebige Kante e € E aus G entfernt, wird der Graph unzusammenhéngend.
(4) Hinzufiigen einer beliebigen Kante e € E zu G erzeugt genau einen Kreis.

AUFGABE 2.

Man beweise oder widerlege, dass man ein Stiick Faden (beliebiger Lénge) so auf folgende Zeichnung
des Graphen G legen kann, dass der Faden jede Kante genau einmal schneidet und keinen Knoten beriihrt.

AV

Wie konnte man ggf. den Graphen &ndern, damit das funktioniert?

AUFGABE 3.

Sei G = (V, E) ein Graph mit n := |V| Knoten. Mit E bezeichnen wir die Kanten des komplementiren
Graphen G, also E := () \ E.
(1) Existiert in G immer ein Eulerkreis oder -weg?

(2) Gibtes Kantenmengen F c E und F c E, so dass G := (V, (E \ F) U F) einen Eulerkreis oder -weg
besitzt?

(3) Wieviele Kanten miissen F und/ oder F mindestens enthalten, damit G := (V, (E\ F) U F) einen
Eulerkreis oder -weg besitzt?



AUFGABE 4.

In einem Graphen G = (V, E) definiert man den Abstand dist(u, v) zweier Knoten u,v € V als die Lange
eines kirzesten Weges zwischen u und v (dabei muss der Weg nicht eindeutig sein). Falls es keinen solchen
Weg gibt, setzt man dist(u, v) = oo.

Dabei erweitert man Ordnung und Operationen sinnvoll auf die Menge N U {oo}, d.h. man setzt n < oo fiir
allene N undn+ co = oo fiiralle n € N U {oo}.

(1) Zeigen Sie, dass die Entfernung eine Metrik auf dem Graphen G definiert; d.h. fiir beliebige Knoten

u,v,w eV gilt:
@ dist(u,v) > 0 und dist(u,v)=0 & u=v (Positive Definitheit)
2 dist(u, v) = dist(v, u) (Symmetrie)
3 dist(u,v) < dist(u, w) + dist(w, v) (Dreiecksungleichung)

(2) Fur einen zusammenhdngenden Graphen G definieren wir

1) die Exzentrizitat eines Knotens v durch ex(v) := max{dist(u,v) |u eV}
(1) den Radius von G durch rad(G) := min{ex(v) |[ve V}
(2) den Durchmesser von G durch diam(G) := max{ex(v) |[ve V}

Geben Sie jeweils einen zusammenhéngenden Graphen mit mindestens 5 Knoten an, fiir den gilt:
(@) rad(G) = diam(G)
(b) 2 rad(G) = diam(G).

(3) Zeigen Sie, dass die Beispiele in b) Extrembeispiele sind, also dass fiir jeden zusammenhéangenden
Graphen G gilt:

rad(G) < diam(G) < 2 rad(G).

(4) Geben Sie alle zusammenhéngenden Graphen an, fiir die diam(G) = 1 gilt.



