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Einführung in die Numerische Mathematik
6. Übung

Aufgabe 1: Zu der äquidistanten Knotenverteilung

x−3 < x−2 < x−1 < x0 . . . < xn < xn+1 < xn+2 < xn+3

mit h := x1 − x0 definiere für i ∈ {−1, . . . , n + 1}

Bi(x) :=



(x − xi−2)
3 für x ∈ [xi−2, xi−1]

h3 + 3h2(x − xi−1) + 3h(x − xi−1)
2 − 3(x − xi−1)

3 für x ∈ [xi−1, xi]

h3 + 3h2(xi+1 − x) + 3h(xi+1 − x)2 − 3(xi+1 − x)3 für x ∈ [xi, xi+1]

(xi+2 − x)3 für x ∈ [xi+1, xi+2]

0 sonst.

a) Zeige, dass auf [x0, xn] die Funktionen Bi(x), i ∈ {−1, . . . , n + 1}

kubische Spline-Funktionen bzgl. der Knotenverteilung x0 < x1 . . . < xn

sind, und bestimme

B
(j)
i (xk) für i ∈ {−1, . . . , n + 1}, k ∈ {i − 2, . . . , i + 2}, j ∈ {0, 1, 2}.

b) Zeige, dass es genau eine Funktion s ∈ span{B−1, . . . , Bn+1} gibt, so

dass s für vorgegebene Werte f0, . . . , fn, f
′
0, f

′
n den Interpolationsbegin-

gungen s(xi) = fi für i ∈ {0, . . . , n}, und s′(xo) = f ′
0, s

′(xn) = f ′
n genügt.

Hinweis: Stelle ein Gleichungssystem für die Koeffizienten ci in s(x) =



∑n+1
i=−1 ciBi(x) auf. Zeige, dass die Matrix nach geeigneter Transformati-

on mit einer Diagonalmatrix diagonal dominant wird.

(8 Punkte)

Aufgabe 2P: Interpoliere mit natürlicher kubischer Splineinterpolation die Funktion

f(x) = 1
1+25x2 an den Stützstellen aus Aufgabe 3, Übung 4 und vergleiche

an den dort gegebenen Werten yi mit den Ergebnissen für die Polyno-

minterpolation.

Aufgabe 3: Eine andere Art, den kubischen Interpolationsspline s(x) zu berechnen,

beruht auf der Verwendung der Werte σi = s′′(xi), i = 0, . . . , n. Dazu

zeige:

– a) Ist pν = s|Iν = aν(x− xν−1)
3 + bν(x− xν−1)

2 + cν(x− xν−1) + dν

so ist

aν =
1

6hν

(σν − σν−1), bν =
1

2
σν−1,

cν =
1

hν

(fν − fν−1) −
1

6
hν(σν + 2σν−1), dν = fν−1.

– b) Stelle aus den Gleichungen p′ν(xν) = p′ν+1(xν) ν = 1, . . . , n − 1

und σ0 = σn = 0 ein lineares Gleichungssystem für σ1, . . . , σn−1 auf.

– c) Zeige, dass dieses LGS symmetrisch und diagonal dominant ist.

– d) Für den Fall, daß anstelle von σ0 = σn = 0 die Ableitungen

s′(x0) = γ0, s′(xn) = γ1 vorgegeben sind, stelle ein analoges Glei-

chungssystem für σ0, . . . , σn auf.

(8 Punkte)


