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10. Übung zur Analysis III

1. Präsentationsaufgabe

(a) Sei U ⊂ Rn offen, f : U → Rn stetig differenzierbar und N ⊂ U eine Nullmenge.
Zeige: f(N) ist eine Nullmenge.

(b) Sei f : U → R2 mit U ⊂ R2 eine lineare Abbildung. Bestimme µ2(f(U)) wenn
der Rang der darstellenden Matrix Mf bezüglich der kanonischen Basis gleich
1 ist und zeige: Ist Rang Mf=2 und U keine Nullmenge, dann ist µ2(f(U)) > 0.

( 4 Punkte)

2. Sei C die Cantor-Menge und g : [0, 1] → R, definiert durch:

x 7→

0 x ∈ C

x2 x ∈ [0, 1]\C
(1)

Zeige, dass f fast überall stetig auf [0, 1] ist.

( 5 Punkte)

3. Sei φ : [0,∞[→ R eine Funktion mit der Eigenschaft

∀x, y ∈ [0,∞[ φ(x + y) = φ(x) + φ(y)

Zeige:

(a) φ(0) = 0.

(b) ∀n ∈ N ∀x ∈ [0,∞[ φ(nx) = nφ(x)

(c) Wenn φ in 0 stetig ist, dann ist sie auf [0,∞[ stetig.

( 5 Punkte)

4. (Raumfüllende Kurve. I.J. Schönberg ,1938)

Sei f ∈ C(R) eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:



(a)

t 7→

0 t ∈ [0, 1
3
]

1 t ∈ [2
3
, 1],

(2)

(b) f(t) ∈ [0, 1]

(c) f(t + 2) = f(t).

Sei α(t) = (x(t), y(t)) mit

x(t) =
∞∑

n=1

2−nf(32n−1t), y(t) =
∞∑

n=1

2−nf(32nt).

Man kann zeigen:

(a) α(t) ist stetig.

(b) α([0, 1]) = [0, 1]× [0, 1]

(c) α(t) bildet die Cantor-Menge auf [0, 1]× [0, 1].

Tip: Die Elementen (x0, y0) ∈ [0, 1]× [0, 1] sind der Form

x0 =
∞∑

n=1

2−na2n−1, y0 =
∞∑

n=1

2−na2n, ai ∈ {0, 1}.

Für t0 =
∑∞

n=1 3−i−1(2ai) zeige man, dass f(3kt0) = ak und damit x(t0) = x0, y(t0) =
y0.

( 6 Punkte)


