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5. Ubung zur Analysis III

1. Présentationsaufgabe
Seien x € R? mit x = (a;71,a272) a5, 7; € R, 1 <i<2und ® : R xR? - R
die bilinieare Abbildung, die durch das kanonische Skalarprodukt definiert wird.
Dariiber hinaus sei ®(x,x) formal als f(z1,75) : U — R betrachtet mit U € R?
offen und f(z1,z2) € C*(R?). Die Abbildung

Af :=div grad f
heisst Laplace-Operator A.

(a) Bestimme a; € R, 1<1i<2sodass Af =0 gilt.
Eine Funktion mit dieser Eigenschaft heisst harmonisch. Die Gleichung Af = 0
heisst Potentialgleichung.

(b) Sei U € R? offen und f(z,y) := —% + 2zy + % € C*(R?). Zeige, dass f
harmonisch ist.

(c) Sei U € R? offen und v : U — R? ein zweimal stetig differenzierbares Vektor-
feld. Es lasst sich zeigen, dass

div rotv =0
gilt.
(5 Punkte)
2. Seien B = {by, by, b3} die kanonische Basis des R und u, v € R? Zeige:

(a) [|lu x v|| = ||ul]|||v]||sina|, wobei o der Winkel zwischen u und v ist.
(b) [lux V|| =vV<uu><v,v>—<uv>2

(¢) by x b; =0

(d) bi xbj = —(b; xb;) i7#j

(5 Punkte)

3. Es seien ¢ € R*?, k € R" und w := ¢||k|| sowie f : R — R f € C*(R) eine
beliebige Funktion. Man zeige:

F:R"xR—R, (x,1) — f(< k,x > —wt)



besitzt die Eigenschaft
_1o°F
2 ot
A ist der Laplace-Operator AF := div grad F'. Diese Gleichung stellt eine Schwin-
gungsgleichung dar.
(5 Punkte)
4. Es seien F = (32?2 — 6yz, 2y + 3wz, 1 —4xyz?), «ft) = (t,t*,¢3) und P, = (0,0,0),
P, =(1,1,1). Bestimme die Werte a,b € (—2,2) von ¢, damit man

/aF-dx:/abF(a(t))-a’(t)dt

das Kurvenintegral von F iiber a« von P, nach P, berechnen kann. Andert sich etwas wenn
das Kurvenintegral von F iiber a« von P, nach P; berechnet wird?

(4 Punkte)



