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6. Ubung zur Analysis III

1. Prasentationsaufgabe

(a) Sei B C R" eine beliebige offene Menge, die sternformig beziiglich xy € B ist.
Zeige: B ist zusammenhéngend.

(b) Seien B C R™ eine beliebige offene Menge, die sternférmig beziiglich xy € B ist
und f : B — R" eine stetige Abbildung. Ist f(B) C R" sternformig beziiglich

f(x0)?
(¢) Man zeige: Sei K C R", K # () eine beliebige konvexe Menge. Dann ist K
sternférmig.
(5 Punkte)
2. Sei BC R" und K :={K C R": K konvex A B C K}. Zeige:
(a) Sei D :={Ngcx K}. Dann ist D konvex.
(b) VK C K K ist konvex
(5 Punkte)
3. Sei G C R" Gebiet, F = (F,...,F,) : G — R" mit F € C'(G), F Vektorfeld auf
G. Es gilt:
Ist G sternférmig und 65 = ax] fiir alle 1 < 7,7 < n, so existiert eine Potential-

funktion f: G — R mit v f = F auf G (In der Vorlesung bewiesen).
Zeige: Aus der Existenz einer Potentialfunktion f folgt nicht die Sternférmigkeit
von G

(4 Punkte)

4. (a) Sei f : [a,b] — R eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion mit f(z) >0
fir alle « € [a,b]. Zeigen Sie: Durch das Kurvenintegral

/ —ydzx

wird der Flacheninhalt des Bereichs B berechnet, der vom Graphen von f, der
x—Achse und den Geraden x = a und = = b berandet wird.



(b) Zeigen Sie, dass fiir jeden geschlossenen Integrationsweg o gilt:

/—yda::/xdy

und folgern Sie daraus, dass der Fldcheninhalt F'(B) von B in a) dargestellt
wird durch

1
F(B) = §/Qxdy—ydx.

(¢) Unter Verwendung der Formel aus Teil b) fiir einen beliebigen von einem Inte-
grationsweg a berandeten Bereich B C R?, der jeweils zur Linken von « liegt,
beweise man die Leibnizsche Sektorformel

1 o2

F(B> - 5 é1

r*(¢)ds,

wenn 0B in der Form B(¢) := r(¢)(cos¢,sin@), ¢ < ¢ < ¢y parametrisiert werden
kann. Berechnen Sie damit den Flicheninhalt F'(B) des Bereichs B C R?, der von der
Kardioide berandet wird, gegeben durchb «(t) := F(5(t)) mit

F(z,y) = (2* —y?,22y), B(t) = (1+cost,sint), 0<t<2m.

(6 Punkte)



