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9. Übung zur Analysis III

1. Präsentationsaufgabe

Sei f : [a, b]× [c, d] → R eine stetige Funktion und sei

∫ b

a

∫ d

c
f(x)dx

auf [a, b]× [c, d] definiert. Zeige:
Zu jedem ε > 0 existiert eine Treppenfunktion T1 ≤ f mit∫ b

a

∫ d

c
f(x)dx−

∫ b

a

∫ d

c
T1 < ε,

sowie eine Treppenfunktion T2 ≥ f mit∫ b

a

∫ d

c
T2 −

∫ b

a

∫ d

c
f(x)dx < ε.

( 5 Punkte)

2. Sei Ω 6= ∅ eine Menge, E ein beliebiges System von Teilmengen von Ω und A(E)
die kleinste σ-Algebra, die E enthält. A(E) werde als die von E erzeugte σ-Algebra
bezeichnet. Analog sei D(E) , das von E erzeugte Dynkin-System. Zeige:

∀ E ⊂ P(Ω ) (A,B ∈ E ⇒ A ∩ B ∈ E ) ⇒ (A(E) = D(E) ).

( 5 Punkte)

3. Sei f : [−2, 2]× [−2, 2] → R, (t, y) 7→ ye−t2 .

(a) Zeige, dass f messbar ist.

(b) Erstelle eine graphische Darstellung der von z = f(t, y) definierten Fläche.

(c) Gib eine Abschätzung für das Lebesgue-Maß der Menge V ⊂ R3 definiert als
der Raum, der durch die t−y-Ebene und die von z = f(t, y) definierten Fläche
begrenzt wird.

Tip: Verwende Treppenfunktionen.



( 5 Punkte)

4. SeiM eine σ-Algebra in X und Y sei ein topologischer Raum. f sei eine Abbildung.

Zeige: Ist E die Gesamtheit aller Mengen E ⊂ Y mit f−1(E) ⊂ M, so ist E eine
σ-Algebra in Y .

( 4 Punkte)


