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Ubung zur Analysis III

Eine nicht messbare Menge

Definition Die Summe mod 1 ist die binédre Operation

+:[0,1[x[0,1[— [0, 1],

(1) (z,y) — {

In der Ubung wurde gezeigt:
Lemma Sei E C [0, 1] eine messbare Menge. Dann gilt: Fiir alle y € [0, 1] ist die Menge
E 4 y messbar und u(E + y) = p(E).

Dann kann man eine nicht-messbare Menge definieren. Mit diesem Zweck, wird die fol-
gende Aquivalenzrelation definiert:

e VgeQ r~ySsST—y=q.
o Vr e R\Q r—y=r =xAY.
Der Auswahlaxiom kann angewandt werden: Es existiert eine Menge P , die genau ein

Element aus jeder Aquivalenzklasse enthielt. Sei (¢)ien, ¢o = 0, ¢; € Q, eine Folge, die
alle rationale Zahlen aus [0, 1] enthilt. Es wird die Menge P, = P + ¢; definiert. Dann ist



Py = P. Es gilt:

rePNP,=x=p +q=p;+q. pi,p; €P

Da p; —p; = q; — ¢; € Q, gilt p; ~ p; und damit 7 = j weil P nur ein Element aus jeder
Aquivalenzklasse enthélt. Es gilt ebenso: Falls i # j, dann ist P, N P; = (. Damit ist die
Folge (P;);en eine paarweise disjunkte Folge von Mengen.

Jeder reelle Zahl r € [0, 1] ist eine Aquivalenzklasse zugeordnet und damit dquivalent zu
einem Element aus P. Falls sich » um ¢; von einem Element aus P unterscheidet, dann
ist 7 € P,. Damit erhalten wir: |J P; = [0, 1[. Ist P messbar, dann ist P; messbar, da jede
P; eine Translation mod 1 von P ist. Das Mafl von P und P; sind in diesem Fall gleich.
In diesem gilt aber

p([0,1]) = Z w(P) = Z 1u(P)

und in diesem Fall ist > .° pu(P) = 0 oder .2, p(P) = oo in Abhéngigkeit davon, ob
w(P) = 0 oder pu(P) > 0. Dies ist nicht moglich da p([0,1[) = 1. Dann kann P nicht
messbar sein.

Da nur die Translationsinvarianz und die Additivitdt des Lebesgue-Masses verwendet wur-
den, wurde bewiesen:

Satz Sei m ein additives, translationsinvariantes Maf} auf einer o-Algebra A mit P C A.
Dann gilt:

m([0,1]) = 0 oder m(]0, 1])
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