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Übung zur Analysis III

Lebesguesches Integrierbarkeitskriterium Sei Q ⊂ Rn ein kompakter Quader und
f : Q → R beschränkt. Es gilt;

f ist Riemann-integrierbar ⇔ f f.u. stetig

Beweis.

⇒ Wurde in der Übung gezeigt.

⇐ Wir verwenden die im ersten Beweisteil definierte Funktionen und Notation. Insbeson-
dere uk(x)

Sei N1 ⊂ Q eine Nullmenge und f f.u. stetig auf Q, d.h. f auf Q\N1 stetig und (Zk)
Zerlegungen mit µj(H) → 0, wobei H die Hyperfächen sind, die Seiten der Teilquader
sind und es gelte:

lim
k→∞

U(f, (Zk)) = I∗(f)

und
lim
k→∞

O(f, (Zk)) = I∗(f)

Es sei N2 die Vereinigung der Seitenwände aller Teilquader aller Zerlegungen (Zk) und



N := N1 ∪N2. Es gelte:

∀x0 ∈ Q\N ∀ε > 0 ∃δ > 0 (|f(x− f(x0)| <
ε

2
x ∈ Bδ(x0) ∩Q)

Sei k0 geignet, d.h. (Zk0) geignet, so dass für alle k ≥ k0 Bδ(x0) einen Teilquader Qj

der Zerlegung Zk enthält, mit x0 ∈ Qj.
Wir erhalten:

hk(x0) = vk(x0)− uk(x0) = Mj −mj ≤ |Mj − f(x0)|+ |mj − f(x0)| < ε.

und
k →∞⇒ (hk)→f.u.0 bzw. lim

k→∞
(hk) = 0 auf Q\N
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