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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Gegeben sei ein Graph mit Kantengewichten, die auch negativ sein diirfen.

Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden drei Aussagen:

(i) Der Graph enthélt einen negativen Zykel.

(ii) Der Graph enthélt einen elementaren negativen Zykel.

(ifi) Es gibt einen Knoten i mit u{!) < 0, wobei U™ die Matrix ist, die der Bellman-
Ford-Algorithmus berechnet.

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Wir betrachten das folgende Rucksackproblem:

Gegeben sind Objekte {1,2,...,n} mit Gewichten wi,ws, ..., w,. AuBerdem
hat jedes Objekt einen Wert ¢y, co, ..., ¢,. Wir haben einen Rucksack, den wir
maximal mit einem Gewicht W beladen kénnen.

Welche Objekte miissen wir auswéhlen, um den Wert zu maximieren?

a) Zeigen Sie, dass das Problem die Eigenschaft der optimalen Substruktur hat, also
dass folgendes gilt:

Ist eine Auswahl {iy,i2...,94_1, i¢} optimal fiir das gegebene Problem, so ist die Aus-
wahl {i1,2...,7p_1} optimal fiir das Problem auf {1,2,...,n} \ {i/} mit maximalem
Gewicht W — w,.

Wir wollen nun aus dem Problem einen Graphen basteln. Dazu definieren wir uns Knoten
(4,k) mit j =0,1,...,nund k =0,1,...C (C = >_7"_| ¢;), die spéter zu einer Teilmenge der
Objekte {1,...,7}mit dem Wert k gehoren sollen. Dabei steht j = 0 fiir die leere Menge,
also einen leeren Rucksack.

AuBerdem fiigen wir von jedem Knoten (5 — 1, k), bei dem das méglich ist, folgende zwei
Kanten ein:



(j — 1,k) — (j, k) Eine solche Kante bekommt das Gewicht 0. Sie bedeutet, dass
Objekt j nicht in den Rucksack kommt und somit der Wert des Rucksacks gleich
bleibt.

(j — 1,k) — (4,k + ¢;j) Eine solche Kante bekommt das Gewicht w;. Sie bedeutet,
dass Objekt 7 in den Rucksack kommt und sich somit der Wert erhoht.

b) Konstruieren Sie den Graphen fiir folgende Instanz des Rucksackproblems.
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Knoten, die von (0,0) aus nicht erreichbar sind, sollen Sie dabei weglassen!

¢) Bestimmen Sie in dem Graphen einen Kiirzesten-Wege-Baum mit Startknoten (0, 0)
und interpretieren Sie das Ergebnis fiir das Rucksackproblem.

d) Welcher Wert passt in einen Rucksack mit maximalem Gewicht von 57
Welche Gewichtskapazitdt muss ein Rucksack haben, wenn mit ihm ein Wert von
mindestens 4 transportiert werden soll?
Welche Gewichtskapazitdt muss ein Rucksack haben, wenn mit ihm ein Wert von
genau 4 transportiert werden soll?

Geben Sie jeweils als Begriindung einen passenden Knoten im Graphen und eine
entsprechende Auswahl von Objekten an.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Wir betrachten das folgende Subset-Sum-Problem:

Gegeben sind natiirliche Zahlen M = {ay, a9, ...,a,} und K € N.
Gibt es eine Teilmenge N von M mit ) .y a= K?

a) Zeigen Sie, dass Subset-Sum in NP liegt, in dem Sie ein Zertifikat angeben, mit
dem sich eine Ja-Instanz in polynomieller Zeit verifizieren 148t.
b) Wie kann man Subset-Sum auf ein Rucksackproblem zuriickfithren und mit dem

Verfahren aus Aufgabe 2 16sen?

Abgabetermin: Am Donnerstag, den 28. Juni vor Beginn der Vorlesung.



