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A. AUFBAU DER ZAHLENSYSTEME
Al. Einleitung

Wir alle kennen die iiblichen Zahlensysteme,

e die natiirlichen Zahlen N 3 17,23,.. .,

e die ganzen Zahlen Z > —3, -8, .. .,

e die rationalen Zahlen Q > 1/5, =17/53, ..

e die reellen Zahlen R > v/3,e,, ...,

e die komplexen Zahlen C 3 /=1, ~1/y 4+ ©V3/y, .. ..
Kann jemand aber erkldren, was genau eine reelle Zahl
sein sollte? Die reellen Zahlen sind ein Hauptthema die-
ses ersten Semesters; wir wollen damit anfangen, die ge-
nau zu untersuchen. Man kann die Eigenschaften der re-
ellen Zahlen (dass sie einen vollsténdigen angeordneten
Korper bilden—Definitionen spiéter) als Axiome anneh-
men. Dann ist es aber nicht unbedingt intuitiv klar, ob
es so einen Korper R gibt.

Stattdessen fangen wir hier mit den Peano’schen Axio-
men fiir die natiirlichen Zahlen an, wo es intuitiv klar sein
sollte, dass die natiirlichen Zahlen N, die wir schon “ken-
nen”, genau diese Axiome erfiillen. Aus N konstruieren
wir zunéchst Z, dann @Q, und schliellich R. Wir kénnen
dabei zeigen, dass diese die jeweilig erwarteten Eigen-
schaften haben.

Wir setzen die folgenden Vorkenntnisse voraus: logi-
sche Grundbegriffen, Mengen, Abbildungen, Relationen,
Aquivalenzklassen.

Ausser der Zahlensysteme selbst, betrachten wir in die-
sem Semester:

e Folgen und Reihen

— Konvergenz, Haufungspunkte,
— Cauchyfolgen, Vollstéandigkeit
— absolute Konvergenz, Umordnungen

— Dezimaldarstellung
e Funktionen und Stetigkeit
— Grenzwerte, Monotonie, Zwischenwertsatz
— Kompaktheit, gleichméflige Stetigkeit
e Differentiation
— Ableitungen, Differenzierbarkeit
— Mittelwertsatz, Regel von "'Hopital

— monotone und konvexe Funktionen

— Potenzreihen, elementare Funktionen
(exp, log, sin, usw.)

— Taylorapproximation, Taylorreihen

A2. Die natiirlichen Zahlen

Man kann die natiirlichen Zahlen aus reinen Mengen
konstruieren, in dem man z.B. 0 := (), 1 := {0} = {0},

2 := {0,{0}} = {0,1}, usw. setzt. Man braucht dazu
aber Axiome fiir Mengentheorie, die eher uniibersichtlich
sind. Wir fangen lieber an mit der Annahme, dass es eine
Menge N gibt, die den folgenden (intuitiven) Peano’schen
Axiomen geniigt. Diese Axiome sind eine Formalisierung
der Idee des Zahlens: man fangt mit 0 an; es kommt im-
mer eine “néchste” Zahl; wir sehen eine Zahl nie wieder;
wir erreichen alle natiirliche Zahlen durch solches Zéhlen.

Der berithmte Mathematiker Leopold Kronecker sagte
mal (in einem Vortrag bei der Berliner Naturforscherver-
sammlung 1886) “Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott
gemacht, alles andere ist Menschenwerk.”

a. Die Peano’schen Axiome

Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge N mit einem
ausgezeichneten Element 0 € N (“Null”) und eine Ab-
bildung s : N — N (die “Nachfolgerfunktion”) mit den
folgenden Eigenschaften:

1. 0 ¢ s(N)
2. s ist injektiv

3. Sei A C N eine Teilmenge mit 0 € A und s(A) C A,
dann gilt A =N.

Bemerkung A2.1. Eine Menge X, die eine injektive aber
nicht surjektive Abbildung X — X erlaubt, ist notwendi-
gerweise unendlich grof. (Spiter erkliren wir, was genau
das heifit.)

Bemerkung A2.2. s(0) nennen wir 1, s(1) nennen wir 2,
usw. Sobald wir Addition definieren, sehen wir, s(n) =
n+ 1. Danach benutzen wir nie wieder die Notation s(n).

Bemerkung A2.3. Wir definieren NT := N\ {0} =
{1,2,...}, die positiven natiirlichen Zahlen. (Manche Au-
toren nennen nur diese letzten die natiirlichen Zahlen.
Obwohl historisch Menschen erst spit 0 “entdeckten”,
natiirlich ist “keine” eine gut mogliche Antwort zur Fra-
ge “Wie viele Apfel hast du?”)

b. Verkniipfungen

Eine Verkniipfung ® auf einer Menge X ist eine Abbil-
dung ®: X x X — X. (Wir schreiben z ® y fiir ®(z,y).)
Die Verkniipfung heifit kommutativ, falls t @y =y Q@ =
fir alle z,y € X. Sie heifit assoziativ, falls

TR ((Y®z)=(TQY)®=

fir alle x,y,2z € X. Ein Element e € X mit e ® x =
x =z ® e fiir alle x € X heifit Identitit (oder neutrales
Element) fiir ®.

Bemerkung A2.4. Es gibt hochstens eine Identitét. (Falls
e und €’ Indentitéten sind, folgt e =e® e’ =¢'.)

Beispiel A2.5. Addition und Multiplikation (auf N, Z, Q
oder R!) sind beide kommutativ und assoziativ. Subtrak-
tion ist weder kommutativ (2—1 # 1—2) noch assoziativ
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3-(2-1)=2#0=(3-2)—1). Fiir Addition ist 0
die Identitat; fiir Multiplikation ist 1 die Identitét.

c. Induktionsbeweise

Theorem A2.6. Sei E(n) eine Aussage fiirn € N. Falls

e F(0) richtig ist (Induktionsbeginn), und
e E(n) = E(s(n)) fir alle n € N (Induktions-
schritt),

dann gilt E(n) fir alle n € N.

Beweis. Setzen wir A := {n € N : E(n) ist richtig}. Der
Induktionsbeginn sagt, 0 € A; der Induktionsschritt sagt,
n €A = s(n) € A. Vom letzten Peanoaxiom folgt
dann A = N. O

Als Beispiel kénnen wir beweisen, dass

- _(n+1)n
S b,
k=1

(Wir definieren Addition usw. erst spéter, wollen aber
hier schon ein Beispiel zeigen.) Fiir n = 0 laute die Aus-
sage 0 = 0, was richtig ist. Fiir den Induktionsschritt
nehmen wir an, dass

1

und wollen beweisen, dass

1+2+--~+(n+1)=—(n+2)2(n+1)~

Wir haben

142+ ---+(n+1)=0+2+---+n)+(n+1)

1 2 1
e 2 ))
2 2

Eine rekursive Definition von f,, ist folgendes: man de-
finiert zunéichst fo und danach f,(,) mittels f,,. Dadurch
ist f,, wohldefiniert fiir alle n € N.

Ende der Vorlesung 2008 Apr 14

A3. Strukturen auf den natiirlichen Zahlen
a. Arithmetik

Wir wollen jetzt die Verkniipfungen + und - auf N
definieren.

Fiir + definieren wir zunéchst fiir jede n € N eine
Abbildung ¢, : N — N (die wir als m +— m + n verstehen
wollen). Die rekursive Definition von ¢, lautet: @g := id,
wihrend @) = s 0 ¢, (dh., @sp)(m) = s(pn(m))).
Wir haben ¢; = s, 2 = s 0 s, usw.

Lemma A3.1. Fir alle n € N gilt ¢,(0) = n.

Beweis. Wir benutzen Induktion. Fiir n = 0 gilt ¢ (0) =
0, weil g = id. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir
an, ©,(0) = n. Dann gilt ©,;,)(0) = s(pn(0)) = s(n),

genau was wir zeigen mussten. O

Lemma A3.2. Fir alle myn € N gilt p,(s(m)) =

s(pn(m)).

Beweis. Sei m € N beliebig; wir benutzen Induktion
iiber n. Fiir n = 0 gilt po(s(m)) = s(m) = s(pe(m)),
weil @9 = id. Fiir den Induktionsschritt haben wir,
Gn(5(m)) = 5(pn (1)) und miissen zeigen, () (s(m)) =
5(¢s(ny(m)). Von der Definition haben wir aber

Ps(n)(s(m)) = s(pn(s(m)))
= 8(s(pn(m))) = s(psmy(m)). O

Korollar A3.3. Fir alle m,n € N gilt o,(m) = pm(n).

Beweis. Sei m € N beliebig; wir benutzen Indukti-
on iiber n. Fiirs Induktionsbeginn (n = 0) haben wir
wo(m) = m, weil g = id, und ¢,,,(0) = m vom ersten
Lemma.

Fiir den Induktionsschritt diirfen wir annehmen, dass
on(m) = nn). Wie ist es fiir s(n)? Wir haben
Gatmy (M) = 5(pu(m) = s(m(n)) = P(s(n)), wo wir
am Ende das zweite Lemma brauchen. O

Jetzt definieren wir m + n := ¢,(m). Das Vorange-
hende zeigt, diese ist eine kommutative Verkniipfung mit
Identitét 0. Wir haben s(m) +n = s(m +n) = m + s(n)
vom zweiten Lemma. (Weil s(n) = n + 1 ist das der
Spezialfall k£ = 1 von Assoziativitét.) Addition ist auch
assoziativ:

Lemma A3.4. Fir alle i,j,k € N gilt (i +j) + k =
i+ (j+k).

Beweis. Seien i,j € N beliebig; wir benutzen Induktion
dber k. Fir k=0gilt (i +j)+0=i+j =1+ (j +0),
weil 0 die Identitét ist. Falls (i +j) +k =i+ (j + k)
(Induktionsvoraussetzung) dann gilt

(i+7)+sk)=s((i+j)+k)=s(i+(+k))
=i+s(j+k)=i+(G+sk). O
Wir definieren rekursiv auch die Multiplikation: m -
n = Pn(m), wobei Yo(m) := 0 und ey (m) = m +
Pn(m). In dhnlicher Weise zeigt man, dass diese auch

eine kommutative und assoziative Verkniipfung ist, mit
1 als Identitét. Es gilt auch das Distributivgesetz:

(i+j)-k=i-k+j-k.
Und wir haben

m-n=0 <= m=0oder n=0.
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b.  Ordnung

Wichtig ist auch die Relation < auf N, definiert durch:
m<n < ddeNsd. m+d=n.

Wenn m < n, schreiben wir n — m := d. Diese Relation
ist refleziv (m < m mit d = 0) und transitiv (i < j <
k= i<kmitk—i=(k—j)+ (j—1)). Weil wir auch

m<nundn<m — m=n
haben, ist sie eine partielle Ordnung. Weil zusétzlich
m<mnodern<m

fiir alle m,n € N, ist sie sogar eine totale Ordnung.

Wir schreiben auch n > m fiir m < n und schreiben
m < n falls m < n und m # n. Wir haben 0 < n fiir alle
n € N. Fiiri,j € N, k € Nt gilt

ik<j k< i<j) = i+tk<j+k

Zum Schluss bemerken wir, dass es keine m,n € N mit
m <n<m-+1 gibt.

c.  Wohlordnung

Eine Teilmenge A C N hat ein Minimum ag, falls ag €
A und ag¢ < a fiir alle a € A.

Satz A3.5. Die natiirlichen Zahlen N sind wohlgeord-
net, d.h., jede nichtleere Teilmenge besitzt ein Minimum.

Beweis. Sei A C N eine Teilmenge ohne ein Minimum;
wir zeigen A = (). Wir setzen

B:={neN:n <afir alle a € A}.

Offensichtlich gilt 0 € B. Wir haben auch ANB = (), weil
n € AN B ein Minimum fiir A wire. Es sei nun n € B.
Wir haben a > n fiir alle a € A; weil n ¢ A gilt in der
Tat @ > n und deshalb @ > n+1. D.h.,, n+1 = s(n) € B.
Vom Peano’schen Axiom folgt B = N und deshalb A C
N~ B=10. O

Dieser Satz ist dquivalent zum 3. Axiom.

Ende der Vorlesung 2008 Apr 15

A4. Die ganzen Zahlen

Aus den natiirlichen Zahlen konstruieren wir die gan-
zen und die rationalen Zahlen, um Subtraktion bzw. Di-
vision durchfithren zu kénnen. Das heifit, wir wollen in-
verse Elemente (beziiglich Addition bzw. Multiplikation)
finden.

a. Gruppen

Definition A4.1. Sei ® eine assoziative Verkniipfung
auf einer Menge G mit Identitdt e € G. Ein Inverses zu
g € G bedeutet ein Element § € G mit gg=e=g®g.
Dann heifit (G, ®) eine Gruppe, falls zu jedem g € G es
ein Inverses gibt. Eine Gruppe (G, ®) heifit kommutativ
(oder auch Abel’sch), falls ® kommutativ ist.

Beispiel A4.2. Die folgenden sind alle Gruppen: (Z,+),
(Qv +)7 (Q*v ')7 (Q+7 ')7 (Ra +)7 (R*a ')7 (RJ’_’ ')7 ((C7 +)7
(C*, ), (M?*2R, +), (GL2R, ). (Hier bedeutet * die Ele-
mente, die nicht Null sind, und * die positiven. G L ist
die Menge aller 2 x 2 Matrizen, die ein Inverses haben.)

Die natiirlichen Zahlen bilden keine Gruppe (N,+),
weil nur 0 ein Inverses hat. Wir kénnen dieses Problem
beheben, in dem wir zusétzliche Elemente —1, —2, usw.
zufiigen. Die genaue Definition erfolgt am einfachsten
mithilfe sogennanter Aquivalenzklassen.

b.  Agquivalenzklassen

Eine Relation ~ auf einer Menge X heifit Aquivalenz-
relation, falls sie
o reflexiv (z ~ z fiir alle z € X),
e transitiv (z ~yund y ~ z = x ~ z), und
e symmetrisch (x ~y < y ~ )
ist. Dann fiir jedes z € X heifit die Menge
2] = {y € X 1y ~ 2}
die Aquivalenzklasse von z. Die Menge X/~ aller Aqui-

valenzklassen beziiglich ~ ist eine Zerlegung von X.

Beispiel A4.3 (Ganze Zahlen modulo n). Auf N definie-
ren wir eine Aquivalenzrelation ~,, durch

i~y j <= dde Nsd.i—j=dnoder j —i=dn.
Es gibt genau n Aquivalenklassen:
[0] = [n],[1],[2],.--,[n — 1].

Man schreibt Z/n := N/~,. Addition ist wohldefiniert
und (Z/n,+) ist eine kommutative Gruppe mit n Ele-
menten.

c. Definition der ganzen Zahlen

Aus den natiirlichen Zahlen N wollen wir eine Grup-
pe (Z,+) bauen, wo wir auch Subtraktion durchfiirhen
konnen. Die Idee ist, m—n durch das Paar (m,n) € NxN
zu reprasentieren. Offensichtlich ist das nicht eindeutig:
z.B. wollen wir, dass 17 —23 =1-7.

Auf die Menge N x N aller geordneten Paare (m,n)
natiirlicher Zahlen definieren wir eine Relation:

(m,n) ~ (m',n') < m+n"=m+n.
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(Gern wiirden wir schreiben <= m—n = m’—n'.) Die-
se Relation ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch;
sie ist auch transitiv und deshalb eine Aquivalenzrelati-
on. Die ganzen Zahlen sind dann Z := (N x N)/~; wir
schreiben [m,n] := [(m, n)]. Als Beispiel,

[17,23] = {(0,6),(1,7),(2,8),...}.
Auf N x N definiert man + komponentenweise:
(m,n) + (4,7) := (m+i,n+j).
Diese ist relationentreu im Sinne, dass

(mvn) ~ (mlvnl)a (Zv.]) ~ (i/7jl) -
(m+i,n+j) ~ (m' +i',n"+j).

Das bedeutet, wir konnen + auf Z definieren:
[m,n] + [i,j] .= [m +i,n+j].

Das additive Inverse zu [m,n] ist [n,m]. Dadurch wird
(Z,+) eine kommutative Gruppe.
Die bekannte Berechnung

(m —n)(i — j) = (mi +nj) — (ni +mj)
deutet schon die Definition
] - [i, 5] = [mi + g, mi + mj]

an.
Auf Z definiert man < wie folgt:

[m,n] < [m',n] <= m+n <m'+n.
Wir haben
{r€Z:2>0}={[n,0:neN}=N.

Dadurch identifizieren wir die natiirlichen Zahlen mit den
nichtnegativen ganzen Zahlen. Ab jetzt schreiben wir die
ganzen Zahlen auf normale Weise: n = [n, 0], —n = [0, n].

A5. Die rationalen Zahlen

Um die rationalen Zahlen Q zu konstruieren, miissen
wir Addition und Multiplikation zusammen betrachten.

a. Kommutative Ringe

Ein Ring (R,®,®) besteht aus einer kommutativen
Gruppe (R, ®) (mit Identitdt 0 € R) und einer assozia-
tiven Verkniipfung ® (mit Identitdt 1 € R), wobei das
Distributivgesetz
(a®b)®c=(a®c)®(b®c), c®(a®b) = (c®a)®(cRb)

fir alle a, b, c € R gilt.

Bemerkung A5.1. Manche Autoren erlauben, dass ® kei-
ne Indentitidt 1 hat. (Dazu wiirden wir “Rng” fiir Ring
ohne Identitét schreiben.)

Bemerkung A5.2. Die “Addition” & muss kommutativ
sein. Falls die “Multiplikation” ® auch kommutativ ist,
heifit (R, ®,®) ein kommutativer Ring.

Der Beweis, dass (Z,+, ) ein kommutativer Ring ist,
ist zwar lang(weilig), beinhaltet aber keine Verwicklun-
gen oder Schwierigkeiten.

Bemerkung A5.3. In einem Ring (R, +,-) schreiben wir
—a fiir die additive Inverse zu a € R, a — b := a + (=b)
fir die Differenz und ab := a - b fiir den Produkt zweier
Elemente.

Bemerkung A5.4. Es gelten 0a = 0, —0 =0, (—1)a = —a,
(—a)b = —(ab), usw.
Bemerkung A5.5. Fir n € N und a € R definieren wir
na,a™ € R rekursiv:

Oa =0, 2a=a+a, ...,

=1, a'=qa, d®>=a-a,

la=1, (n+1)a =na+ a,

ey a"tt=a" . a.

b. Angeordnete Ringe

Sei (R, +, ) ein Ring und < eine totale Ordnung auf R.
Dann heifit R ein angeordneter Ring, wenn gelten:
ez, y>0 = a2y >0 firallez,y € R.
e r <y = x+z2<y+zfirallexvy,z€R.
Solch ein angeordneter Ring ist Z.
Sei R ein Ring. Falls es a,b # 0 € R gibt mit ab = 0,
dann heiflen a und b Nullteiler. Ein angeordneter Ring
hat keine Nullteiler.

Ende der Vorlesung 2008 Apr 21

c. Korper

Sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Wegen 0a = 0
hat 0 kein multiplikatives Inverses. Wir schreiben R* :=
R~ {0}. Falls jedes a € R* ein multiplikatives Inverses
hat, ist (R*,-) eine kommutative Gruppe. In diesem Fall
nennen wir R einen Korper.

Beispiel A5.6. Fiir eine Primzahl p € N ist (Z/p,+,)
ein Korper.

Im Ring Z haben nur +1 Inverse; Z ist kein Korper.
Wir kénnen aber Z auf Q erweitern, den Koérper der ra-
tionalen Zahlen. Die Konstruktion von Q aus Z und die
von Z aus N sind sehr #hnlich.

Auf Z x Z* definieren wir eine Aquivalenzrelation

(p,q) ~ (', ¢) <= pd' =7q,

weil wir (p, q) als P/, € Q verstehen wollen. Wir definieren
Q := (Z x Z*)/~ und schreiben P/, := [(p, q)]. Die Defi-

nitionen der Verkniipfungen sollten keine Uberraschung
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sein:

Plg+ Py = 0 VD, )V [ =0 [

Jedes P/, € Q hat ein additives Inverses und zwar —P/,.
Jedes P/, # 0/; € Q hat als multiplikatives Inverses 4/,,.
Wir werden nicht im Detail checken, dass dadurch Q ein
Korper wird.

Die (eindeutige) minimale (oder teilerfremde) Darstel-
lung von P/, € Qist Po/,; mit gy € N so klein wie moglich
gewiihlt. (Vom Wohlordnungsprinzip hat die Menge aller
moglichen ¢ ein Minimum.)

Auf Q haben wir eine totale Ordnung: fiir ¢,q" > 0
definieren wir

Plg <Py < pd <qp' € L.

Dadurch wird Q ein angeordneter Koérper. Das andere
wichtigste Beispiel bilden die reellen Zahlen R.

d. Zusammenfassung

Ein angeordneter Korper (K, +, -, <) ist durch folgen-
den Eigenschaften definiert:

1. (K, +) ist eine kommutative Gruppe:
e assoziativ: a4+ (b+¢) = (a+b) + ¢,
e kommutativ: a + b=b+ a,
e Identitéit und Inverse: a 4+ (—a) = 0.

2. (K*,-) ist eine kommutative Gruppe:

e assoziativ: a(bc) = (ab)c,
e kommutativ: ab = ba,
e Identitéit und Inverse: aa~! = 1.

3. < ist ein totale Ordnung:
e reflexiv: a < a,
e transitivia <b<c¢ = a<cg,
e Trichotomie: a < b oder b < a, wobei beide
nur im Falle a = b glechzeitig gelten.
4. - ist iiber + distributiv: a(b+ ¢) = ab + ac.
5.a>b < a—-0b>0.

6. a,b>0 = ab> 0.

Insgesamt heiflt das etwa, in jedem angeordneten Korper
konnen wir Arithmetik genau so durchfithren, wie wir
sie aus der Schule kennen. Zum Beispiel, definieren wir

la] > 0 als
la| := @
—a,

Um die reellen Zahlen zu konstruieren bzw. definieren,
benutzen wir Konvergenz von Folgen, was mithilfe des
Betrags |a| definiert wird.

Weitere Eigenschaften eines angeordenten Koérpers, die
man leicht aus den Oberen beweisen kann, sind z.B.:

falls a > 0,
falls a < 0.

l.a<0,z <y = ay <az,
2. 22 > 0, insbesondere 1 > 0,

3.2<0 = z7'<0,—2>0,

N

Nxyl = lzllyl; |z 4yl < 2]+ Jyl,

(Va1

Jr—al<e <= a—e<z<a+e.

A6. Irrationale Zahlen

Betrachten wir die Gleichung z? = @ in einem ange-
ordeten Korper K. Falls a < 0 gibt es keine Losungen
(weil 22 > 0). Fiir a = 0 hat die Gleichung 2% = 0 ge-
nau die eine Losung x = 0 (weil es keine Nullteiler gibt).
Fiir a > 0 gibt es entweder keine oder (mindestens) zwei
Losungen =+b. (Offensichtlich ist (—b)? = b?.)

Bemerkung A6.1. Im Allgemeinen in einem Koérper K
hat ein Polynom von Grad d héchstens d Nullstellen. Das
heifit hier, 22 — a = 0 hat hochstens zwei (und deshalb
entweder keine oder genau zwei) Losungen. Falls es die
gibt, nennen wir die positive Losung /a.

Satz A6.2. Die Gleichung x> = 2 hat in Q keine
Losunyg.

Algebraischer Beweis. Sei P/, die teilerfremde Darstel-
lung einer Losung. Dann gilt p? = 2¢%. Demzufolge ist
p? (und deswegen auch p) gerade. Das heifit, wir kénnen
p =: 2m schreiben. Dann haben wir aber 4m? = (2m)? =
2¢2, also 2m? = ¢?. Demzufolge ist ¢ (und deswegen
auch ¢q) gerade. Das bedeutet aber, p und ¢ sind nicht
teilerfremd sondern haben 2 als gemeinsamen Teiler. [

Geometrischer Beweis. Sei T ein gleichschenkliges recht-
winkliges Dreieck mit ganzzahligen Seitenldngen. Dann
konnen wir ein Kleineres konstruieren mit denselben Ei-
genschaften. Es kann aber (vom Wohlordnungsprinzip)
nicht immer weiter so gehen! O

Ende der Vorlesung 2008 Apr 22
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B. FOLGEN UND DIE REELLEN ZAHLEN
B1l. Endliche Mengen

Wir sagen, zwei Mengen X und Y sind gleich grofi
(oder gleichmichtig), falls es eine Bijektion (eine injekti-
ve und surjektive Abbildung) f: X — Y gibt. Als Bei-
spiel einer Menge mit n Elementen (n € N) nehmen wir

[n]:={meN:m<n}={0,1,...,n—1}.
Falls X und [n] gleich grof} sind, sagen wir, X ist endlich
und #X =n.

Definition B1.1. Sei E(n) eine Aussage fir n € N.
Wir sagen, E(n) gilt fir fast alle n € N, falls es nur
endlich viele Ausnahmen gibt, das heifit, falls die Menge
{n € N: E(n) ist falsch} endlich ist.

Lemma B1.2. Fine Teilmenge X C N hat eine obere
Schranke genau dann, wenn sie endlich ist.

Beweis. Falls n eine obere Schranke fiir X ist, dann ist X
eine Teilmenge von [n + 1] und dadurch endlich. Umge-
kehrt benutzen wir Induktion {iber #X. Im Fall #X =0
haben wir X = (). Dann gilt jedes n € N als obere Schran-
ke. Im Fall #X = n + 1 kénnen wir X =Y U {a} schrei-
ben mit #Y = n. Von der Induktionsvoraussetzung hat
Y eine obere Schranke b. Dann ist max(a,b) eine obere
Schranke fiir X. O

Satz B1.3. Die Aussage E(n) gilt fiir fast alle n genau
dann, wenn es ein ng € N so gibt, dass E(n) fir alle
n > ng gilt.

Beweis. Setzen wir X := {n : E(n) ist falsch}. Dann
folgt der Satz unmittelbar aus dem Lemma. O

Lemma B1.4. Fualls A(n) und B(n) Aussagen sind, die
jeweils fiir fast alle n gelten, dann gilt auch die Aussage
“A(n) und B(n)” fir fast alle n.

Beweis. Es gibt ng und ng so, dass A(n) fir n > ny
gilt und B(n) fiir n > np gilt. Dann gelten Beide fiir alle
n > max(na,ng). O

B2. Folgen und Monotonie

Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung
N — X, wobei wir normalerweise den Wert in n nicht
etwa a(n) sondern a, schreiben. Fiir die Folge selbst,
schreiben wir dann

(an) = (an)nEN = ((10, ai,az, .. )

Bemerkung B2.1. Es ist unwichtig, ob wir mit 0 oder
1 (oder einer beliebigen Zahl ng € N) anfangen. Zum
Beispiel haben wir

(an+1)n€N = (alaa2a .- ) = (an)neN+ = (an)nzl'

Was uns interessiert, sind nicht die ersten Glieder einer
Folge, sondern die unendlich Vielen die “spéter” kom-
men. (Der berithmte Mathematiker Hermann Weyl hat
geschrieben, Mathematik “ist die Wissenschaft vom Un-
endlichen”. In seinem Analysislehrbuch driickt es Er-
hard Behrends so aus: “Jugendsiinden einer Folge sind
... unerheblich.”)

Wird X durch < total geordnet, konnen wir monotone
und beschrinkte Folgen betrachten.

Definition B2.2. Die Folge (a,) heilt dann beschrinkt,
wenn es x,y € K gibt mit z < a,, < y fir (fast) alle n.
Die Folge (a,,) heifit dann

e monoton steigend, Wenn G,1 > Gn;

e monoton fallend, wenn a,+1 < ap;

e streng monoton steigend, Wenn dny1 > Gy
e streng monoton fallend, wenn a1 < @y,

jeweils fiir alle n € N. Die Folge heifit monoton, falls
sie monoton steigend oder monoton fallend ist. (Oder
natiirlich auch beide gleichzeitig: fiir mathematiker ist
“oder” immer inklusiv.) Streng monoton wird dhnlich de-
finiert. Weil die Ordnung transitiv ist, folgt z.B. bei einer
monoton steigenden Folge, dass m <n = a,, < an,.

Betrachten wir jetzt Folgen in N:
e (0,1,1,2,3,5,8,...) ist monoton steigend.
e (1,3,5,7,9,11,...) ist streng monoton steigend.
e (5,2,1,0,0,0,0,...) ist monoton fallend.
e Es gibt keine streng monoton fallende Folge in N.

Eine streng monoton steigende Folge in N ist nie be-
schrénkt. (Wir haben sogar a,, > n.) Eine monoton fal-
lende Folge in N ist immer beschrénkt.

Seien k = (k,) eine streng monoton steigende Folge
in N und a = (aj) eine beliebige Folge in einer beliebe-
gen Menge X. Definieren wir eine Folge b = (b,) in X
durch b, := ag,, dann heifit b eine Teilfolge von a. Die
Glieder von b sind Glieder von a und tauchen in der sel-
ben Reihenfolge auf. Falls a (streng) monoton ist, dann
ist auch jede Teilfolge (streng) monoton.

B3. Konvergenz

Sei K jetzt ein angeordneter Korper. (Spéter im Seme-
ster haben wir fast immer K = R. Um R konstruieren zu
kénnen, nehmen wir K = Q.)

Definition B3.1. Die Folge (a,) konvergiert gegen x €
K (geschrieben a,, — z), falls fiir jede beliebig kleine
Toleranz ¢ > 0 € K fast alle ay, nah (innerhalb der To-
leranz) an « sind. Das heifit, z — e < a, < 4 ¢ (oder
dquivalent |a, — x| < ¢) fiir fast alle n.
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Bemerkung B3.2. Wenn ¢ kleiner wird, gibt es natiirlich
mehrere Ausnahmen aber immer nur endlich viele.

Bemerkung B3.3. Aquivalent kann man die Definition
wie folgt formulieren: a,, — x genau dann, wenn

Ve>0 3dng Yn>ng |a, —z| <e.

Lemma B3.4. Fualls a,, — x und a, — y, dann folgt
Tz =y.

Beuweis. Sonst setzen wir € := %|z—y| > 0. Die Definition
von Konvergenz besagt, |z — a,| < € fiir fast alle n und
ly — an| < ¢ fiir fast alle n. Beide kénnen aber nie gleich-
zeitig (fiir dasselbe n) gelten, weil |z — a,| + |y — an| >
|z —y| = 2e.

Definition B3.5. Falls (a,) konvergiert, a,, — z, dann
heifit « der (vom Lemma eindeutig bestimmte) Grenzwert
oder Limes von (ay). Wir schreiben dann

lim a, =lima, = x.
n—oo

Eine Folge, die gegen kein x konvergiert, heifit divergent.

Beispiel B3.6. 1. Falls a, = c fiir fast alle n, dann
konvergiert a,, gegen c. (Fast alle glieder sind nicht

nur nah an ¢ sondern sind genau gleich c.)
2

2. (1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,...) (an = 1 falls n = m2,
sonst a, = 0) ist nicht konvergent. (Nehmen wir
e = 1/, Fiir jede ng gibt es n > ng mit a, = 1
und n’ > ng mit a,» = 0. Dann fiir beliebiges = gilt
lan, — x| + |an — x| > |an — an/| = 1.)

3. ap = (=)™ (+1,-1,+1, -1, ..
gent. (Ahnlich.)

.) ist nicht konver-

4. a, = n: (0,1,2,...) ist nicht konvergent. (Nehmen
wir an, a, — z, und setzten wir ¢ = 1/5. Dann
existiert ein ng so, dass |a, — z| < € fur n > no.
Dann gilt z.B.

2e > |ap — 2| + |ap41 — 2
> |ant1 —an| =In+1—n| =1,

was die Wahl von ¢ widerspricht.

Gibt es ein “interessantes” Beispiel einer konvergenten
Folge? Betrachten wir die Folge a,, := 1/,,. Sicherlich kon-
vergiert sie gegen 0, oder? Das stimmt in Q (oder in R)
aber nicht in jedem angeordneten Korper.

Ende der Vorlesung 2008 Apr 28

B4. Das Prinzip von Archimedes

Versuchen wir, einen Beweis zu finden, dass 1/, — 0.
Fiir jedes € > 0, nehmen wir einfach ny > 1/.. Dann fiir
n > ng gilt 1/, < e, d.h., |a,| < e. Woher aber kommt
diese Zahl ng > 1/.7

Wir errinern uns, jeder angeordneter Korper K hat
eine Teilmenge isomorph zu N (némlich: {n-1:n € N}.
Diese nennen wir einfach N.

Definition B4.1. Ein angeordneter Korper K heifit ar-
chimedisch falls

Ve K dneN n>zx.

Lemma B4.2. Wir haben 1/, — 0 in K genau dann,
wenn K archimedisch ist.

Beweis.

Yy —0 <<= Ve>0 In 1/, <e¢
< Ve>0 In>1/
— V>0 dn>a O

Lemma B4.3. Der Korper Q ist archimedisch.

Beweis. Sei z € Q. Falls ¢ < 0, gibt es nichts zu tun.
Sonst hat x > 0 eine Darstellung = n/m, n € N,
m € NT. Weil m > 1, haben wir n = ma > = und
deshalb n+ 1 > . O

Bemerkung B4.4. Fiir einen angeordneten Korper K sind
folgende dquivalent:

1. K ist archimedisch,
2.¥x>0 IneN z>1/,
3.Vz,y>0 dneN nz>uy.

Diese letzte ist die Variante, die Archimedes benutzt hat
um Léngen vergleichen zu kénnen.

B5. Rechenregeln fiir Grenzwerte

Bemerkung B5.1. Falls a,, — x, dann konvergiert auch
jede Teilfolge gegen .

Satz B5.2. Seien (a,) und (by,) konvergente Folgen mit
an — x und b, — y. Dann gelten a, + b, — x +y und
anbn — xy. Falls y # 0, dann gilt anfy, — =/,

Beweis. Wir beweisen nur @»/, — 2/, wobei wir die fol-
gende Bemerkung machen: Moglicherweise ist b, = 0 —
aber nur fiir endlich viele n. In diesem Fall sind ein paar
Glieder am Anfang der Folge (an /bn) gar nicht definiert.
Das stort uns aber nicht, wenn wir konvergenz betrach-
ten.
Zu jedem € > 0 gibt es ng € N, so dass
lan, —z| <&, |bn, —y| < min(e, [¥l/5)

fiir alle n > ng. Die Dreiecksungleichung ergibt b,, > [¥l/5.
Dann folgt:

an x| _|apy —baz| _ [(an — @)y + x(y — bn)|
ool lally = bl _plel ol
lyl?/2 ly
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Lemma B5.3. Seien (a,,) und (b,) Folgen. Falls a,, be-
schrinkt ist und b, — 0, dann gilt a,b, — 0. O

Lemma B5.4. Seien (a,) und (b,) Folgen mit a, — x
und b, — y. Falls a, < b, fir fast alle n, dann folgt
<.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Fiir fast alle n gilt
r—e<an, <b, <y+e.

Deshalb haben wir x < y + 2¢ und zwar fiir jedes € > 0.
Daher ist z < y. O

Bemerkung B5.5. Falls a,, < b, gilt natiirlich x < y aber
nicht unbedingt = < y.

B6. Cauchyfolgen
a. Definition

In einer konvergenten Folge a,, — z sind fast alle Glie-
der nah an z. Das bedeutet, dass sie auch nah bei einan-
der sind. Der Mathematiker Augustin Cauchy hat diese
Idee konkret gemacht.

Definition B6.1. Eine Folge (a,) in einem angeorden-
ten Korper heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0 ein
no € N gibt, so dass ab diesem Index alle Folgenglieder
weniger als € voneinander entfernt sind, d.h.:

Ve>0 dnge N Vn,m>ng |am —ay| <e.

Lemma B6.2. Eine Folge (a,) ist genau dann eine
Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0 ein x € K gibt,
so dass |x — an| < € fir fast alle n.

Beweis. Falls |z — a,| < €/5 fiir fast alle n, dann gilt
lam — an| < |am — x|+ |an — 2] <€

fiir fast alle n und m. Umgekehrt, seien (a,,) eine Cauchy-
folge und € > 0. Es gibt ng € N, so dass |a,, — an| < €
fiir alle n, m > ng. Dann setzen wir einfach z := a,,. O

Korollar B6.3. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt. O

Korollar B6.4. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-
folge.

Beweis. Falls a,, — z, kénnen wir im Lemma zu jedem
€ > 0 dieses  benutzen.

Satz B6.5. Hat eine Cauchyfolge eine konvergente Teil-
folge, so ist sie selbst konvergent. O

Bisher, um zu zeigen, dass eine Folge divergent ist, ha-
ben wir in der Tat gezeigt, dass sie keine Cauchyfolge ist.
Die Folge a,, = n z.B. ist nicht beschrankt und deshalb
keine Cauchyfolge. Die Glieder von ((—1)") z.B. bleiben
zu weit von einander entfernt.

Konvergiert aber jede Cauchyfolge? Nicht unbedingt.
Wir werden ein Beispiel geben, eine Folge in Q, die gern
gegen /2 konvergieren mochte, kann aber nicht, weil es
keine /2 in Q gibt. Um zu zeigen, dass unser Beispiel
doch eine Cauchyfolge ist, beweisen wir zunichst einen
wichtigen Satz iiber Folgen, die monoton und beschrénkt
sind.

Lemma B6.6. Sei (a,) eine monoton steigende Folge
in K. Seien b < ¢ Schranken mit Abstand h := ¢ — b, so
dass fast alle a,, dazwischen liegen, d.h., so dassb < a,, <
c fiir fast alle n. Dann gibt es auch Schranken b’ < ¢’ mit
Abstand ¢ — V' = h/y, so dass

b < an <c fir fast alle n.

Beweis. Einer Umformulierung hilft sehr: wegen der Mo-
notonie haben wir genau dann

z < a, <y fur fast alle n,

wenn erstens a,, < y fiir alle n und zweitens es ein n gibt
mit a, > x.
Hier also existiert n mit a,, > b und gilt a, < c fir

alle n. Wir setzen z := (b + c) und betrachten zwei
Fille: Falls es n gibt mit a, > z, setzen wir b := =z,
¢ := c. Sonst gilt a,, < z fiir alle n und wir setzen b’ := b,
cd =z O

Satz B6.7. Sei K ein Korper, der archimedisch ange-
ordnet ist. Jede Folge in K, die beschrinkt und monoton
ist, ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei (ay) (ohne Beschréankung der Allgemeinheit)
eine monoton steigende Folge mit der Schranke a,, < C.
Dann liegen alle a,, zwischen ag und C'. Sei € > 0 gegeben.
Weil K archimedisch ist, gibt es eine ganze Zahl m, so
dass (C' —ag)/e < m < 2™. Wir wenden das Lemma m-
mal an; am Ende liegen fast alle a,, zwischen Schranken
mit Abstand kleiner als . Weil ¢ beliebig war, ist (ay,)
eine Cauchyfolge. O

Ende der Vorlesung 2008 Apr 29

b. Eine divergente Cauchyfolge

Wir definieren rekursiv eine Folge a,, € Q:
ap :=2, Gp41:= %(an + 2/an)'
Wir haben dann z.B.

a1 = 3/9 = 1.5,
ag = 17/12 ~ 14167,
az = 577/408 ~ 1.4142.

Diese Folge ist offensichtlich positiv. Desweitern gilt

a 1 2 a 1 2
2 n n
=—=4+—) =24+(——-——] =22
Un+1 <2 an> (2 an>
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Es folgt dann, dass a,, monoton fallend ist, weil an+1/, =
/2 + 1/42. Deshalb ist (a,) eine Cauchyfolge, weil (an)
beschrinkt und monoton ist und Q archimedisch ist.

Nehmen wir jetzt an, a,, — . Von den Rechnenregeln
konvergiert auch (a, + 2/,,) und zwar gegen z + 2/,.
Diese Folge ist aber gleich (2a,41), die gegen 2z konver-
giert. Das heifit, 20 = x + 2/, und somit 22 = 2. Weil
diese Gleichung keine Losung in Q hat, kann (a,) keinen
Grenzwert in Q haben. Das heif}t, sie ist eine Cauchyfol-
ge, die nicht konvergiert.

Bemerkung B6.8. Dieses iterative Verfahren zum Wur-
zelziehen ist nach Heron von Alexandria benannt. Fiir
k € Nt und b > 0 nennen wir v/b (die) eine positive
Losung zu 2 = b > 0. Um /b zu finden, setzen wir

ag := b und
n b
An+1 = ik (/4:—1—1-@ )

Dieses Verfahren ist ein Spezialfall des Newtonverfahrens
zur numerischen Losung von Gleichungen f(x) = b.

c. Haufungspunkte

Definition B6.9. Wir sagen, z € K ist ein Haufungs-
punkt der Folge (a,), falls (a,) eine Teilfolge hat, die
gegen x konvergiert.

Bemerkung B6.10. Eine Folge (a,) hat Haufungspunkt
x genau dann, wenn zu jedem € > 0 es unendlich viele n
gibt mitx —e <a, <x+e.

Lemma B6.11. FEine konvergente Folge hat einen einzi-
gen Hdaufungspunkt, ndmlich den Grenzwert. Eine diver-
gente Cauchyfolge hat keinen Hdufungspunkt.

Beweis. Falls a,, — x, dann konvergiert auch jede Teil-
folge gegen z. Eine Cauchyfolge mit einer konvergente
Teilfolge konvergiert auch selbst. O

B7. Die reellen Zahlen

Man konnte sagen, jede Cauchyfolge mochte gern kon-
vergieren, wenn es nur einen passenden Grenzwert gibe.
Wir erweitern oder vervollstindigen die rationalen Zah-
len Q auf die reellen Zahlen R, in dem wir Grenz-
werte zu allen Cauchyfolgen hinzufiigen. Der Grenz-
wert zu (a,) wird einfach durch die Folge (a,) selbst
dargestellt. Natiirlich gibt es aber mehrere Folgen, die
denselben Grenzwert haben sollten, z.B. alle Teilfolgen
von (ay). Das heifit, wir miissen eine Aquivalenzrelation
auf Cauchyfolgen definieren. Die reellen Zahlen werden
als die Aquivalenzklassen definiert.

Definition B7.1. Sei F' die Menge aller Cauchyfolgen
in Q. Mit den komponentenweisen Verkniipfungen

(an) + (bn) = (an +bn), (an)(bn) :== (anbn)

wird F' ein Ring, in dem wir Q mit der Teilmenge al-
ler konstanten Folgen identifizieren. Sei N C F' jetzt die
Teilmenge aller Nullfolgen, d.h., aller Folgen, die gegen 0
konvergieren. Auf F definieren wir die Aquivalenzrelation

a~b < a—beN.

Die reellen Zahlen sind dann die Aquivalenzklassen dieser
Relation: R := F/ ~.

Bemerkung B7.2. Die folgende Eigenschaften sind die
wichtigen, um zu zeigen, dass Addition und Multiplikati-
on auf R wohldefiniert sind und dass R dadurch ein Ring
wird:

ea,be N =— a+be N,

eacF,be N = abe N.

In der abstrakten Algebra heifit das, IV ist ein Ideal in F'.
Der Quotient F/ ~ wird dann F//N geschrieben und ist
automatisch ein Ring.

Wir sagen, eine Cauchyfolge (a,,) ist nichtpositiv, falls
fiir alle ¢ > 0 (in Q) die Ungleichung a,, < e fiir fast
alle n gilt. Man kann leicht zeigen, (a,) ist genau dann
nichtpositiv, wenn es eine dquivalente Folge (b,,) ~ (a;,)
mit b, < 0 fiir alle n gibt. Die Ordnung auf R wird so
definiert, dass

[(an)] < [(by)] <= (an — by) nichtpositiv.

Sei 0 < 2 € R. Dann hat  eine Darstellung x = [(a,,)],
wobei a,, > 0 fiir alle n. Weil die Cauchyfolge a,, nicht
gegen 0 konvergiert, ist 0 auch kein Haufungspunkt. Das
heifit, es gibt € > 0, so dass a,, > ¢ fiir fast alle n. Wir
kénnen (a,,) mit einer dquivalente Folge ersetzen, wobei
a, > ¢ fiir alle n. Es folgen zwei wichtigen Tatsachen: Er-
stens, dass (l/an) eine Cauchyfolge ist, die ein multipli-
katives Inverses zu x liefert, wodurch R ein angeordneter
Korper wird. Zweitens, dass x > ¢ > 0, was impliziert,
dass die archimedische Eigenschaft der rationalen Zahlen
auf die reellen Zahlen iibertragen wird.

Lemma B7.3. Zu jedem x € R gibt es eine grifite ganze
Zahl || € Z, die kleiner gleich x ist.

Beweis. Weil R archimedisch ist, gibt esn € Nmitn > x.
Sei T :={m € N:n—m < x}. Weil T nicht leer ist, hat

T ein Minimum mg. Dann gilt [z] = n — my. O
Bemerkung B7.4. Ahnlich definiert man [z] := —|—z].
Es gilt

r—1<|z|]<z<[z]<z+l
Falls ¢ € Z, gilt |x| =z = [z]; sonst gilt |z] + 1 = [z].

Ende der Vorlesung 2008 Mai 5

Satz B7.5. Die rationalen Zahlen sind dicht in R wm
Sinne, dass zwischen jedem Paar a < b € R es eine ra-
tionale Zahl a < q¢ < b gibt.

Beweis. Weil R archimedisch ist, gibt es n € N, so dass
1/, <b—a. Wir setzen m := [nb — 1]. Dann gilt

a<b-—1/, <m/ <b O
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B8. Vollstindigkeit

Definition B8.1. Sei X durch < total geordnet und
sei T C X eine Teilmenge. Ein x € X heifit eine obere
Schranke fir T, falls t < x fiir alle t € T. Falls z € X
eine obere Schranke fiir T ist und es keine kleinere obere
Schranke x’ < x gibt, heif}t = die kleinste obere Schranke
oder das Supremum von T. Wir schreiben z = supT.
Falls supT € T nennen wir es auch das Maximum von T'
und schreiben max T’ dazu. Ahnlich definieren wir untere
Schranke, Infimum (oder grifite untere Schranke) und
Minimum.

Wie wir schon erwédhnt haben, ist N wohlgeordnet im
Sinne, dass jede nicht leere Teilmenge T" C N ein Mi-
nimum hat. Ein Maximum hat 7' genau dann, wenn sie
eine obere Schranke hat. In Q hat {¢ : > < 2} zwar obere
Schranken (jedes x > 0 mit 2% > 2) aber kein Supremum
(in Q) weil 2 ¢ Q. Die Teilmenge T := {z : 2? < 1}
hat ein Supremeum supT = 1, was aber kein Maximum
ist, weil 1 ¢ T.

Definition B8.2. Eine total geordnete Menge X heifit
dann ordnungsvollstindig, wenn jede nicht leere und nach
oben beschrinkte Teilmenge T C X ein Supremum
supT € X besitzt und jede nicht leere und nach unten
beschrinkte Teilmenge 7" C X ein Infimum inf7T € X
besitzt.

Das Beispiel {t : t? < 2} zeigt, dass Q nicht ordnungs-
vollsténdig ist.

Satz B8.3. Die reellen Zahlen sind ordnungsvollstindig.

Beweis. Sei T' C R eine nicht leere und nach oben be-
schrinkte Teilmenge. Weil es eine obere Schranke in R
gibt, gibt es auch eine (groBere) by € Q. Weil T nicht leer
ist, gibt es auch eine reelle Zahl — und deshalb auch ein
ag € Q — die keine obere Schranke fiir T ist.

Wir definieren rekursiv zwei monotone Folgen (a,,) und
(bn), wobei kein a, aber jedes b, eine obere Schranke
fiir T ist. Dazu setzen wir zunéchst m,, := 1/5(a, + by,).
Falls m,, eine obere schranke fiir 7" ist, setzen wir a, 11 :=
an, und by, 41 1= my,. Sonst setzen wir a,41 := m, und
bpt1 = by,. Die Folge (a,) ist monoton steigend und
nach oben (z.B. durch jedes b,,) beschriinkt; (b,,) ist mo-
noton fallend und nach unten beschriinkt. Deshalb sind
diese beiden Cauchyfolgen, die reellen Zahlen z := [(ay,)]
bzw. y; = [(by,)] darstellen.

Wir haben b, — a, = l/n(by — ap) — 0, was heifit,
2 = y. Dann gilt = sup T sicherlich ist z (wie jedes b,,)
eine obere Schranke, fiir jedes z < x gibt es aber n mit
z < ap und deshalb ist z keine obere Schranke. O

Eine zweite Bedeutung von Vollstdndigkeit ist die Kon-
vergenz aller Cauchyfolgen.

Lemma B8.4. Jede Folge in R (oder in einer beliebigen
total geordneten Menge) hat eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei (a,) eine Folge. Nennen wir (voriibergehend)
ein Glied a,, dominant, falls a,, > a,, fir alle m > n.
Falls es unendlich viele dominante Glieder gibt, nehmen
wir genau diese als (monoton fallende) Teilfolge. Falls
es nur endlich viele dominante Glieder gibt, nehmen wir
zunédchst alle Glieder nach der letzten Dominanten als
Teilfolge. Diese hat kein dominantes Glied, d.h., nach je-
dem Glied kommt irgendwann ein noch Grofleres. Also
konnen wir eine streng monoton steigende Teilfolge fin-
den. O

Lemma BS8.5. Jede monotone und beschrinkte Folge
in R ist konvergent.

Beweis. Sei (ay) eine beschrinkte und monoton stei-
gende Folge. Die nichtleere Menge {a, : n € N} ist
nach oben beschriankt, und hat deshalb ein Supremum
x = sup{a,}.

Wir zeigen, a,, — . Sei nun ¢ > 0. Es gibt ein ng mit
ap, > x — ¢, weil sonst « — ¢ eine kleinere obere Schranke
wére. Fiir alle n > ng folgt x — e < a, < x. O

Satz B8.6. Die reellen Zahlen sind metrisch vollstdndig
im Sinne, dass jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis. Sei (ay,) eine Cauchyfolge. Sie ist beschrankt und
hat (1. Lemma) eine monotone Teilfolge, die (2. Lem-
ma) konvergiert. Eine Cauchyfolge mit einer konvergen-
ten Teilfolge konvergiert auch. O

Bemerkung B8.7. Sei K ein angeordneter Koérper. Man
kann folgendes beweisen: Falls K ordnungvollstindig
ist, folgt K = R. Falls K archimedisch und metrisch
vollsténdig ist, folgt auch K = R.

Deshalb fangen viele Autoren mit Axiomen fiir R an:
R sei ein angeordneter Korper, der (nach Geschmack)
entweder ordnungsvollsténdig ist oder archimedisch und
metrisch vollstdndig ist. Wenn man voraussetzt, dass
es solch einen vollstdndigen angeordneten Korper gibt,
dann folgen aus diesen Axiomen alle weitere Eigenschaf-
ten von R.

Wir haben hingegen den Korper R explizit gebaut. Wir
benutzen aber in Zukunft auch nicht mehr die Details un-
serer Konstruktion mittels Cauchyfolgen, sondern nur die
eben erwihnten Eigenschaften, dass R ein vollsténdiger
angeordneter Korper ist. Daraus folgt alles weitere.

Ende der Vorlesung 2008 Mai 6
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C. REIHEN
C1l. Definition

Definition C1.1. Sei (a,),>1 eine Folge in R. Wir de-
finieren dazu die Folge (s,) der Partialsummen:

n
Sy 1= E ag = a1 +ag + -+ ay,
k=1

welche eine Abkiirzung fiir die rekursive Definition

S0 :=0, Sp+1:=5n+ Ant1

ist. Diese neue Folge nennen wir die zu (a,) gehorgige
(unendliche) Reihe. Falls sie konvergiert, nennen wir den
Grenzwert die Reihensumme:

n o0
lim E ak::E akzzg ap =:a1+as+---.
n—oo
k=1 k=1

Wir benutzen ) ay, als Name sowohl fiir die Reihe selbst
als auch fiir deren Grenzwert (falls dieser existiert).

Bemerkung C1.2. Natiirlich tauchen auch Reihen der
Form Zz’;no ay, auf, wo ng # 1.

Bemerkung C1.3. Sei (s,,) eine beliebige Folge (mit sg =
0). Wenn wir a,, := s, — s,—1 setzen, dann sind die s,, die
Partialsummen der a,. Eine Reihe Y aj, ist nichts ande-
res als die Folge (s,) der Partialsummen. Wir entschei-
den nur, dass wir uns fiir die Differenzen ar = s — sp_1
interessieren.

Satz C1.4 (Rechenregeln). Seien Y b, und Y ¢, kon-
vergente Reihen, und sei a € R. Die Folge Y (ab, + ¢y)
konvergiert auch. Es gilt

i(abn +en) = aibn + i Cn.
n=1 n=1 n=1

Beweis. Eine Reihe ist nichts mehr als eine Folge (der
Partialsummen). Diese Rechenregeln folgen deshalb un-
mittelbar aus denen fiir Folgen. O

Bemerkung C1.5. Wir bekommen dann eine Teilfolge der
Partialsummen, wenn wir Klammern setzen, z.B.

(a1+a2)+(a3)+(a4+a5+a6)+(a7+ag)+---

Genauer (aber wahrscheinlich nicht klarer) gesagt, sei
(an) eine Folge mit Partialsummen (s, ), und sei (n;) eine
streng monoton steigende Folge in N. Definieren wir die
Teilfolge t; := sp,, sind diese ¢; die Partialsummen der
Folge

uz

bii==5p, — Sn;_, = E a.-

k=n;_1+1

Falls Y aj existiert, haben wir

an =limt¢, =lims; = Zak,

weil jede Teilfolge einer konvergenten Folgen denselben
Grenzwert hat. Natiirlich kann es sein, dass >_ b, auch
dann existiert, wenn Y ay nicht existiert. (Eine diver-
gente Folge s kann Haufungspunkte — und entsprechend
konvergente Teilfolgen — haben.)

Beispiel C1.6. Sei a,, := (—1)". Dann existiert

fimf:1—1+1—1+~-

n=0

nicht. Die Partialsummen haben zwei Haufungspunkte:

0=(1-D+1A-1)4---, 1=14(-14+D)+(-14+1)+--.

Natiirlich diirfen wir nicht daraus 1 = 0 schlie3en!

Wir wissen schon, eine Folge in R konvergiert genau
dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist. Dieser Satz kénnen
wir auf Reihen umsetzen, in dem wir merken, was die Dif-
ferenz zweier Partialsummen ist. Fiir n > m gilt ndmlich

n
Sy — Sm—1 = E a.
k=m

Satz C1.7 (Cauchykriterium). Die Reihe Y ai kon-
vergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N
gibt, so dass fir alle n > m > ng gilt

n

S

k=m

<eE.

Korollar C1.8. Ist ai keine Nullfolge, dann konvergiert
> ay nicht.

Beweis. Dies ist der Spezialfall m = n im Satz. O

Umgekehrt kann man nichts sagen. Zum Beispiel ist
an = 1/, eine Nullfolge; die harmonische Reihe Y > 1/,
konvergiert aber nicht. Dagegen haben wir

T+ G+ D+ R+ D+ G4+
>1+3 G Erieb D)
=1+3+ 5§ + 3 + 3+

(Um dieses ausfiihrlicher aufzuschreiben, wiirde man die
Teilfolge t,, := sgn der Partialsummen betrachten. Wir
finden t,41 — t, > 1/5, was bedeutet, t,, divergiert.)

Das wichtigste Beispiel einer konvergenten Reihe ist
die geometrische Reihe Y ¢™ fir |q| < 1.

Lemma C1.9. Seig € R. Die Folge (¢") ist genau dann
eine Nullfolge, wenn |q| < 1.

11
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Beweis. Zu |q| < 1 setzen wir z := 1/, —1 > 0. Die
so gennante Bernoulli’sche Ungleichung (die man leicht
mittels Induktion iiber n beweisen kann) sagt fiir x > 0
und n € N, dass (1 + )™ > 1 + nz. Das heifit hier,
1jgin = 14 nx > nax. Dann gilt |¢"| < + 1. Damit ist ¢"
der Produkt einer Nullfolge (1/,) mit einer (durch 1/,)
beschrankten Folge und deshalb selbst eine Nullfolge. [

Korollar C1.10. Fir |q| < 1 konvergiert die geome-
trisch Reihe

Beweis. Mittels Induktion iiber n zeigt man

Zq

Dass diese Folge gegen 1 /(1 — ¢) konvergiert, folgt aus dem
Lemma und unseren Rechenregeln. O

1—g"*!

l+qg+q¢ +-- -

Bemerkung C1.11. Aus den Rechenregeln sehen wir (oh-
ne Beschrinkung auf |q|) folgendes. Falls > ¢™ gegen z
konvergiert, dann ist dieser Grenzwert x = /1 _ ¢

r=14+q+¢@3+¢+ -
=1+q(l+q+¢+--)
=1+qx.

Natiirlich konvergiert z.B. weder 1 +2+4+4---
noch1—14+1—-14--- gegen /5.

gegen —1

C2. Konvergenzkriterien und absolute Konvergenz

Weitere konvergente Beispiele finden wir unter den al-
ternierenden Reihen, deren Glieder alternierend positiv
und negativ sind.

Satz C2.1 (Leibnizkriterium). Sei (ay) eine monoto-
ne Nullfolge. Dann konvergiert >_(—1)Fay.

Beispiel C2.2. Die Reihe

L=t g Yyt

ist konvergent, weil das Leibnizkriterium erfiillt ist.
Spéter werden wir sehen, dass der Grenzwert log2 =~
0.693 ist.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (im Fol-
genden mit ,,0.B.d.A.* abgekiirzt) ist ax monoton fallend,
und deshalb a, > 0. Sei s, := Zzzl(—l)kak. Dann gilt

51 <83 <55 - K- <sy <sp < s,

weil a, — ap—1 < 0. Das heifit, die Teilfolgen (s2,+1)
bzw. (s25,) sind beschrinkt und monoton steigend bzw.
fallend. Die haben deshalb Grenzwerte x bzw. y. Dann
gilt x —y = lim (82n+1 — szn) = lim aq,, = 0. O

Seien s, und s, 41 zwei beliebige nacheinander folgende
Partialsummen einer solchen Leibnizreihe. Dann liegt der
Grenzwert immer zwischen diesen Beiden.

Definition C2.3. Eine Reihe Y aj heiit absolut kon-
vergent, wenn die Reihe Y |ay| konvergent ist. Eine kon-
vergente Reihe, die nicht absolut konvergent ist, heifit
bedingt konvergent.

Bemerkung C2.4. Wenn wir uns fiir die Reihe > ay in-
teressieren, scheint es auf erstem Blick vielleicht unwich-
tig ob > |ax| konvergiert. Absolut konvergente Reihe ha-
ben aber viele schone Eigenschaften. Deshalb merken wir
spéater bei jedem Konvergenzkriterium, ob es auch abso-
lute Konvergenz liefert.

Beispiel C2.5. Die obige Reithe 1 —1/5 4 1/3 —- - ist be-
dingt konvergent, weil die harmonische Reihe divergiert.

Ende der Vorlesung 2008 Mai 13

Bemerkung C2.6. Die Erweiterung der Dreiecksunglei-
chung auf mehereren Gréfien,

n n
Zak < Z|ak‘,
k=1

k=1
beweist man (wie sonst?) mittels Induktion iiber n.

Lemma C2.7. FEine absolut konvergente Reihe ist kon-
vergent und es gilt

oo

< ax|

k=1

oo
Eak

k=1

Beweis. Sei Y ay eine absolut konvergente Reihe. Um
Konvergenz zu betrachten, haben wir zur Verfiigung bis
jetzt nur das Cauchykriterium. Sei ¢ > 0. Weil Y |ay|
konvergiert, gibt es ng € N, so dass

n

D> _la|

m

fir alle n > m > ng. Dann gilt fiir solche m,n auch

<3 Jou] =

m

Dadurch konvergiert > ag. Weil fiir die Partialsummen
I>Tae| < X7 |ak| gilt, folgt im Limes |>7° ax
20 lal- O
Satz C2.8 (Vergleichskriterium). Seien Y a; und
> b Reihen, fir die |ag| < by fir fast alle k gilt. Ist
> by konvergent, dann ist Y ay absolut konvergent.
Beweis. Sei 0 < |ag| < b fiir alle k& > ng. Seien s, =
31 lax| die Partialsummen der Reihe Y |ak|. Die Folge
(sn) ist monoton steigend und durch

Sno T Z b

k=no+1

beschrinkt, also konvergent. (Wir hétten auch ng = 0
annehmen diirfen, dann wire die Notation einfacher.) [

12
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Beispiel C2.9. Um zu zeigen, dass Y /2 konvergiert,
setzen wir

1

11 1
ok k2

KE—1)

fiir £ > 2. Die Reihe ) by, konvergiert gegen 1, weil
b= (PGPt G- =1- b
k=2

Nach dem Vergleichskreiterium konvergiert dann auch
S r2 ) Vg2, (Ubrigens ist der Grenzwert ©*/q.)

Satz C2.10 (Wurzelkriterium). Sei > aj eine Rei-
he. Falls es ¢ < 1 gibt, so dass ¥/|ax| < q fiir fast alle
k € N, dann ist die Reihe > aj absolut konvergent. Falls
hingegen ¥/|ax| > 1 fiir unendlich viele k, dann ist y ay,
divergent.

Beweis. Falls ¢ < 1 und |ay| < ¢, dann liefert das Ver-
gleichskriterium die absolute Konvergenz. Falls hingegen
|ak| > 1 fiir unendlich viele k, ist (ay) keine Nullfolge. [

Bemerkung C2.11. Es ist sehr wichtig, dass ¢ < 1 un-
abhéngig von n ist. Dadurch ist {/|ax| weg von 1 be-
schriankt. Falls z.B. {/|ax| < 1 und {/|ax| — 1, verspricht
das Wurzelkriterium weder Konvergenz noch Divergenz.
(Und gut so, weil sowohl die divergente Y 1/ als auch die
konvergente > 1/i2 diese beiden Eigenschaften haben.)

Korollar C2.12 (Quotientenkriterium). Sei > ay
eine Reihe, wobei ap # 0 fir fast alle k. Falls es ¢ < 1
gibt, so dass |“k+1/ak| < g fiir fast alle k, dann ist > ay
absolut konvergent. Falls hingegen ’a’““/ak‘ > 1 fir fast
alle k, dann ist 3 ay, divergent.

Beweis. Falls ’ak+1/ak’ < ¢ fiir alle & > ng, dann gilt

k |ano|

el < ¢,

und das Wurzelkriterium liefert absolute Konvergenz.
Falls hingegen ’ak+1/ak| > 1 fir alle £ > ng, dann gilt
|ak| > |an, |- Deshalb ist (aj) keine Nullfolge. O

C3. Dezimaldarstellung

Satz C3.1 (Dezimaldarstellung). Seing € N und sei
(ak)k>—n, eine Folge in {0,1,...,9}. Dann konvergiert
absolut

oo

Z ag
10% =10 _pyQ_(ny—1) """ G-100.010203 - .
k:*’no

Jede reelle Zahl x > 0 ist der Limes einer solchen Dezi-
maldarstellung.

Beweisskizze. Die Konvergenz folgt vom Vergleichskrite-
rium:

RCE

k:—no

o0

9
— +1
Dt (Ui

=—ng

Um eine Dezimaldarstellung von x > 0 zu finden, wihlen
wir zunédchst ng € N mit 10™ > x. Wir definieren rekur-
Siv a_p, := 0 und

Any1 *= \‘10”'*'1 (:B - Z &)J O

k:—no

Bemerkung C3.2. Wenn wir fithrende Nullen weglassen,
ist die Dezimaldarstellung fast immer eindeutig. Nur die
rationalen Zahlen der Form ™/;yn haben jeweils zwei
Darstellungen. Es gelten z.B. 0.999.--- = 1 = 1.000---
und 0.24999--- =1/, = 0.25000- - - .

C4. Umordnungen

Die Formel Y ar + > br = > (ar + bx) ist in einem
Sinne eine unendliche Version des Kommutativgesetzes
fiir Addition. Kann man aber eine konvergente Reihe be-
liebig umordnen ohne deren Summe zu éndern? Die Ant-
wort héngt davon ab, ob die Reihe absolut oder bedingt
konvergiert. Zunéchst miissen wir sagen, was genau wir
mit einer Umordnung meinen.

Definition C4.1. Sei ¢p: N — N eine Bijektion und sei
> reo ak eine unendliche Reihe. Dann heifit die Reihe

Z ap (k)
k=0

eine Umordnung von Y aj.

Satz C4.2. Sei > ay eine absolut konvergente Reihe.
Dann ist auch jede Umordnung absolut konvergent mit
derselben Summe ) a,) = Y ak.

Beweisskizze. Wir diirfen annehmen, ay > 0, d.h., |ag| =
ag. Sei nun T, := {¢(0),p(1),...,¢0(n)} C N. Wir set-
zen i, := min(N \ T},) und j, := maxT,. Dann sind i,
und j, Folgen in N, die jeweils monoton steigend und
unbeschrinkt sind. Fur jedes k € N merken wir,

in n Jn

DD ILETED I

k=0 k=0 k=0
Im Limes n — oo gehen auch ¢, und j,, nach unendlich.
Deshalb gilt Y ar < Y agm) <D ak. O

Satz C4.3. Sei Y ay eine bedingt konvergente Reihe
in R und sei x € R. Es gibt eine Umordnung, die ge-
gen x konvergiert: ) ag ) = T.

13
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Beispiel C4.4. Wir wollen die Rethe 1 — 1/ + 1/3 — ...
umordnen, um dass die Summe = = 1/3 ist. Wir neh-
men zundchst a; = 1, danach genug negative Glie-
der um eine Partialsumme kleiner als x zu erreichen:
1 -1 -1/, = 1/,. Danach genug positive Glieder
um wieder eine Partialsumme grofler als x zu erreichen:
1-14—1/,+1/3 = 7/j5. Dann nehmen wir wieder ne-
gative Glieder, usw.:

L ==y +15 == =1he +1/5 —--

Beweisskizze. Seien (b;) und (c;) die Teilfolgen der po-
sitiven bzw. nichtpositiven Glieder. Beide Reihen ) b;
und ) ¢; sind divergent. Wir konnen deshalb die obi-
ge Prozedur durchfiihren, in dem wir alternierend genug
Glieder aus (b;) bzw. (¢;) nehmen, bis die Partialsumme
iiber bzw. unter x liegt. O

Ende der Vorlesung 2008 Mai 19
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D. STETIGKEIT
D1. Offene und abgeschlossene Mengen

Definition D1.1. Fiir ¢ > 0 und x € R heifit

B.(z):={peR:|z—p <e}
={peR:iz—e<p<ax+e}

der e-Ball um x oder die e-Umgebung von x.

Definition D1.2. Sei D C R eine Teilmenge. Ein Punkt
p € D heifit ein innerer Punkt von D, falls es ein € > 0
gibt, so dass B:(p) C D. Die Teilmenge D heif}t offen,
falls jeder Punkt p € D ein innerer Punkt ist.

Beispiele D1.3. Die Mengen R und @ sind auf triviale
Weise offen. Die Menge T := {z > 0} ist nicht offen, weil
0 kein innerer Punkt ist. Jeder Ball B (x) ist offen. (Sei
p € B(z) und sei 0 < § < ¢ — |p — z|. Wir behaupten,
dass Bs(p) C Be(z). Fiir ¢ € Bs(p) gilt ndmlich

lg—z[<lg—pl+lp—z|<di+|p—z[<e
von der Dreiecksungleichung.)

Definition D1.4. Sei D C R. Ein Punkt p € R heifit ein
Randpunkt von D, falls p ein innerer Punkt weder von D
noch vom Komplement R~ D ist. Der Rand von D ist die
Menge 0D C R aller Randpunkte. Eine Teilmenge D C R
heiflt abgeschlossen, falls deren Komplement R ~\ D offen
ist.

Lemma D1.5. FEine Teilmenge D C R ist genau dann
abgeschlossen, wenn 0D C D.

Beweis. Sei D C R abgeschlossen und sei p € 9D ein
Randpunkt von D. Definitionsgemé$ ist p kein innerer
Punkt von R ~\ D. Weil diese Menge offen ist, bedeutet
das, dass p ¢ R~ D, d.h., p € D.

Umgekehrt, sei 9D C D C R. Wir zeigen, dass U :=
R ~ D offen ist. Fiir p € U gilt p ¢ 9D, was heifit, p
ist ein innerer Punkt entweder von D oder von U. Weil
p ¢ D, ist p in diesem Fall ein innerer Punkt von U. O

D2. Stetigkeit

Wir betrachten jetzt eine Funktion oder Abbildung
f: D — R, deren Definitionsbereich eine beliebige Teil-
menge D C R ist.

Definition D2.1. Seip € D C R. Die Funktion f: D —
R heif3t stetig in p, falls

Ve>0 36>0 f(Bs(p)nD)C B(f(p)),
das heif}t, falls zu jedem € > 0 es ein 6 > 0 gibt, so dass
zeD, |r—pl<é = |f(z) - fp)| <e

Die Funktion f heifit stetig (auf D), falls sie in jedem
Punkt p € D stetig ist.

Beispiel D2.2. Die Funktion = +— |x| ist stetig. (Wir
wahlen § < ¢ und benutzen die Dreiecksungleichung in
der Form ||| — |p|| < |z —p].)

Beispiel D2.3. Die Signumfunktion

-1, <0,
T Sgne = 0, z=0,
+1, >0

ist stetig in jedem p # 0 (wir wihlen 0 < |p|) aber unste-
tig in 0 (fiir € < 1 gibt es kein passendes ¢).

Beispiel D2.4. Die Funktion f: R* — R, f(z) = sinl/,
ist stetig. Wenn wir aber eine Erweiterung definieren, in
dem wir einen Wert f(0) wihlen (z.B. f(0) := 0), ist diese
Erweiterung nie stetig in 0. (Auf jedem kleinen BZ(0)
nimmt sin 1/, alle Werte zwischen +1 an.)

Satz D2.5. Sei f: D — R eine Funktion, deren Defi-
nitionsbereich D C R offen ist. Die Funktion f ist stetig
genau dann, wenn das Urbild f~Y(U) jeder offenen Men-
ge U C R offen ist.

Beweis. Sei f stetig. Betrachten wir das Urbild f~(U)
einer offenen Menge U C R. Sei x € f~1(U), d.h., y :=
f(z) € U. Weil U offen ist, gibt es € > 0 mit B.(y) C U.
Weil f stetig ist, gibt es zu diesem ¢ ein §; > 0, so dass

£(Bs,(z) N D) C B:(y) C U.

Das heifit, Bs, (z) N D C f~1(U). Weil D offen ist, gibt
es 0z > 0, so dass Bs,(x) C D. Fiir 6 := min(d1,d2) > 0
gilt deshalb Bs(z) C f~Y(U).

Umgekehrt, seien die Urbilder aller offenen Mengen
offen. Betrachten wir die Stetigkeit von f in z € D.
Wir setzen nochmal y := f(z). Fiir jedes ¢ > 0 ist
f_l(BE(y)) offen und enhélt z. Deshalb gibt es 6 > 0

mit Bs(x) C f~1(B:(y)), dh., f(Bs(x)) C Be(y). O

Bemerkung D2.6. Topologie ist der Fachbereich, der sich
mit stetigen Abbildungen im Allgemeinen beschéftigt.
Diese Eigenschaft, dass die Urbilder von offenen Mengen
offen sind, wird da als Definition fiir Stetigkeit benutzt.

Fiir T C D heifit f|r: T — R die Beschrinkung von f
auf T, definiert durch f|r(¢) := f(¢) fiir alle t € T.

Wie man von der Definition sieht, ist Stetigkeit eine
lokale Eigenschaft. Falls f stetig ist, so ist auch die Be-
schrinkung f|r auf jede Teilmenge T' C D stetig. Umge-
kehrt gilt folgendes.

Satz D2.7. Sei D = J,c4 Ua C R die Vereinigung der
offenen Mengen U,. Sei f: D — R eine Funktion. Falls
flu., fiir jedes o € A stetig ist, dann ist f stetig auf D.

Beweis. Sei V' C R offen. Wir wollen zeigen, dass f~1(V)
offen ist. Sei p € f~1(V) C D. Dann gibt es a € A mit
p € Ua. Weil fly, stetig ist, ist f|;' (V) = f~1 (V)N U,
offen. Deshalb gibt es ¢ > 0 mit B.(p) C f~1(V)NU, C
fHV). u
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Bemerkung D2.8. Es ist hier sehr wichtig, dass die Men-
gen U, offen sind. Zum Beispiel setzen wir A := {0,+1}
mit Uy := {z > 0}, Uy := {0}, U_1 := {z < 0}. (Hier
sind Uy, offen, Uy aber nicht.) Dann gilt | JU, = R. Die
Funktion f(z) = sgnz ist nicht stetig in 0. Jede der drei
Beschrinkungen f|y, ist doch stetig.

Nur dann, wenn T offen ist, impliziert die Stetigkeit
von f|r, dass f in jedem t € T stetig ist.

Ende der Vorlesung 2008 Mai 20

D3. Grenzwerte

Definition D3.1. Fiir p € R und € > 0 heif3t

BX(p) :== Be(p) ~ {p} ={z: 0 < |z —p| < ¢}

der punktierte e-Ball um z. Ein Punkt p € R heifit ein
Haufungspunkt von der Teilmenge D C R, falls in jedem
punktierten Ball um p Punkte von D liegen, d.h., falls

Ve >0 BI(p)ND #0.

Lemma D3.2. Sei f: D — R eine Funktion auf D und
seien p,a € R. Wir definieren g: DU {p} — R wie folgt:

ole) = {f,(x),

(Man kinnte g eine Erweiterung bzw. eine Anderung
von f nennen, falls p ¢ D bzw. p € D.) Falls p kein
Hiufungspunkt von D ist, dann ist g stetig in p (un-
abhingig vom Wert a = g(p)).

Tr=Dp,
x €D, x#p.

Beweis. Weil p kein Haufungspunkt ist, gibt es § > 0, so
dass B;(p) N D = (). Das heifit,

9(Bs(p) N (D U{p})) = g({p}) = {a},

welches natiirlich fiir jedes ¢ eine Teilmenge von B.(a)
ist. O

Definition D3.3. Sei f : D — R und sei p ein Haufungs-
punkt von D. Wir sagen, dass a € R der Grenzwert von
f(z) fiir x — p ist, und schreiben

lim f(x) =a € R oder

Tr—p

f(x) — a fiir © — p,

falls folgendes gilt:
Ve>0 36>0 f(B5(p)ND)C Bea).

Bemerkung D3.4. Der Punkt p muss nicht im Definitions-
bereich D liegen. Auch im Falle p € D hat der Grenzwert
lim,_,, f(z) gar nichts mit dem Wert f(p) zu tun. Der
Grenzwert wird durch Werte in punktierten Biéllen de-
finiert, d.h., durch Werte in Punkten nah zu aber nicht
gleich p.

Bemerkung D3.5. Sei g die Erweiterung bzw. Anderung
von f durch g(p) := a (wie im Lemma oben), wobei p
jetzt ein Haufungspunkt von D ist. Die Funktion g ist
genau dann in p stetig, wenn f(z) — a fir z — p.

Beispiel D3.6. Sei D = {x € R: 2 > 0 oder x = —1}.
Sei f: D — R die Beschrinkung f = sgn|p der Si-
gnumfunktion auf D. Dann gilt lim, ¢ f(z) = 1. Weil
—1 kein Haufungspunkt von D ist, bleibt der Ausdruck
lim,_, 1 f(z) undefiniert.

Beispiel D3.7. Sei f: R — R stetig, und sei g die Ande-
rung von f, wobel wir g(0) := a # f(0) setzen. Dann ist
g in 0 unstetig. Es gilt lim, ¢ g(z) = f(0).

Lemma D3.8. Sei f: D — R, seia € R und sei p ein
Hdiufungspunkt von D. Es gilt lim,_,, f(z) = a genau
dann, wenn fiir jede Folge (x,,) in D~ {p} mit Grenzwert
p € R gilt lim, o f(xn) = a.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, lim,_,, f(z) = a. Sei
(2,,) eine Folge in D ~\ {p} mit Grenzwert p. Zu jedem
€ > 0 gibt es ein § > 0 mit

f(B;(p) N D) = f(Bs(p) N (D~ {p})) C B.(a).

Weil z,, — p, liegen fast alle x,, in Bs(p) und deshalb
in Bs(p) N (D ~ {p}). Daher gilt f(z,) € B:(a) fiir fast
alle n. Weil ¢ beliebig war, gilt also f(z,) — a.

Umgekehrt, falls lim,_,, f(z) = a nicht gilt, wollen
wir eine Folge x,, — p mit f(z,) /4 a finden. Dass a kein
Grenzwert von f ist, heiflt, es gibt € > 0, so dass fiir kein
0> 0 gilt

f(B;(p)N D) C Be(a).

D.h., zu jedem n € N kénnen wir § := 1/, nehmen und
ein z, € By, (p)ND mit f(z,) ¢ B:(a) finden. Dadurch
haben wir die Folge (x,,) definiert. Weil |z,,—p| < 1/,, gilt
xn — p. Weil f(x,) ¢ B:(a), konvergiert f(z,) sicherlich
nicht gegen a. O

Bemerkung D3.9. Hier am Ende haben wir die archi-
medische Eigenschaft der reellen Zahlen benutzt. Diese
Charakterisierung von Stetigkeit mittels Konvergenz von
Folgen gilt zwar in jedem metrischen Raum, nicht aber
in jedem topologischen Raum.

Bemerkung D3.10. Eine Funktion f : D — R ist genau
dann stetig in p € D, wenn fiir jede Folge (x,,) in D mit
zn — p gilt f(zn) — f(p).

Satz D3.11. Seien f: D — E C R und g: E — R

Funktionen. Falls f stetig in p € D ist und g stetig in
f(p) € E ist, dann ist die Komposition go [ stetig in p.

Beweis. x, > p = yn = f(xn) — f(p) = g(yn) =
go f(xn) = go f(p). N

Satz D3.12 (Rechenregeln). Seien f,g: D — R
Funktionen auf D C R und sei p ein Hdufungspunkt
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von D. Falls lim,_., f(z) und lim,_., g(z) existieren,
dann gelten

lim (f ig) (x) = alcllg) f(z) + lim g(z),

T—p T—p
lim (f - g)(z) = lim f(z)- lim g(z).
T—p T—p T—p

Die Funktion f/, ist auf der Menge D' := {x € D :
g(x) # 0} definiert. Falls p ein Hiufungspunkt von D’
ist, gilt

lim (/9) (@) = lim, f(2) / Tim g(). O

Korollar D3.13. Seien f,g: D — R stetig in p € D.
Dann sind auch f+g und f-g stetig in p. Falls g(p) # 0,
ist auch Ty stetig in p. O

Definition D3.14. Das Polynom p: R — R von Grad
n € N mit Koeffizienten a € R (wobei k =0,...,n und
an # 0) ist die Funktion

n
p(x) = Z apxh.
k=0

Korollar D3.15. Jedes Polynom p: R — R ist stetig.
O

Definition D3.16. Sei f : D — R eine Funktion und
sei p € R ein Haufungspunkt von D. Falls fiir jedes § > 0
gilt

{reD:p—0<xz<p}#0,

sagen wir, p ist ein linksseitiger Haufungspunkt von D.
Sei p ein linksseitiger Haufungspunkt. Wir sagen, a € R
ist der linksseitige Grenzwert von f(z) fir x — p, falls

Ve>030>0 z€D,p—-d<z<p = |f(x)—a|<e.
Dazu schreiben wir

lim f(z) = lim f(z) = a.

T—p~ x,/'p
Entsprechend werden rechtsseitige Haufungspunkte und
der rechtsseitige Grenzwert

1 m ’ - 1 m ’
deﬁnler( .

Beispiel D3.17. Die Signumfunktion hat in 0 die einsei-
tigen Grenzwerte

lim sgnz = —1, lim sgna = +1.

z—0~ z—0t
Bemerkung D3.18. Sei f: D — R und sei p ein links-
und rechtsseitiger Hiufungspunkt von D (z.B. ein innerer
Punkt von D). Dann existiert lim,_,, f(z) genau dann,
wenn die links- und rechtsseitige Grenzwerte beide exi-
stieren und gleich sind:

lim f(z)= lim f(z).

T—p~ z—pt

Ende der Vorlesung 2008 Mai 26

D4. Die erweiterten reellen Zahlen
a. Definition

Wir wissen, jede beschridnkte Folge in R hat einen
Haufungspunkt (d.h., hat eine konvergente Teilfolge).
Ahnlich hat jede nichtleere und beschriinkte Teilmenge
in R sowohl Supremum als auch Infimum. Um &hnliche
Eigenschaften auch fiir unbeschrinkte Folgen und Teil-
mengen zu haben, ist es oft hilfreich, die reellen Zahlen
zu erweitern auf

R:=RU {400, —oc}.

Hier sind +oo zwei zuséztliche Elemente, die keine reelle
Zahlen sind. Auf R kénnen wir die totale Ordnung <
erweitern:

—o0 <z <400 fiir alle z € R.

Die arithmetische Verkniipfungen koénnen hingegen nur
teilweise erweitert werden, insbesondere ist R kein Ring
oder Korper. Die Ausdriicke

+00-0, i;’o’ i
+oo 0

00 — 00,

bleiben undefiniert. Wir setzen
o r 4 00 := 400 fiir —co < z € R,
o — 00 := —o0 fiir +00 >z € R,
o +00-x:= 400 fiir 0 < z € R,
o 100z := Foo fiir 0 >z € R,
e 7/ . :=0firzeR.

Fiir uns ist eher nur die Ordnung auf R interessant.
Mit der Anerkennung, dass manche Ausdriicke undefi-
niert sind, kann man aber auf R Arithmetik etwa wie
gewOhnt durchfiirhen. Das Distributivgesetz sagt z.B.,
a(b+ ¢) = ab + ac im Sinne, dass entweder beide Sei-
ten definiert und gleich sind oder Beide undefiniert sind.

Lemma D4.1. In der total geordneten Menge R hat jede
Teilmenge T C R ein Supremum und ein Infimum.

Beweis. Wir zeigen nur, dass T ein Supremum hat. In je-
dem Fall ist 400 eine obere Schranke fiir T'. Falls +0co0 € T
ist diese auch die kleinste und supT = +oco. Sonst set-
zen wir T/ := TNR = T ~ {—oo} und behaupten,
supT = supT’. Es gilt supT’ € R, falls 7" nichtleer
und nach oben (durch z € R) beschriankt ist; es gilt
supT’ = +o0, falls T’ nach oben unbeschrinkt ist; und es
gilt supT’ = —oo, falls T” leer ist. In jedem Fall existiert
supT’ € R. O

Bemerkung D4.2. Es gilt supT = +o00 genau dann, wenn
T keine obere Schranke x € R hat (z.B., wenn +oc0 € T').
Es gilt supT = —oo genau dann, wenn 7' C {—o0}.
Bemerkung D4.3. Wir sagen, o0 ist ein Hiufungspunkt
von T, falls sup (T ~ {+oo}) = +o0o. Entsprechendes gilt
flir —oo.
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b. Konvergenz

Definition D4.4. Sei (a,) eine Folge in R. Falls fiir jede
reelle Zahl z € R gilt a,, > z (bzw. a,, < z) fiir fast alle n,
sagen wir a,, — 400 (bzw. a, — —00).

Lemma D4.5. Jede monotone Folge in R hat einen
Grenzwert in R.

Beweis. Sei (a,) monoton steigend. Falls (a,) die kon-
stante Folge a,, = —oo ist, konvergiert sie gegen —oo.
Sonst gilt wegen der Monotonie a,, > —oo fiir fast al-
le n. Falls (a,) durch € R beschrinkt ist, hat sie
einen Grenzwert in R. Sonst gibt es zu jedem z € R
ein ng € N mit a,, > x. Weil (a,,) monoton ist, gilt dann
ap, > x fiir alle n > ng. Das heifit (per Definition), dass
a, — +oo. O

Korollar D4.6. Jede Folge in R hat eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Wir haben schon gezeigt, jede Folge hat eine mo-
notone Teilfolge. Vom Lemma konvergiert diese. O

Fiir eine reelle Funktion f: D — R koénnen wir nun
unendliche Grenzwerte und Grenzwerte in Unendlich de-
finieren. Sei p € R ein Hiufungspunkt von D. Das heift,
es gibt (mindestens) eine Folge (x,,) in D~{p} mit Grenz-
wert p. Dann sagen wir lim,_,, f(z) = a € R, falls fiir
jede solche Folge (z,,) gilt lim f(z,) = a.

Falls p, a € R, haben wir schon gezeigt, diese Definition
stimmt mit der Ursprunglichen iieberein.

Beispiel D4.7. Fiir k € NT betrachten wir die Funktion
r — 2F. Bs gilt lim, o 2% = +oo. (Falls z, — +oo
gilt 2% — +o0, weil 2k > z,, fiir z,, > 1.)
Beispiel D4.8. Es gilt lim, o 1/,2 = 4o00.

Wir kénnen auch einseitigen Grenzwerten definieren.
Zum Beispiel gilt
im 1/,3 = —c0,

x—0~

lim 1/.3 = +o00
r—0t /x ’

was bedeutet, lim,_,o 1/,3 existiert nicht.
Bemerkung D4.9. Die Rechenregeln fiir

lim (f£9)(@), lim (f-9)()

gelten auch dann, wenn p bzw. die Grenzwerte unend-
lich sind. Dabei muss man aber die Existenz vorausset-
zen nicht nur von den beiden Grenzwerten lim f und lim g
sondern auch von deren Summe bzw. Differenz bzw. Pro-
dukt. Es gilt auch

lim f(z) =0 <= lim

T—Dp Tr—p

= 4-00.

1
f(z)
Beispiel D4.10. Seien f(x) := z und g(z) := x + ¢. Wir
betrachten Grenzwerte fiir + — +o00. Es gelten f — +o0
und g — +o00. Aus den Rechenregeln kénnen wir f +
g — 400 und fg — +oo schliefen. Die Regeln geben
aber keine Auskunft iiber die Grenzwerte von f — g und
f/g. (Natiirlich kénnen wir auf andere Weise zeigen, dass

f—g—cund f/g—1.)

c. Limes superior und inferior

Sei (ay,) eine Folge in R. Wir definieren die monoton
fallende Folge s, := sup{ar : k > n}. Dann existiert
immer der Limes superior von (ay,),

lim a, :=limsupa, := lim s, € R.
n—oo n—00 n—oo

Entsprechend definiert man den Limes inferior,

lim a, = liminfa, € R.

n—oo n—oo

Bemerkung D4.11. Sei H C R die Menge aller Haufungs-
punkte von (a,). Dann gelten lima, = infH und
lima, = sup H. (Weil diese zu H gehéren, kann man
auch min H und max H schreiben.) Die Folge (a,) hat
einen Limes genau dann, wenn

lima,, = lima,.
Bemerkung D4.12. Ahnlich definiert man lim sup fiir re-

elle Funktionen. Sei f: D — R und p ein Hiufungspunkt
von D. Dann gilt per Definition

lim f(z) := 5hr(I)1+ sup f(Bs(p) N D).
Zum Beispiel gelten

lim sin 1/, = —1,

lim sin 1/, = +1.
z—0 z—0

Es existiert lim,_,, f(x) genau dann, wenn

lim f(x) = T f(a).

T—p Tr—p

Ende der Vorlesung 2008 Mai 27

D5. Intervalle und Monotonie
a. Intervalle

Definition D5.1. Sei X eine total geordnete Menge und
seien a,b € X. Wir definieren folgende Teilmengen in X:

={reX:a<z<b}
[ ={re X :a<z<b}
(a,b) :={z € X :a<x<b}

—
8

[a,b] :={r € X :a <z <D},

b
b

S

)

Der interessanteste Fall ist a < b. Fiir a > b gilt ndmlich
(a,b) = [a,b) = (a,b] = 0 und fiir @ > b auch [a,b] = 0.
Fiir a = b gilt [a,a] = {a}, eine einelementige Menge.

Bemerkung Db5.2. Die franzosische Schreibweise — wo
man |a, b[ fiir (a,b) usw. schreibt — hat sich unter Ma-
thematikern nie so richtig durchgesetzt.
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Definition D5.3. Sei X eine total geordnete Menge.
Eine Teilmenge I C X heifit ein Intervall, falls

z,y €l = [z,y] C I

(Das heifit, T' enthélt mit je zwei Punkten auch alle da-
zwischen liegenden.)

Lemma D5.4. Sei I C X ein Intervall, welches ein
Infimum a := inf I und ein Supremum b := sup I besitzt.
Falls a > b, gilt I =0, und falls a = b, gilt [ = [a,a] =
{a}. Falls a < b, gilt entweder

I=lab), I=lab), I=(ab], oder I=/(ab),
abhdngig davon, ob a bzw. b Elemente von I sind oder
nicht.

Beweis. Auch ohne die Bedingung, dass I ein Intervall
ist, gilt erstens sup I < inf I nur dann, wenn I = (), und
zweitens sup I = inf I nur dann, wenn I eine einelemen-
tige Menge ist.

Sei jetzt a ;= inf I < sup I =: b. Weil a bzw. b Schran-
ken fiir I sind, gilt I C [a,b]. Weil I ein Intervall ist,
zeigen wir zunichst, dass (a,b) C I: Sei z € (a,b), d.h.,
a <z <b Esgibtpel mita<p< x, sonst wire x
eine untere Schranke grésser als a. Ahnlich gibt es ¢ € T
mit z < ¢ < b. Weil p,q € I und I ein Intervall ist, gilt

z€pq CI
Wir haben (a,b) C I C [a,b]. Es bleiben nur die vier
aufgelisteten Moglichkeiten. O

Bemerkung D5.5. Jedes Intervall I C R hat Supremum
und Infimum, was heifit, das Lemma gilt fiir I.

Definition D5.6. Seien a,b € R. Das Intervall (a,b) C
R nennt man ein offenes Intervall, weil es eine offene
Teilmenge ist. Dan Intervall [a,b] nennt man ein abge-
schlossenes Intervall. (Im Fall a,b € R ist es eine ab-
geschlossene Teilmenge von R. Die Halbgeraden [a, 4+00)
und (—oo,b] und die Gerade R = (—o0, +00) sind zwar
auch abgeschlossene Teilmengen aber keine abgeschlosse-
ne Intervalle.) Die Intervalle (a,b] oder [a,b) nennt man
halboffen.

b.  Monotonie

Definition D5.7. Seien X und Y total geordnete Men-
gen. Eine Abbildung f: X — Y heifit dann

e monoton steigend, wenn f(z) < f(z'),

e monoton fallend, wenn f(xz) > f(z'),

e streng monoton steigend, wenn f(x) < f(z'),
e streng monoton fallend, wenn f(z) > f(z'),

jeweils fiir alle x < 2’ € X.

Bemerkung D5.8. Im Fall X = N ist f eine Folge in Y.
Diese Definition stimmt mit der Bisherigen iiberein.

Lemma D5.9. FEine streng monotone Abbildung Sei
f: X — Y eine streng monotone Abbildung. Dann ist
[ ingektiv. Auf f(X) CY gibt es also eine Umkehrabbil-
dung

(X)) = X.
Diese ist auch streng monoton. ]

Beispiel D5.10. Sei I := [—1, 1] das abgeschlossene Inter-
vall. Sei die streng monoton steigende Funktion f: I — R
durch f(z) := x + sgnx definiert. In jedem Punkt p # 0
ist f stetig, in O jedoch nicht. Das Bild von f ist J :=
f([-1,1]) = [-2,-1) U {0} U (1,2]. Die Umkehrfunktion
g := f~': J — R ist stetig und streng monoton steigend.
Wir haben g(z) = « — sgn« fiir alle z € J. (Die Formel
x — sgnx definiert auch eine Funktion h: R — R, die
weder stetig noch monoton ist.)

g=f" L

s

Der folgende Satz zeigt, dass die Stetigkeit von g zu
erwarten ist, weil I ein Intervall ist. Umgekehrt konnen
wir den Satz auf g nicht anwenden, weil T" kein Intervall
ist. Deshalb darf f = ¢! unstetig sein.

Satz D5.11. Sei I C R ein Intervall und sei f: I — R
streng monoton. Die Umkehrfunktion f=1: f(I) — I C
R ist dann stetig.

Bemerkung D5.12. Die Funktion f muss nicht stetig sein.

Beweis. Sei f (0.B.d.A.) streng monoton steigend. Sei
q= f(p) € f(I). Um zu zeigen, dass f~! in ¢ stetig ist,
sei € > 0 gegeben. Wir miissen § > 0 finden, so dass fiir
alle y = f(z) € f(I) gilt

ly—ql<d = |o—pl=|f"y -] <e

Sei p zunéchst ein innerer Punkt von I. Dann gibt es
re Elmitp—e<a_ <p<zy <p+e Wel f
streng monoton steigend ist, gilt f(z_) < ¢ < f(zy).
Wir setzen

0 :=min(q — f(z-), f(z+) — q).
Dann gilt (wie gewiinscht)
ly—al <0 = ye (flz-), fla4))
= zc(z_,zy) = |z—p|<e.

Falls p ein Endpunkt von [ ist, benutzen wir [p, ) bzw.
(z_,p] bzw. [p, p] anstelle von (x_, z). (Hier ist es wich-
tig, dass I ein Intervall ist.) O
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Beispiel D5.13. Sei k € N*. Die Funktion x — z* ist eine
streng monoton steigende Abbildung [0, +00) — [0, +00).
Die Umkehrfunktion schreibt man = — ¥z oder = +—
x1/%_ Sie ist auch stetig und streng monoton steigend.

Ende der Vorlesung 2008 Juni 2

D6. Zwischenwertsatz

Satz D6.1 (Zwischenwertsatz). Sei I C R ein Inter-
vall und sei f: I — R stetig auf I. Dann ist das Bild
f(I) ein Intervall. Das heifst, f nimmt jeden Wert an,
der zwischen zwei Funktionswerte f(a) und f(b) liegt.

Beweis. Sei y ein dazwischen liegender Wert, f(a) <y <
f(b). Wir nehmen (0.B.d.A.) an, a < b. Sei S := {z €
[a,b] : f(z) < y}. Die Teilmenge S C R ist nach oben
(durch b) beschrankt und ist nicht leer (weil a € 5).
Damit existiert ¢ :=sup S € [a, b].

Wir behaupten, f(c¢) = y. Falls nicht, setzen wir € :=
|f(c) —y| > 0. Weil f in c stetig ist, gibt es dazu ein
§ > 0, so dass fiir [z —¢[ < 6 gilt |f(z) — f(c)] < e.
Im Fall f(c) < y heiit das, f(z) < y fir x € Bs(c).
Daher liegt * € S und ¢ wire kein obere Schranke. Im
Fall f(c) > y heifit es, f(z) > y fir x € Bs(c).. Damit
wire ¢ — ¢ eine kleinere obere Schranke. O

Korollar D6.2. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion
mit f(a)f(b) < 0. Dann hat f eine Nullstelle x € [a,b],
d.h., f(x)=0. O

Korollar D6.3 (Fixpunkt). Seien a < b € R und sei
f:a,b] — [a,b] stetig. Dann hat f einen Fizpunkt x =
f().

Beweis. (Aufgabe.) O

Bemerkung D6.4. Die Verallgemeinerung auf héhere Di-
mensionen heiflt der Fixpunktsatz von Brouwer: Jede
Selbstabbildung auf [0, 1]™ hat einen Fixpunkt.

Korollar D6.5. Sei f: R — R stetig und beschrdnkt.
Dann hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Sei f durch £C beschrankt. Dann ist mit f
auch ihre Beschriankung auf [—C,C] eine Abbildung in
[-C,C]. O

Bemerkung D6.6. Sei K ein Kreis. Zu jedem punkt
x € K gibt es einen antipodischen (genau gegeniiber
liegenden) Punkt z*. Sei f: K — R stetig. (Ein Bei-
spiel einer stetigen Funktion auf einem Kreis wire die
jetzige Temperatur entlang dem Aquator.) Wenn wir
g(z) = f(x) — f(z*) als periodische Funktion R — R
betrachten, sehen wir, g hat eine Nullstelle, d.h., es gibt
z mit f(x) = f(z*).

Der Satz von Borsuk-Ulam ist eine eine Verallgemei-
nerung auf hohere Dimensionen, die wichtig in der To-
pologie ist. Seien f und g zwei stetige Funktionen (z.B.
Temperatur und Luftfeuchtigkeit) auf der Erdoberfléiche.
Dann gibt es antipodische Punkte x, 2* mit f(z) = f(z*)
und g(x) = g(a*).

Satz D6.7. Eine injektive und stetige Funktion auf ei-
nem Intervall ist streng monoton.

Definition D6.8. Seien a,b € R. Die lineare Interpo-
lation zwischen a und b ist die Funktion ¢2: [0,1] — R
mit £ (¢) := (1 — t)a + tb. Damit gelten £(0) = a und
¢5(1) = b. Das Bild £2([0,1]) ist das abgeschlossene In-
tervall mit Endpunkten a und b.

Beweis. Sei f: I — R stetig auf dem Intervall 1. Wir
nehmen an, f ist nicht streng monoton, und beweisen, f
ist nicht injektiv. Dass f nicht streng mononton fallend
ist, heift, es gibt a < o’ € I mit f(a) < f(a’). Wir diirfen
annehmen, f(a) < f(a’), weil sonst f offensichtlich nicht
injektiv ist. Weil f nicht streng monoton fallend ist, gibt
es dhnlich auch b < ¥ € I mit f(b) > f(V'). Wir inter-
polieren zwischen diesen beiden Paaren: sei g: [0,1] — R
die Funktion

FEa(t)) = £(€(0))
= f((1=t)a+1tb) — f((1 —t)a’ +tb').

g(t) :

Es gelten

9(0) = f(a) = f(a') <0,  g(1) = f(b) — f(b') = 0.

Also nach dem Zwischenwertsatz gibt es t € [0,1] mit
g(t) = 0, was heiBt, f((%(t)) = f(ﬁg/, (t)). Es gilt aber
2o (t) < £2(t), weil a < @’ und b < . Damit ist f nicht
injektiv. O

D7. Kompaktheit
a. Definition

Lemma D7.1. Seien T' C R und © € R. Es gibt genau
dann eine Folge (ay,) in T mit an, — x, wenn xz € TUIT,
d.h., wenn x kein innerer Punkt von R T ist.

Beweis. Falls z ein innerer Punkt von R\T ist, dann gibt
es € > 0 mit B.(x) C R\ T. Eine Folge (a,) in T bleibt
ausserhalb B (z) und kann nicht gegen x konvergieren.
Umgekehrt, falls  kein innerer Punkt von R \ T ist,
gibt es zu jedem n € N (mit € = 1/,) ein a,, € T, so dass
la, — x| < 1/,. Dann konvergiert a,, — . O

Korollar D7.2. FEine Teilmenge T' C R ist genau dann
abgeschlossen, wenn der Grenzwert zu jeder konvergenten
Folge in T auch in T liegt.

Beweis. Vom Lemma sind die moglichen Grenzwerte ge-
nau die Punkte in T'U 9T'. Diese gleicht T genau dann,
wenn 1" abgeschlossen ist. O

Definition D7.3. Eine Teilmenge T" C R heiflt folgen-

kompakt, falls jede Folge (a,,) in T eine konvergente Teil-
folge hat, deren Grenzwert in T liegt.
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Satz D7.4 (Bolzano—Weierstraf}). FEine Teilmenge
T C R ist genau dann folgenkompakt, wenn sie abge-
schlossen und beschrdnkt ist.

Beispiel D7.5. Seien a,b € R. Das abgeschlossene Inter-
vall [a, b] ist folgenkompakt. Deshalb nennt man es auch
ein kompaktes Intervall.

Beweis. Sei T' C R abgeschlossen und beschrankt und sei
(an) eine Folge in T'. Als beschrinkte reelle Folge hat sie
eine Teilfolge (a,, ), die gegen = € R konvergiert. Weil T
abgeschlossen ist liegt € T' (vom zweiten Lemma).
Umgekehrt betrachten wir zwei Fille. Erstens, sei T
(0.B.d.A. nach oben) unbeschrinkt. Zu jedem n € N
wéahlen wir a, € T mit a,, > n. Diese Folge hat keine
konvergente Teilfolge. Zweitens, sei T nicht abgeschlos-
sen. Dann gibt es € 0T \ T und (vom ersten Lemma)
eine Folge (a,) in T, die gegen z konvergiert. Jede Teil-
folge konvergiert auch gegen = ¢ T. O

Ende der Vorlesung 2008 Juni 3

b. Stetige Funktionen auf Kompakten Mengen

Wir betrachten jetzt ein paar Sitze {iber eine stetige
Funktion f: K — R, deren Definitionsbereich K C R
folgenkompakt ist. Weil der wichtigste Fall K = [a, b] ist,
wird in manchen Biichern nur diesen Fall erwéhnt.

Satz D7.6. Sei K C R folgenkompakt und sei f: K — R
stetig. Dann ist f(K) C R auch folgenkompakt.

Beweis. Sei (by,) eine Folge in f(K). Wir wéhlen a,, € K
mit f(an) = b,. Weil K folgenkompakt ist, hat (a,) eine
Konvergente Teilfolge a,, — =z € K. Weil f stetig ist,
gilt f(an,) — f(z), d.h., die Teilfolge (b,,) konvergiert
in f(K). O

Der nichste Satz stammt 1861 von Karl Weierstraf3.

Satz D7.7. Sei 0 # K C R folgenkompakt und sei
f: K — R stetig. Dann nimmt [ auf K sein Minimum
und Mazimum an, insbesondere ist f auf K beschrdankt.

Beweis. Vom ersten Satz ist die Menge f(K) folgenkom-
pakt, d.h., abgeschlossen und beschrinkt. Weil sie nicht
leer und beschrankt ist, gilt sup f(K) € 0f(K) C R. Weil
sie abgeschlossen ist, ist dann sup f(K) € f(K) ein Maxi-
mum. Entsprechendes gilt auch fiir inf f(K) € f(K). O

Definition D7.8. Eine Funktion f: D — R heifit dann
gleichmdfig stetig auf D, falls

Ve>0 36§>0 VzxeD VyeD
|z —yl <6 = [f(z) - fW)l <e.

Bemerkung D7.9. Das f stetig auf D ist, heifit dassel-
be — nur mit “3d6 > 0” und “Yx € D” getauscht. Da
darf § von = abhéngen. Hier muss ¢ unabhéngig von x
(oder “gleichméBig” fiir alle ) gewéhlt werden kénnen.
(Natiirlich héngt § immer noch von € ab.)

Bemerkung D7.10. Wie wichtig der Begriff “gleichméfig
stetig” eigentlich ist, sehen wir erst spéter, z.B. bei der
Integralrechnung.

Beispiel D7.11. Sei f: (0,+00) — R die Funktion z —
1/.. Dann ist f auf (0,400) zwar stetig aber nicht
gleichméfig stetig. Fiir jedes a > 0 ist die Beschrinkung
flja,+00) gleichmaBig stetig (auf [a, +-00)).

Satz D7.12. Sei K C R folgenkompakt und sei f: K —
R stetig. Dann ist f gleichmdfSig stetig auf K.

Beweis. Wir nehmen an, f ist nicht gleichméfig stetig.
Das heifit, es gibt ¢ > 0, so dass kein gleichméfiges 0
existiert. Insbesondere, fiir jedes n € N™ geht es mit § =
1/, nicht, d.h., es gibt =, vy, € K mit

Weil K folgenkompakt ist, gibt es eine konvergente Teil-
folge x,, — p € K. Weil

|z — yn| < 1/, aber |f(xn) —

|=T'n,;c - ynk| < 1/’!“),;C - 07

konvergiert auch y,, — p. Weil f stetig ist, gilt
Jm f(zn) = f(p) = lHm f(yn,).
Dieses widerspricht |f(z,) — f(yn)| > &. O

Bemerkung D7.13. In der Topologie dient Kompaktheit
oft als Ersatz fiir Endlichkeit. (Eine Funktion auf eine
endliche Menge hat trivialerweise ein Maximum. Kom-
paktheit des Definitionsbereiches reicht aus, dasselbe zu
schlieffen.) Man kann auch sagen, Kompaktheit erlaubt
uns, aus lokaler Information (Stetigkeit) globale Eigen-
schaften (Existenz eines Maximums bzw. gleichmifige
Stetigkeit) herzuleiten.
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E. ABLEITUNGEN

E1l. Differenzierbare Funktionen

Wir glauben, die Welt ist deterministisch. (Oder: auch
wenn wir dies philosophisch nicht glauben, machen wir
sowieso in den Naturwissenschaften als ob ....) Deshalb
haben die Gesetze der Naturwissenschaften oft folgende
Form: die Anderungen eines Systems werden als Funkti-
on des jetzigen Zustands beschrieben. Das Newton’sche
Gesetz sagt, z.B., dass eine Kraft auf einem Objekt be-
wirkt eine Anderung dessen Geschwindigkeit.

Mathematisch werden solche Anderungen durch Ab-
leitungen von Funktionen betrachtet. Geschwindigkeit ist
die Ableitung der Position (beziiglich der Zeit); Beschleu-
nigung ist die Ableitung der Geschwindigkeit. Das heift,
die allermeisten physikalischen Gesetze werden als Diffe-
rentialgleichungen geschrieben.

Die Stetigkeit einer Funktion f in einem Punkt p
kann man wie folgt verstehen: die konstante Funktion
x — f(p) ist eine gute Approximation fiir f. Genauer
ausgedriickt, wie klein auch immer die Fehlertoleranz (¢)
sein mag, gibt es immer eine hinreichend kleine (4-) Um-
gebung von p, auf der die Funktionswerte f(z) innerhalb
der Toleranz um die Konstante f(p) liegen.

FEine Konstante ist ein Polynom von Grad 0. Wir er-
warten, dass viele Funktionen noch besser approximier-
bar sind, wenn wir Polynome von hcherem Grad erlau-
ben. Zunéchst betrachten wir Polynome vom Grad (klei-
ner gleich) 1, d.h. (affin) lineare Funktionen der Form
g: x— ar+b.

Natiirlich legen wir jetzt einen hoheren Standard fiir
die Approximation an. Fiir |h| < § verlangen wir, dass die
Differenz g(p+h)— f (p+h) nicht nur kleiner als £ sondern
kleiner als e |h| ist. Der Graph von g — eine Gerade — ist
die Tangente zum Graphen von f im Punkt (p, f(p)).
Dessen Steigung a heifit die Ableitung von f in p.

Um diese ndher zu betrachten machen wir eine all-
gemeine Voraussetzung fiir die kommenden Wochen: sei
I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt. Wir be-
trachten Funktionen f: I — R und deren Eigenschaften
um einen Punkt p € 1.

Definition E1.1. Die Funktion f heifit differenzierbar
in p, falls

f'(p) = lim f@) = fp) _ ) Lo th) = fp)

eR
T—p r—p h—0 h

existiert. Dann heifit f'(p) die Ableitung von f in p.

Beispiel E1.2. Sei f: x +— ax+D0 eine affin lineare Funkti-
on. In diesem Fall ist jeder Differenzenquotient %ﬁ(p)
gleich die Steigung a. Das heifit, der Limes existiert im-

mer, und f/(p) = a fiir alle p.
Bemerkung E1.3. Man schreibt auch
df (x)

“dr = fl(x)

fiir die Ableitung. Diese Schreibweise ist besonders be-
quem, wenn eine Funktion (z.B. z — 3) noch keinen
Namen (etwa f) hat. Man schreibt auch manchmal 4 /y,.,
obwohl diese (streng gesehen) nicht konsequent ist.

Beispiel E1.4. Die Abbildung x + 22 ist in jedem Punkt
x € R differenzierbar mit dz°/;, = 322. Es gilt ndmlich

}llir% F((x+h)?—a®) = %in% +(3z%h + 3zh* + h?)

Jim (32 + 3zh + h*) = 32°.

Lemma E1.5. Falls f differenzierbar in p ist, dann ist
f stetig in p.

Beweis. Fiir x — p gilt

f(@) — f(p)
T —p

f@)- o) = ( )(z=p) = f'(»)-0=0. O
Beispiel E1.6. Die stetige Funktion f: z +— |2| ist in je-
dem Punkt z # 0 differenzierbar mit f'(z) = sgnx. Sie
ist aber in 0 nicht differenzierbar, weil der Differenzen-
quotient (Il =0)/, gleich sgn h ist. In diesem Fall gibt es
links- und rechtsseitige Ableitungen

1 (0) := lim_|klfy = li h=+1.
f1(0) = lim A/, = lim sgn

Hier kann man sagen, f'(0) existiert nicht, weil die einsei-
tigen Ableitungen nicht gleich sind. (Die Ableitung f'(z),
die fiir « # 0 definiert ist, hat ein Sprung um z = 0.)

Beispiel E1.7. Die Funktion x — ¥z ist differenzierbar
in jedem z # 0 aber nicht in = 0. Hier existiert zwar

3/
lim\f 0

20 ,’L‘—O :+OO€R7

die Definition erlaubt aber nicht, dass eine Ableitung un-
endlich ist.

Bemerkung E1.8. In der Physik gibt es viele Grofien, die
abhéngig von der Zeit sind. Normalerweise schreibt man
t fiir die Zeit (time auf Englisch). Die Ableitung einer
Funktion f(t) schreibt man meist mit einem Punkt an-
stelle eines Striches:

Satz E1.9 (Rechenregeln). Seien f,g: I — R diffe-
renzierbar in p € I. Dann sind auch f £ g und f-g inp
differenzierbar und es gelten

(f£9) () =rf'(p)£d (),
(f-9)'(p) = f'(p)glp) + f(p)d (p).

Falls g(p) # 0, ist auch f/, in p differenzierbar mit Ab-
leitung
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Bemerkung E1.10. Vielleicht ist f /g nicht auf dem ganzen
Intervall T definiert. Weil aber g in p stetig ist und g(p) #
0, gibt es ein Intervall J mit p € J C I, auf dem g keine
Nullstelle hat. Genauer gesagt sollten wir oben f /g als
Funktion J — R betrachten.

Ende der Vorlesung 2008 Juni 9

Beispiel E1.11. Die Ableitung eines Polynoms P(x) :=
S agz” ist das Polynom P’'(z) = kapz* .
Bemerkung E1.12. Wenn man sehr vorsichtig ist und es
zur Kenntnis nimmt, dass die , Gleichungen® unten gar
keine Bedeutung haben bis man etwa ,,durch dz teilt“,
kann man als Kiirzel oder Gedédchtnishilfe die Rechenre-
geln so umformulieren:

d(u+v) =du £ dv,
d(uwv) = udv + vdu,
d(u/v) = (vdu — udv) /v

Lemma E1.13. Sei 0 € I C R und sei f: I — R ei-
ne Funktion, fir die |f(ac)| < 22 gilt. Dann ist f in 0
differenzierbar mit f'(0) = 0.

Beweis. Es gilt f(0) = 0. Die Differenzenquotienten um 0
haben die Form /(h)/,. Es gilt [£(h)/,| < |h| — 0. O

Beispiel E1.14. Die Abbildung

_ 22, xeqQ,
“ 0, z¢Q

ist nur in dem einen Punkt = 0 stetig. Vom Lemma ist
sie dort auch differenzierbar (mit Ableitung 0).

Beispiel E1.15. Benutzen wir im Voraus den Cosinus,
den wir erst spéter definieren, dann finden wir, die Funk-
tion f:x — x%cosl/,, & # 0 ist mit f(0) := 0 ste-
tig fortsetzbar. Die fortgesetzte f ist in jedem Punkt
x € R differenzierbar . Insbesondere gelten f'(z) =
sin 1/, + 2z cos 1/, fiir x # 0 (wie wir spéiter erfahren)
und f/(0) = 0 (vom Lemma). Die Abbildung = — f'(z)
ist damit in = 0 unstetig,.

Beispiel E1.16. Sei g die stetige Ségezahnfunktion
giwe |o— L] = ).

Sie ist differenzierbar in z genau dann, wenn 2x ¢ Z. Sei
f(z) = Z 277 g(27x).
j=0

Weil g beschrinkt ist (0 < g < 1/5) konvergiert diese
Reihe fiir jedes x. Damit ist f eine (periodische) Funktion
R — [0, 1]. Man kann zeigen, f ist stetig auf R aber f ist
in keinem Punkt x € R differenzierbar.

Lemma E1.17. FEine Funktion f: I — R ist genau dann
differenzierbar in p € I, wenn es ein Funktion f1: I — R
gibt, so dass f(x) = f(p)+ (z—p)f1(x) und f1 in p stetig
ist. Es gilt dann f'(p) = f1(p).

Beweis. Fir © # p gilt fi(z) = %Z(p), der Differen-
zenquotient. Diese Funktion hat eine stetige Erweiterung
auf x = p genau dann, wenn die Ableitung f'(p) exi-

stiert. O

Bemerkung E1.18. Dieses Lemma eignet sich fiir einen
schonen Beweis der Rechenregeln.

Satz E1.19 (Kettenregel). Sei f: I — J C R dif-
ferenzierbar in p € 1. Sei g: J — R differenzierbar in
q := f(p) € J. Dann ist g o f in p differenzierbar mit
Ableitung

(gof)(p)=9g'(a)-f'(p) =(g" o f)p)- f'(p)
Bemerkung E1.20. Mit y = f(x) und z = g(y) = go f(x)
kann man die Kettenregel auch wie folgt schreiben:

dz  dz . dy
dr dy dx’
Beweis. Aus dem Lemma schreiben wir f(z) = f(p) +
(z —p)f1(z) und g(y) = 9(q) + (¥ — ¢)91(y), wobei f1 in p
und g7 in ¢ stetig sind. Dann gilt
(g0 f)(x)

=g(a) + (f(2) = q) - 91(f(2))

= (g0 f)(p) + (&= p)- fi(2) g1 (a+ (& —p) f1(2)).
Hier ist fi(z) - g1(¢ + (z — p)fi(z)) eine Funktion, die

stetig in p ist, und dessen Wert da f'(p) - ¢’(¢) ist. Aus
dem Lemma folgt die Kettenregel. O

Satz E1.21. Sei f: I — R stetig und injektiv (d.h.,
streng monoton). Sei J das Intervall J = f(I) und sei
g= f"1:J — R die (stetige) Umkehrfunktion. Falls f
in p € I differenzierbar ist mit f'(p) # 0, dann ist g in
q:= f(p) differenzierbar mit
1 1
/!
9\4q)= = .

=P T oo
Bemerkung E1.22. Sobald man weif}, dass g in ¢ diffe-
renzierbar ist, ist die Formel fiir ¢’(q) der Spezialfall der
Kettenregel fiir g o f = id.

Beweis. Mit y := f(z) schreiben wir
f(x) = f(p) = (x —p)fr(2)

als

y—a=(9v) — 9(a)) f(9(y))
um. Weil g stetig ist und f; in p stetig ist, ist f; o g in

q stetig. Weil f1 0 g(q) = filp) = f'(p) # 0, ilst auch

Yt 0 g) in g stetig. Weil g(y) = g(q) + (y — q)m, ist
g in q aus dem Lemma differenzierbar. O

Beispiel E1.23. Seien f(z) := 2 und g(y) := ¢/y. Dann
sind f und g stetige und streng monotone Umkehrfunk-
tionen R — R. Es gelten f’(z) = 322 und

9 =Yp@ =Yy,  y#0.
Weil f/(0) =0, ist g in 0 nicht differenzierbar.
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E2. Mittelwertsatz

Lemma E2.1. Sei f: I — R eine Funktion, die ihr Ma-
zimum (bzw. Minimum) in einem inneren Punkt p € I
annimmt. Falls f in p differenzierbar ist, gilt f'(p) = 0.

Beweis. Sei f(p) ein Maximum. Wir betrachten den Dif-
ferenzenquotient Q := +(f(p+h) — f(p)). Fiir h > 0 gilt
Q < 0und fir h < 0 gilt @ > 0. Das heift, f (p) > 0 und
FL(p) < 0. Weil f(p) = 1 (p) = f4(p) gilt f'(p) = 0. O

Satz E2.2 (Satz von Rolle). Sei f: [a,b] — R stetig
mit f(a) = f(b). Falls f in jedem inneren Punkt x €
(a,b) differenzierbar ist, gibt es ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Als stetige Funktion auf einem kompaktem In-
tervall, nimmt f ihre Maximum und Minimum an. Min-
destens eins von denen muss in einem inneren Punkt
¢ € (a,b) angenommen werden. (Der Wert f(a) = f(b)
ist nur dann Maximum und Minimum, wenn f konstant
ist; in diesem Fall is f(¢) Maximum und Minimum fiir
jedes ¢ € (a,b).) Aus dem Lemma gilt f'(c) = 0. O

Bemerkung E2.3. Die Funktion y/z(1 — x) ist stetig auf
[0,1]. Sie ist nicht differenzierbar in 0 oder in 1. Wir
diirfen den Satz trotzdem anwenden.

Der Mittelwertsatz stammt von Lagrange (1797).
Satz E2.4 (Mittelwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig

und in jedem inneren Punkt differenzierbar. Dann gibt es
¢ € (a,b) mit

010 _ gy
Beweis. Wir definieren
o(@) = fla) + T ()

(Der Graph von g ist eine Gerade — die Sekante durch die
beiden Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) auf dem Graphen
von f.) Wir wenden den Satz von Rolle auf f — g an. Der
Punkt ¢ mit f/(c) = ¢'(c) ist der Gesuchte. O

Bemerkung E2.5. Wie wir in den folgenden beiden Ko-
rollaren sehen, wendent man meistens den Mittelwertsatz
,Umgekehrt* an: wir wissen etwas iiber die Ableitung f’
und schlieflen daraus Information iiber die Funktionswer-
te.

Ende der Vorlesung 2008 Juni 10

Korollar E2.6. Sei f: I — R stetig und sei f in jedem
inneren Punkt von I differenzierbar. Die Funktion f ist
dann

e streng monoton steigend, falls f'(x) > 0,
e monoton steigend, falls f'(x) >0,

e monoton fallend, falls f'(z) <0,

e streng monoton fallend, falls f'(x) <0,
jeweils fiir jeden inneren Punkt x € I.

Beweis. Wir betrachten den Fall f/'(z) > 0; die Anderen
sind dhnlich. Seien a < b € I. Aus dem Mittelwertsatz
gibt es ¢ € [a,b], so dass f(b) — f(a) = (b—a)f'(c). Es
gelten b —a > 0 und f/(¢) > 0, deshalb gilt

f(b) = f(a) = (b—a)f'(c) > 0. H

Beispiel E2.7. Die Funktion f(z) := z+ 22 cos 1/, ist dif-
ferenzierbar in 0 mit Ableitung f/(0) = 1. Es gibt aber
kein Intervall I > 0, auf dem f monoton ist. Deshalb
haben wir den Satz iiber die Ableitung einer Umkehr-
funktion sorgfiltig formuliert.

Korollar E2.8. Seien f,g: I — R stetig und in je-
dem inneren Punkt differenzierbar mit f' = ¢g'. Dann
gilt f(x) — g(x) =ceR.

Beweis. Fiir die Differenz f(x) — g(z) gilt (f — g)’ = 0.
Aus dem letzten Korollar ist sie damit monoton steigend
und monoton fallend, d.h., konstant. O

E3. Regel von I’'Hopital

Lemma E3.1 (Mittelwertsatz von Cauchy). Seien
die stetigen Funktionen f,g: [a,b] — R in jedem inneren
Punkt p € (a,b) differenzierbar. Es gibt dann ¢ € (a,b)
mit

(f(b) = f(a)) g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c).

Beweis. Wir wenden den Satz von Rolle an auf

h(t) = (f(b) = f(a))g(t) — (9(b) — g(a)) (1)

Weil h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b) gibt es ¢ € (a,b)
mit A'(c) = 0. O

Bemerkung E3.2. Falls ¢'(x) # 0 fiir jedes z € (a,b),
dann gilt (aus dem Satz von Rolle) auch g(a) # ¢(b) und
wir konnen den Satz in Bruchform schreiben:

f(b) = fla) _ f'(c)
g9(b) —g(a)  g'(c)

Bemerkung E3.3. Falls ¢’ stetig ist, konnen wir den Zwi-
schenwertsatz anwenden: aus ¢’ # 0 folgt, dass ¢’ ein kon-
stantes Vorzeichen hat. Damit ist ¢’ streng monoton und
deshalb hat g eine Umkehrfunktion, die differenzierbar
ist. Betrachten wir die Funktion f o g=1 auf [g(a), g(b)],
dann gibt uns der Mittelwertsatz ein g(c) € [g(a), g(b)]
mit

f(c) -1
o (fog™")(e)
_ (fog7Y)g(®) — (fo57)(g(a))
g9(b) —g(a)
_ f(0) — f(a)
g(b) — g(a)
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Natiirlich muss ¢’ nicht stetig sein. Spiter werden wir
aber sehen, dass ein Zwischenwertsatz auch fiir unstetige
Ableitungen gilt.

Satz E3.4 (Regel von I’Hépital). Seien I C R ein
Intervall, und f,g: I — R stetige Funktionen. Weiter sei
p € I mit f(p) = 0 = g(p) und seien f und g diffe-
renzierbar in jedem Punkt x € I ~ {p} mit ¢'(x) # 0.
Dann gilt auch g(x) # 0 fir x # p. Falls existiert

limg ., I'(#) /g5y € R, dann gilt

@) f@) g

= lim €
e=p g(x)  2—p g (2)

)

insbesondere existiert dieser Grenzwert.

Beweis. Gébe es ein x € I~ {p} mit g(z) = 0, dann gébe
es nach dem Satz von Rolle ein ¢ zwischen p und z mit
g'(¢) = 0, was unsere Voraussetzung widerspricht.

Fiir jedes « wenden wir den Mittelwertsatz von Cauchy
an und zwar auf dem Intervall zwischen a und z. Wir
finden ¢ = c¢(z) zwischen a und z mit f(x)/g(x) =
f'(e)/d'(¢). Fiir x — p konvergiert ¢(x) — p. Deshalb
gilt

! !
lim —(:E) = lim 711/(0@)) = lim f/(y) IS E,
e=p g(z)  =op g'(c(z)  v—r g'(y)
falls letzteres existiert. O

Bemerkung E3.5. Natiirlich reicht es aus, wenn g’ # 0
auf einer Umgebung von p: wir ersetzen I mit diesem
kleineren Intervall. Man darf aber nicht erlauben, dass
das Vorzeichen von ¢’ sich beliebig nah an p immer wie-
der dndert. (Sonst gibt es Gegenbeispiele, etwa f(z) =
x4 cosxsinz, g(x) = e f(x), p = +oo. Hier existiert
lim '/, aber nicht lim f/,.)

Bemerkung £3.6. Es kann sein, dass lim f/; auch dann
existiert, wenn lim /'/; nicht existiert (z.B. mit f(z) =
x+sinz, g(z) =z, p = 00).

Bemerkung E3.7. Es kann sein, dass lim,_,,, f'(z) =0 =
lim,_,, ¢’(z). Dann ist es zweckméfBig, die Existenz von
lim f/ /g’ 80 zu untersuchen, dass man zunéchst die Regel
von ’Hopital ein zweites mal anwendet. D.h., wir schauen
zunéichst, ob lim /g existiert.

Korollar E3.8. Die Regel gilt auch fir p = £oo. Fualls
die Grenzwerte

lim f(z)=0=

r——400

lim g(),

xr——400

lim f’(x)/g/(x) eR

r——+00
existieren (und falls ¢'(x) #0), dann gilt
/
() @) =

D20 — i €
2—oo g(x) | a—too ¢'(x)

(Und natiirlich auch Entsprechendes fiir ¢ — —o0.)

Beweisidee. Wir wenden die Regel von 'Hopital auf die
Funktionen z — f(1/,) und =z — g(1/,) an. O

Korollar E3.9. Die Regel gilt auch im Falle lim | f(z)| =
lim |g(x)| = +o0.

Beuweisidee. Wir wenden den Satz (bzw. das Korollar) auf
die Funktionen x +— 1/, und @ +— 1/¢;) an. O
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F. POTENZREIHEN
F1. Die Exponentialfunktion
a. Findeutigkeit

Definition F1.1. Eine Funktion f: R — R heifit Ezpo-
nentialfunktion, falls sie differenzierbar ist und

flx)=f(x), fO)=1

Lemma F1.2. Seien f und g Ezponentialfunktionen.
Dann gilt f(—x) = 1/4(z)-

Beweis. Fir h(z) := g(x) f(—x) gilt
W(z) =g'(z)f(—2) — g(2) ' (-z) = 0.
Deshalb ist h(z) = h(0) = 1 konstant. O
Wenden wir das Lemma auf g = f an, finden wir:

Korollar F1.3. Fiir eine (belicbige) Exponentialfunkti-
on f gilt f(—x) =1/p@)- O

Korollar F1.4. Es gibt hochstens eine Exponentialfunk-
tion.

Beweis. Sind f und g Exponentialfunktionen, dann gilt

9(x) = Yoy = f(). O

Bemerkung F1.5. Die bekannten Eigenschaften der Ex-
ponentialfunktion folgen aus unserer abstrakten Definiti-
on. Wir warten aber, bis wir die Existenz bewiesen haben.

Ende der Vorlesung 2008 Juni 16

b. Differentiation von Reihen
Definition F1.6. Fiir n € N definieren wir n! rekursiv
wie folgt: 0! := 1 und (n + 1)! := (n 4 1)n!. Damit gilt

n

- (n—1)-n.

Lemma F1.7. Fiir jedes x € R konvergiert absolut die
Reihe Z xk/k!.

Beweis. Sei x € R gegeben. Fiir jedes k > 2|z| gilt

Ik_l _m<1
(E—-D!'  k ~2

Aus dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe. [

ok
Kl

Korollar F1.8. lim Vk! = +o0.

Beweis. Falls es a € R gibt, so dass v < a fiir unend-
lich viele k gilt, betrachten wir die Reihe 3 @"/,). Aus
dem Wurzelkrieterium konvergiert sie nicht: fiir die Wur-
zel gilt @/ iz > 1 fiir unendlich viele k. Dies widerspricht
das Lemma. O

Sei nun (a,) eine beschrinkte Folge in R. Sei p,, das
Polynom

dessen Ableitung

n phk-1 ! o
po(x) =Y kay = > 17y
k=1 k=0

ist.
Aus dem Lemma oben und dem Vergleichskriterium
wissen wir, dass

fir jedes z € R konvergiert und deshalb eine Funkti-
on f: R — R (die sogenannte Grenzfunktion) definiert.
Dasselbe gilt fiir

e k
x .
9(x) =) apsry = lim pp(2).
k=0

Naheliegend ist die Vermutung, dass f differenzierbar
ist mit Ableitung f’ = g¢. Das Problem ist aber, dass
Ableitungun als Limes definiert wurden.

Bemerkung F1.9. Zwei Limes darf man im Allgemeinen
nicht vertauschen. Zum Beispiel gelten

lim %/1/, =1,

fiir jedes n € N,

lim %/1/, =0, fiir jedes m € N.

Deshalb gilt

lim lim %/1,,=1#0= lim lim %/1/,.

n—oo m—oo m—00 N—00
Bemerkung F1.10. Seien f,: I — R differenzierbare
Funktionen. Sei f: I — R einen Limes im Sinne, dass
fiir jedes x € I konvergiert f,(xz) — f(z). Es muss nicht
sein, dass f stetig ist, geschweige denn, dass f differen-
zierbar ist oder sogar f’ = lim f]. Spéter untersuchen
wir allgemeinere Bedingungen fiir Konvergenz von Ablei-
tungen und sehen noch erstaunlichere Beispiele. Vorerst
erwihnen wir nur das Beispiel I = [0,1], fn(x) = 2", wo
der Limes f(x) = 1+ sgn(z — 1) unstetig ist.

Satz F1.11 (Differenzierbare Potenzreihen). Sei
(an) eine beschrinkte Folge und seien f,g: R — R wie
oben durch Potenzreihen definiert. Dann ist f in jedem
p € R differenzierbar mit Ableitung f'(p) = g(p).

Beweis. Sei p € R gegeben. Fiir h € R sei R(h) der Rest

flp+h)— f(p)

F(h) = W —9g(p)|-
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Sei € > 0 gegeben. Wir miissen ein § > 0 finden, so dass
R(h) < ¢ fiir alle |h| < §. Aus der Definition von f und
g haben wir

Hier wenden wir fiir jedes k den Mittelwertsatz an auf die
Funktion z — z* auf dem Intervall zwischen p und p + h;
die Wert, die daraus kommt, nennen wir hy.

Nun sei r := |p| + 1. Die absolute Konvergenz von
>~ |axs1|r* /k! besagt, es gibt ng € N, so dass fiir |z| < r
gilt

— |axt] — x| £
k+1 k k+11 k
>l > St <y
k::’n(] k}:’no
Wir haben aber
|ag1] ko, ekl

Fiir [h| <1 gilt |hx| <1 und deshalb Y77° by < €/,

Fiir jedes k =0,1,...,n9 — 1 ist die Funktion = — x
stetig. Deshalb gibt es d; > 0, so dass fiir alle |h| < 0y
gilt

k

k1]
k!

hyF —p| < =
[P+ h)" =" < 5 -

Jetzt wihlen wir § < min(1, b, ..., d0p,—1). Fiir |h| < ¢
gilt damit |hy| < |h| < 6 < 6 und deshalb by, < €/, fiir
k < ng. Damit gilt 220:61 b, < €/s.

Deshalb gilt wie gewiinscht R(h) < ¢. O

Bemerkung F1.12. Weil g eine Funktion der selben Form
ist, ist sie auch differenzierbar.
k

o0

. T
Definition F1.13. expx := g o
k=0

Korollar F1.14. Die Funktion exp ist (die eindeutige)
Ezxponentialfunktion:

exp’ = exp, exp0 = 1. O

c. Figenschaften der Exponentialfunktion

Lemma F1.15. Die Ezponentialfunktion exp ist positiv
und streng monoton steigend, deshalb injektiv.

Beweis. Weil exp(—x) = 1/oxp o, gilt expa # 0. Aus dem
Zwischenwertsatz und exp0 = 1 folgt expz > 0. Damit
ist exp’ z > 0 und exp streng monoton steigend. O

Lemma F1.16. Die Exzponentialfunktion exp ist eine
Bijektion R — (0, +00).

Beweis. Es gilt expa > x + 1. (Wir sehen das sofort von
der Potenzreihe. Um es direkt aus der Definition einer
Exponentialfunktion herzuleiten, wendet man den Mit-
telwertsatz auf exp |[o ;) an.) Damit gilt

1
lim expx = lim =0.

lim expx = 400,
T——00 r—+00 eXPp T

r——400

Aus dem Zwischenwertsatz gilt exp(R) = (0,4+00). O
Satz F1.17. Fira,b e R gilt
exp(a + b) = expa expb.
Beweis. Sei b € R gegeben. Setzen wir
g9(x) == exp(z + b) exp(—z),
dann gilt
g (x) = exp/(z + b) exp(—z) — exp(x + b) exp’(—x) = 0.

Deshalb ist g(x) konstant, g(z) = g(0) = expb. O

Ende der Vorlesung 2008 Juni 17

F2. Verwandte Funktionen
a. Logarithmus

Definition F2.1. Die Umkehrfunktion der Exponenti-
alfunktion heif3t Logarithmus,

log = exp~': (0,+00) — R.

Man schreibt auch In = log um zu betonen, dass die-
ser der natirliche Logarithmus ist (und nicht etwa der
Logarithmus zur Basis 10). Die Eigenschaften der Ex-
ponentialfunktion ergeben folgenden Eigenschaften des
Logarithmus:

Satz F2.2. Der Logarithmus ist streng monoton stei-
gend. Es gelten

1 1

1 / = = —
og () exp/(logz) 2’

li 1 = lim 1 =
:E~1>IJ,I>100 ogxr = +00, zg& ogx 00,
log(zy) = log z + log y. O

b. Allgemeine Potenzen

Definition F2.3. Fiir a € (0, +00) und « € R definieren
wir

a® = exp(zloga) > 0.

Die Eigenschaften von exp und log ergeben:
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Satz F2.4. Seien a,b > 0 und z,y € R. Es gilt ' = a.
Ferner gilt

a*tY =a%a¥  (insbes. a® =1 und a™* = 1/,2 ).
Es gelten auch
(ab)x _ aa:bx’ (a£)y = q®Y. O

Beweis. Wir beweisen eine Regel, die Anderen lassen wir
als Aufgaben. Es gilt

(ab)” = exp(xlog(ab)) = exp(x(loga + logb))
= exp(m loga + xlog b)
= exp(zloga) exp(zlogb) = a”b". O
Bemerkung F2.5. Schreibt man a®”, so heifit es a(*") und
nicht (ab)z, welches man eher als a®® schreibt.

Bemerkung F2.6. Weil a®*!' = a®a' = a®a, stimmt die-
se Definition im Falle z € N mit der alten rekursiven
Definition iiberein.

Bemerkung F2.7. Fiir x = m/, € Q gilt
am/n: W: (n a)m.

Satz F2.8. Die Funktionen x — a® und a — a® sind
differenzierbar. Es gelten

r—1

da® da”® 2T
— =za
a

x
—_— = 1 =
o = a loga, ikl
Bemerkung F2.9. Die Umkehrfunktion zu x — a” heifit
Logarithmus zur Basis a:

I
log,: (0,400) = R, log,(a®) =2, log,y= o8y
loga
Definition F2.10. Die Euler’sche Zahl ist
= zk
e::explzzk'—l—i— + - +3'+ +-

Damit gelten loge =1, log, = logx und e* = exp x.
Lemma F2.11. Es gilt 22/3 < e < 23/4.

Beweis. Die untere Schranke ist einfach die Summe 1 +
1+ 1/ + 1/ der ersten vier Summanden. Fiir die obere
Schranke gilt

1 1 1

1
—14+1+-(1 —
Tt +2<+3+3 17325 )

11
1+1 1 —
< ++2(+3+33+333+ )
1 3
—924=.2,
Ty

Bemerkung F2.12. Mithilfe von Taylorreihen kénnen wir
spéter solche Abschitzungen schneller machen. Es gilt

e ~ 2.718281828459045235360287471352662 - - - .

O

Spéter zeigen wir auch, dass die Zahl e irrational ist. Sie
ist sogar transzendent, d.h., es gibt kein Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten, das e als Nullstelle hat.

c.  Hyperbelfunktionen

Definition F2.13. Eine Funktion f: R — R heifit ge-
rade (bzw. ungerade), falls fiir jedes z € R gilt f(z) =

f(=x) (bzw. f(x) = —f(—x)).

Lemma F2.14. Jede Funktion f: R — R hat eine Zer-
legung f = f+ + f—, wobei fi gerade und f_ ungerade
151.

Beweis. Wir setzen fy(z) := 3(f(z) £ f(—2)). O

Definition F2.15. Der gerade Teil von exp heist Cosi-
nus hyperbolicus, der ungerade Teil Sinus hyperbolicus:

et +e " . et —e”
coshx .= ——, sinhz :=
2 2

Deren Quotient heifit Tangens hyperbolicus

sinh x et —e "

tanh x := = .
coshx e +e 7@

Satz F2.16. Es gelten

(coshz)? — (sinhz)? = 1,
sinh’ = cosh,
1

(coshz)?

! .
cosh’ = sinh,

tanh’ x = =1— (tanhx)?. O

Bemerkung F2.17. Fir n = 2,3, ... schreibt man norma-
lerweise sinh™ 2 := (sinh )™ (und #hnlich bei den ande-
ren Hyperbel- und Winkelfunktionen). Das ist sicherlich
inkonsequent aber trotzdem bequem. Unberiihrt davon
bedeutet sinh ™ die Umkehrfunktion und nicht 1/gp1,.

Bemerkung F2.18. Die Funktionen sinh und tanh sind
streng monoton steigend und haben damit Umkehrfunk-
tionen

sinh™': R — R, tanh™': (-1,+1) = R.

Der Cosinus hyperbolicus ist auf [0, +00) streng monoton
steigend, und damit gibt es cosh™': [1, 400) — [0, +00).

Lemma F2.19. Es gelten

sinh ™'z = 1og<a: +V1+ x2),

14+ =z
1—2a’

cosh™ z = 1og<x +Va? - 1).

Beweis. Wir beweisen nur die erste Formel, die anderen
sind dhnlich. Es gilt

log (smh z + V1 + sinh? )

tanh™' z = log

log(sinh z + cosh x)
=logexpz = . O
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Bemerkung F2.20. Umgekehrt kann man es auch bewei-
sen:

sinh(log(JH— 1+x2)>
1 1
=—lz+ 1+x2>
2( T+ V1+z2
1(x2+2z\/1+12+1+x2 - 1)
- =z.
x+V1+ 22

2

F3. Trigonometrische Funktionen

Falls die Ableitung f’ einer differenzierbaren Funktion
f: I — R auch differenzierbar ist, heiit f” = (f")" die
zweite Ableitung von f. Zum Beispiel, sei f: z > €.
Dann gilt f = Af und f” = A2 f. Suchen wir nach Losun-
gen von f” = af mit a > 0, kennen wir deshalb schon
zwei: © — exp(£y/ax). (Oder deren linearen Kombina-
tionen cosh y/ax und sinh \/ax.)

Fiir a < 0 hingegen kennen wir noch keine Losungen.
Die Gleichung f” = — f heifit Schwingungsgleichung und
beschreibt z.B. die Bewegung einer Feder.

Ende der Vorlesung 2008 Juni 23

Definition F3.1. Sei (ay) die Folge
0,1,0,-1,0,1,0, —1,.. .,
d.h., fir j € N gilt
as; =0, agj43 = —1.

Ag541 = 1, Ag542 = 0,

Dann ist Sinus die differenzierbare Funktion

) = a2k 3 ab
mnx:zZakﬁzﬂc—aﬁ-a—“m
k=0
Die Ableitung heifit Cosinus:
0 k 2 4
i A
cosx.—smx—ZakH A =1 o + 1 .
k=0
Bemerkung F3.2. Weil ajyo = —ay gilt sin” = cos’ =

—sin. Es gelten auch sin0 = 0 und cos0 = 1.

Lemma F3.3. Es gilt (sinz)? + (cosz)? =

Beweis. Dazu sei g(z) := (sinz)? + (cosz)?. Wir rech-
nen ¢'(z) = 2sinzcosz — 2cosxsinz = 0. Damit ist ¢
konstant, g(z) = g(0) = 1. O

Bemerkung F3.4. Natiirlich kann man dies direkt aus
den Potenzreihen schlieflen, es ist aber viel schoner und
schneller die Differentialgleichung zu benutzen.

Satz F3.5. Sei f: R — R eine Lisung der Differenti-
algleichung " = —f. Seien a := f(0) und b := f'(0).
Dann gilt f(x) = acosx + bsinz.

Beweis. Offensichtlich ist acosx + bsinz eine Losung
der Schwingsungsgleichung mit den gennanten Anfangs-
bedingungen. Wir miissen Eindeutigkeit beweisen. Dazu
seien

g(z) :=cosz f(x) —sinz f'(z),
h(zx) :=sinx f(z) + cosz f'(x).

Aus der Differentialgleichung finden wir ¢ =0 und b’ =
0. Deshalb sind ¢g und h konstant, g(z) = ¢g(0) = a und
h(z) = h(0) = b. Jetzt betrachten wir folgende Summe,
cosz mal die erste Gleichung plus sinz mal die Zweite:

acosz + bsinz = (cos® z +sin’z) f(z) = f(z). O
Korollar F3.6. Sinus ist ungerade und Cosinus gerade.

Beweis. Die Funktion x +— cos(—x) 16st die Schwingungs-
gleichung mit denselben Anfangsbedingungen wie bei cos
selbst. Der Satz liefert cos(—z) = cos z, die Ableitung da-
von ist sin(—z) = —sinx. O

Bemerkung F3.7. Hier geht es schneller, die Potenzreihen
zu benutzen; wir wollten aber iiben, den Satz anzuwen-
den.

Satz F3.8 (Additionstheorem). Fiir alle z,y € R gel-
ten

sin(m + y) = sinx cosy + siny cos x,

cos(xz +y) = cosx cosy — sinysinz.

Beweis. Sei y € R gegeben. Die Funktionen z +— sin(z +
y) und x +— cos(z 4+ y) 16sen die Schwingungsgleichung.
Aus dem Satz folgen die gewiinschten Formeln. O

Lemma F3.9. Es gilt cos2 < 0.

Beweis. Weil die Potenzreihe fiir cos alternierend ist, aus
dem Leibnizkreiterium wissen wir, dass die Partialsum-
men alternierend oberhalb und unterhalb der Reihensum-
me liegen. Deshalb gilt

22 24 26
R TR T
<1—2j+§=1—2+g=—1<0. O
2! 4! 3 3

Definition F3.10. 7 := 2inf{z > 0: cosz = 0}.

Lemma F3.11. Fs gilt 0 < 7 < 4. In 7/y gelten
cos /o =0 und sin7/y = 1.

Beweis. Wir wissen cos0 = 1 und cos2 < 0. Aus dem
Zwischenwertsatz hat cos eine Nullstelle in (0,2). Es
folgt, dass 7/y € [0,2). Weil cos stetig ist, ist die Men-
ge aller Nullstellen abgeschlossen. Das heifit, /5 # 0
ist eine Nullstelle, die kleinste Positive. Damit gilt auch
sin? 7/o = 1. Weil cos auf (0, 7/5) positiv ist, ist sin streng
monoton steigend und damit auch positiv. Deshalb gilt
sin /g = +1. O
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Bemerkung F3.12. Es gilt
m~3.1415926535897932384626433832795028841971 - - - .

Korollar F3.13. Sinus und Cosinus sind 2mw-periodische
Funktionen. Es gelten

sin(z + /) = cosx, cos(z + /) = —sinz,

sin(x + 71') = —sinz, cos(x + 71') = —cosz,

sin(x + 27r) =sinx, cos(x + 27T) = cos .

Beweis. Die erste Zeile folgt aus dem Additionstheorem,
die Zweite aus der Ersten, die Dritte aus der Zweiten. [

Bemerkung F3.14. Der mathematisch sauberste Weg,
Winkel auch in Grad messen zu konnen, ist folgendes.
Fir x € R definieren wir 2° := z15;. Damit gelten z.B.
30° = T/ und 90° = 7/y.

Satz F3.15. FEs gelten

sin0° = sin0 = 0 = V0/, = cos 7/5 = cos 90°,
§in30° = sin /g = 1/5 = V1/y = cos 7/3 = cos 60°,
sind5° = sin 7/, = 1/, /5 = V2/y = cos T/4 = cos 45°,
Sin60° = sin 7/ = V3/5 = V3/y = cos T/g = cos 30°,
sin90° = sin 7/ = 1 = V4/5 = cos 0 = cos 0°. O

Definition F3.16. Wir definieren tan z := sinz/. . auf
der Teilmenge

{reR:cosax #£0} ={w:2/p — 1) ¢ L}.

Lemma F3.17. Damit ist tan eine m-periodische Funk-
tion. Es gelten

tan’z = 1 + tan’z = 1/ 2,

tanx + tany

tan(z +y) = O

1 —tanztany’

Bemerkung F3.18. Besonders ausserhalb des deuscht-
sprachigen Raumes benutzt man auch den Cotangens,
den Sekans und den Cosekans:

1

sinz’

cotx = , secx = CSC X =

tanx cosz’

Damit schreibt man z.B. tan’ z = 1 + tan® x = sec? z.

Lemma F3.19. Sinus ist auf [—7 /5, 7/5] streng monoton
steigend und damit eine Bijektion

sin: [=7/y, T/ = [=1,1].

Cosinus ist auf [0, 7] streng monoton fallend und damit
eine Bijektion

cos: [0, 7] — [-1,1].

Tangens ist auf jedem Intervall in seinem Definitionsbe-
reich — insbes. auf (—7 /9, T/9) — streng monoton steigend
und damit eine Bijektion

tan: (=7/9, 7/9) — R.

Beweis. Die Ableitung sin’ = cos ist (nach der Definition
von ) positiv auf [0, 7/5), und — weil sie gerade ist — auch

auf (7/,0].

Weil sin x = cos(x — 7/5), ist sin auf (0, 7) positiv, d.h.,
die Ableitung cos’ = — sin ist negativ.

Die Ableitung sec? ist positiv in jedem Punkt im De-
finitionsbereich von tan. O

Definition F3.20. Die Umkehrfunktionen heilen Arcus
Sinus, Arcus Cosinus bzw. Arcus Tangens:

arcsin := sin~': [—1,1] = [=7/y, 7/5],
arccos := cos ': [—1,1] — [0, 7],
arctan :=tan"1: R — (=T/y, T/5).

Lemma F3.21. FEs gelten

™ .
arccosx = 5~ arcsinz,

1
arcsin’ = ——— = — arccos’ z,
V1-—22
1
arctan’ x = 5 O
1+x

F4. Stetigkeit der Ableitung

Die einfachsten Beispiele unstetiger Funktionen haben
einen Sprung wie bei sgn . Wenn wir versuchen eine dif-
ferenzierbare Funktion f zu finden, deren Ableitung einen
Sprung hat, geht es nicht. Die Funktion z — |z| ist in 0
(wo die Ableitung springt) nicht differenzierbar. Unser
einfachstes Beispiel, wo f/ existiert aber unstetig ist, war
f(x) = 22 cos 1/,. Warum es nicht einfacher geht (z.B.
mit Sprung) erklirt uns ein Satz von Darboux:

Satz F4.1 (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen).
Sei f eine differenzierbare Funktion f: I — R. Dann
st f'(I) ein Intervall.

Beweis. Seien a < b € I. Fiir jeden Wert s zwischen f’(a)
und f’(b) miissen wir ¢ € (a,b) finden mit f'(¢) = s.
Wir diirfen (0.B.d.A.) annehmen, f'(a) < s < f’(b). Sei
m = W. Im Falle s = m erhalten wir aus dem
Mittelwertsatz das gewiinschte c.

Im Falle s < m definieren wir g(z) := W
fortgesetzt durch g(a) := f’(a). Wir haben

g(a) = f'(a) < s <m =g(b).

Aus dem Zwischenwertsatz fiir g gibt es d € (a,b) mit
g(d) = s. Aus dem Mittelwertsatz fiir f|[, 4 gibt es dann
¢ € (a,d) C (a,b) mit f'(c) =s.

Im Falle s > m geht es entsprechend mit g(x) :=
f(bl))*i‘(as). O

, stetig

30



J.M. Sullivan, TU Berlin

F: Potenzreihen

Analysis I, SS 2008

F5. Ho6here Ableitungen

Definition F5.1. Sei f: I — R eine differenzierbare
Funktion. Falls die Ableitung f': I — R auch differen-
zierbar ist, sagen wir, f ist zweimal differenzierbar, und
wir nennen [’ := (f/)l die zweite Ableitung von f. Ahn-
liches gilt fiir die dritte Ableitung f"’. Weil die Notation
sonst unhandlich wird, schreiben wir auch:

f(O) = f, f(l) = Jc/7 f(2) — f//7 f(S) _ f”/~

Rekursiv, sei f: I — R eine k-mal differenzierbare
Funktion. Falls die k* Ableitung f*): I — R auch diffe-
renzierbar ist, sagen wir, f ist (k+1)-mal differenzierbar,
und wir nennen f*+1) = (f(k))/ die (k + 1) Ableitung
von f.

Falls f k-mal differenzierbar ist und f*) stetig ist, sa-
gen wir, f ist k-mal stetig differenzierbar, und schreiben
f e CkI).

Falls f k-mal differenzierbar ist fiir jedes k € N, sagen
wir, f ist beliebig oft oder unendlich oft differenzierbar,
und schreiben f € C*(I).

Bemerkung F5.2. Natiirlich kann man nicht unendlich
oft differenzieren — es gibt keine ,,00*® Ableitung*.

Bemerkung F5.3. Eine k-mal differenzierbare Funktion
ist immer (k — 1)-mal stetig differenzierbar.

Bemerkung F5.4. Sei (a,) beschrankt und sei

e
flx):= Zakﬁ'

Wir haben gezeigt, f' = 3 apy1%" /5. Weil diese Ablei-
tung dieselbe Form hat, ist sie auch differenzierbar, usw.
Das heifit, f € C*°(R). Es gilt

o0 k
f = Z ak+n%, insbes. f(™(0) = ay,.
k=0 ’

a. Konveritit

Definition F5.5. Eine Funktion f: I — R heifit konvez,
falls sie immer unter ihre lineare Interpolationen liegt,
d.h., fiir alle z,y € I und alle t € (0,1) gilt f(¢4(?)) <

f(y)
Ef(m) (t), d.h.,

A=tz +ty) < (1 =) f(x) +tf(y).

Bemerkung F5.6. Falls wir < mit < bzw. > bzw. > er-
setzen, haben wir die Definition von streng konvexr bzw.
konkav bzw. streng konkav.

Bemerkung F5.7. Fir a < b < c € I gilt b = £5(t) mit
t= IC’:—Z und 1 —t = g:g. Die folgenden vier Ungleichun-

gen sind algebraisch dquivalente Umformulierungen der

Konvexitétsungleichung:

FB) < S fla) + =2 (o),
f) = fla) _ f(e) = fla)
b—a ~ c¢c—a
fle) = fla) _ fle) = F(b)
c—a ~— c—=b
fb) = fla) _ fle) = f(b)
b—a — c¢—b

Geometrisch heiflen alle vier Formulierungen, dass f(b)
unterhalb der Sekante durch f(a) und f(c) liegt. Fiir eine
fw)—f(=)

konvexe Funktion f ist der Differenzenquotient —

damit monoton steigend sowohl in x als auch in y.

Satz F5.8. Fine differenzierbare Funktion f: I — R ist
genau dann konvex, wenn f' monoton steigend ist.

Beweis. Sei f konvex und seien x < y € I. Weil fiir
kleines h gilt

fath) ~ ) _ f) - f)
h - y—x

fly+h)—fly)

< b
- h

folgt, dass f'(x) < %ﬁ(z) < f'(y).
Umgekehrt seien a < b < ¢ € I. Nach dem Mittelwert-
satz gibt es € (a,b) und y € (b, ¢) mit

Beispiel F5.9. Die Exponentialfunktion ist konvex (weil
die Ableitung steigend ist). Es folgt z.B., dass
et +eY

5

Fiir a = €® und b = €Y ist dies die Ungleichung zwischen
aritmetischem und geometrischem Mittel:

Vab < a;b.

Korollar ¥5.10. Fine zweimal differenzierbare Funkti-
on f ist genau dann konvex, wenn f" > 0.

c@0)/2 <

Beweis. Falls f’ differenzierbar ist, gilt f” > 0 genau
dann, wenn f’ monoton steigend ist. O

F6. Taylorapproximation
a. Taylorpolynome

Definition F6.1. Fiir n € N sei f : I — R eine n-mal
differenzierbare Funktion auf dem Intervall I. (Fiirn =0
verstehen wir damit, f ist stetig.) Fiir p € I definieren
wir Ty, (z) = T/ ,(x), das n'® Taylorpolynom von f an der

Entwicklungsstelle p, wie folgt:

n > — k
T, =3 0 )
k=0 ’
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Die Bedingungen oben setzen wir in diesem Abschnitt
voraus.
Bemerkung F6.2. Fiir jedes 0 < k < n gilt Tr(lk) (p) =
%) (p). (Das Taylorpolynom ist das einzige Polynom vom
Grad hochtens n mit dieser Eigenschaft).

Bemerkung F6.3. Die Ableitung des Taylorpolynoms ist
das Taylorpolynom der Ableitung;:

n—1 r— k ,
(@) @ =3 F T~ 1) (e,
k=0

Bemerkung F6.4. Wir erwarten, dass T,, eine sehr gu-
te Approximation fiir f in der Nihe von p ist (sogar,
die bestmogliche Approximation durch ein Polynom von
Grad hochstens n). Das heift, wir erwarten, dass das n'
Restglied f(x) — Ty () klein ist.

Satz F6.5 (Taylorapproximation). Es gilt
@) - Tu)

2 @ p)

=0.

Beweis. Wir beweisen den Satz mittels Induktion tiber n.
Fiir n = 0 ist diese Formel einfach eine Formulierung der
Stetigkeit: lim f(z) — f(p) = 0.

Fiir n = 1 ist sie eine Formulierung der Differenzier-
barkeit, dass T eine gute lineare Approximation zu f ist.
(Hier muss man die Versuchung widerstehen, die Regel
von I’Hoépital anzuwenden. Es gilt zwar

lim M = lim f'(z)-Tj(z) = lim f'(z)—f'(p)
T—p r—0p T—p T—p

falls letzteres existiert. Wir haben aber nicht vorausge-
setzt, dass f’ stetig ist, sondern nur, dass f’ existiert.)
Sei nun n > 1. Als Induktionsvoraussetzung diirfen wir
den Fall n — 1 benutzen, was wir fiir die Funktion f’ tun:
/

. f/(l‘) - (T’r{,p) (l’) . f/($> - T’r{—l,p(‘r)
lim = lim =0.
N N PR L
Jetzt benutzen wir doch die Regel von I’'Héopital:
_71f
lim M — lim
T—p (x — p)" T—p

/

f'(@) — (T ,) (x)
n(z —p)"!
Bemerkung F6.6. Durch die Induktion im obigen Beweis

benutzen wir die Regel von 'Hopital insgesamt (n — 1)-
mal, um zu schlieffen, dass:

i J@) = Tal@)

2 @) o

=0. O

fO @) ~ TV (@)
nl(z — p) '

Danach benutzen wir die Definition der Differenzierbar-

keit von f("=1) . Falls f n-mal stetig differenzierbar wiire,

kénnten wir ’Hopital ein n*®® Mal benutzen und danach
die Definition der Stetigkeit.

Bemerkung F6.7. Der Satz sagt, fir festes n ist Tj,(x)
eine sehr gute Approximation fiir f(x) im Limes z — p.
In dem Sinne ist er eine Version héherer Ordnung von
unserer Uberlegungen bei der Definition von Differenzier-
barkeit.

b. Lagrange’sche Form

Satz F6.8 (Lagrange’sche Form des Restglieds).
Zu jedem x € I~ {p} gibt es ein y zwischen p und x, so
dass

fla) =Ty f) + O )

Bemerkung F6.9. Wenn man auf der rechten Seite y
durch p ersetzt, bekommt man T, (z).

Beweis. Wir schreiben R(t) = f(t) — T,,—1(¢) fiir das
Restglied. Wir definieren

n(t) == R TP g P
Es gilt 7™, = 0 und deshalb
W0 = 100 E P )

Das heifit, wir suchen nach einer Nullstelle y von A(™). Fiir
0 < k <n—1gilt R® (p) = 0 und deshalb auch h*) (p) =
0. Wir definieren yo := x; es ist klar, dass h(yp) = 0.
Rekursiv wissen wir, dass h®)(p) = 0 = h®)(y;); der
Mittelwertsatz gibt uns ein yx41 zwischen p und y; mit
R+ (y5.,1) = 0. Dann ist y,, die gesuchte Nullstelle y.

O

Bemerkung F6.10. Ein alternativer Beweis benutzt die
zwei Funktionen g(t) := T7{—1,t<$) und h(t) := (z —t)"
auf dem Intervall zwischen z und p. Wendet man den
Mittelwertsatz von Cauchy auf g und h an, bekommt

man das gewiinschte y.

Bemerkung F6.11. Die Lagrange’sche Form ist eine Ver-
sion hoherer Ordnung des Mittelwertsatzes.

Ende der Vorlesung 2008 Juni 30

Beispiel F6.12. Sei f = exp die Exponentialfunktion und
p = 0. Dann gilt T,,(z) = >( =" /. Fiir > 0 wissen wir
aus der Lagrange’schen Form, dass es y € (0, ) gibt mit

SN " "
0< Z i expr—T,_1(x) = (expy)ﬁ < (expm)ﬁ.
k=n

Zum Beispiel fiir =0 gilt 0 < e —T},—1(1) < ¢/p1.
Satz F6.13. Die Fuler’sche Zahl e ist irrational.

Beweis. Nehmen wir an, e = P/q fir p,q € N. Weil wir
schon wissen, 8/3 < e < 11/4, gilt ¢ > 4. Fiir n := ¢+ 1
lautet die obige Restgliedformel gle — ¢!T,(1) < ¢/,. Die
linke Seite ist aber eine positive ganze Zahl, und die rech-
te Seite ist kleiner als 1. Widerspruch! O
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c. Taylorreihen

Falls f € C*°(I), gibt es zu jedem n € N ein Taylorpo-
lynom T7,,. Dann ist es eine natiirliche Frage, ob fiir festes
x Konvergenz T, (z) — f(z) fir n — oo zu erwarten ist.

Definition F6.14. Seien f € C*°(I) und p € I. Zu
jedem n € N gibt es dann ein Taylorpolynom 7, = T,J;p.
Fiir x € R heifit dann die Reihe

oo

lim T(x) = 3 70 () @2

n—oo k!
k=0
die Taylorreihe von f (an der Entwicklungsstelle p, aus-
gewertet im Punkt x).

Beispiel F6.15. Die Funktion exp: R — R hat in p € R
die Taylorreihe 3" exp p(z = »)* /1. Diese ist exp p mal die
Reihe, die exp(xz — p) definiert. D.h., sie konvergiert fiir
jedes z € R und zwar gegen exp x = exppexp(z — p).

Definition F6.16. Seien f € C*°(I) und p € I. Falls es
e > 0 gibt, so dass fiir jedes © € B:(p) NI die Taylorreihe
gegen f(x) konvergiert (d.h., Tp,(z) — f(x)), dann heifit
f analytisch in p. Falls f in jedem p € I analytisch ist,
sagen wir einfach f ist analytisch.

Bemerkung F6.17. Aus dem Wurzelkriterium kann man
festlegen, fiir welches ¢ > 0 die Taylorreihe auf B.(p)
konvergent ist. Ob sie dann gegen f(x) konvergiert ist ei-
ne schwierigere Frage. Dazu muss man zeigen, das Rest-
glied f— T, konvergiert gegen Null. Ausser der Langran-
ge’schen Form helfen dabei auch die vielen anderen be-
kannten Abschiitzungen des Restglieds, die wir hier nicht
erwéahnen.

Beispiel F6.18. Man kann zeigen, dass die Funktion
frx — —log(l — ), die nur fiir x < 1 definiert ist,
in jedem p < 1 analytisch ist. Fiir £ > 0 gilt ndmlich

(k) () — (k—1)!

9@ = F=r

Die Taylorreihe an der Entwicklungsstelle p = 0 (z.B.)
ist deshalb

k

> x
Z

Aus dem Quotienten- oder Wurzelkriterium wissen wir,
diese konvergiert fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1.

Tatsdchlich konvergiert sie genau fiir —1 < z < 1 und
zwar immer gegen f(x). Zum Beispiel gilt

1-1)g+1/3—---=log2.

Aus der Lagrange’schen Form %(ﬁ)n des Restglieds

(mit y zwischen 0 und z) kann man dieses nur fiir |z| <
1/5 zeigen. Ratsam ist es, die ,,Cauchy’sche Form* anzu-
wenden (und fiir = —1 auch den ,,Abel’schen Grenz-
wertsatz*).

d. FEin nichtanalytisches Beispiel

Die Exponentialfunktion wichst schneller als jedes Po-
lynom. Genauer gesagt gilt folgendes:

Lemma F6.19. Fir jedes Polynom P: R — R gilt

ex

A Py T T

Beweis. Wir benutzen Induktion iiber den Grad n von P.
Fiir n = 0 haben wir schon gezeigt, lime® = +4o0. Fiir
n > 0 hat P’ Grad n — 1. Aus der Induktionsvorausset-
zung gilt damit lim ¢*/p/(,) = +o00. Dann sagt die Regel
von I"Hopital,

x x

€

1. —_—T = 1. —_— .
IHITOO P(m) xﬂlr}rloo P’(m) 00 O
Korollar F6.20. liI(IJl+ P(l/y)e—l/y =0. O
y—)

Satz F6.21. Sei f: R — R die Funktion

fx) = {6—1/x7 z>0,

0, z <0.

Dann ist f € C*(R), aber f ist in 0 nicht analytisch.

Beweis. Wir definieren Polynome Py, rekursiv: Py(z) = 1,
Piyi(z) := 2° (Py(z) — Pl(2)).
Dann gilt
FO (@) = Pe(p)e

fiir jedes k € N und jedes x > 0. Fiir z < 0 gilt offen-
sichtlich f*)(z) = 0. Es gilt auch f*(0) = 0.

Um zu zeigen, dass f € C'°°, miissen wir deshalb zei-
gen, dass die rechtsseitigen Ableitungen J(rk)(O) auch 0
sind. Es gilt aber

®)(h) =0
fik-&-l)(o) — hli%h % = hll%lJr 1/hpk(1/h)671/h
und letzteres ist (aus dem Korollar zum Lemma) Null,
weil zP(z) wieder ein Polynom ist.

Weil f*)(0) = 0 fiir alle k gilt, ist die Taylorreihe
> 0z*. Fiir jedes x konvergiert diese Reihe offensichtlich
gegen 0, welches nur fiir z < 0 gleich f(z) ist. Das heifit,
es gibt keinen Ball um 0, wo die Konvergenz immer gegen
f(z) ist; die Funktion f ist in O nicht analytisch. O

Ende der Vorlesung 2008 Juli 1
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G. KLEINE TEILMENGEN IN R
G1. Abzihlbare Mengen

Wir errinnern uns, zwei Mengen X und Y sind gleich
grof$ (oder gleichmichtig), falls es eine Bijektion (eine
injektive und surjektive Abbildung) f: X — Y gibt. Falls
X und Y gleich grof} sind und Y und Z gleich grof sind,
folgt es, dass X und Z gleich grof} sind.

Falls X und N gleich groff sind, sagen wir, X ist
abzihlbar unendlich. (Wenn f: N — X bijektiv ist,
konnen wir die Elemente von X wie folgt ,abzéhlen®:
£(0), f(1), f(2),....) Wir schreiben #X = 8. (Der erste
hebriische Buchstabe X heifit Aleph.) Falls X entweder
endlich oder abzahlbar unendlich ist, sagen wir, X ist
abzdihlbar; falls nicht, sagen wir, X ist uberabzdhlbbar.

Lemma G1.1. Jede Teilmenge T C N ist abzdhlbar.

Beweis. Wir versuchen eine streng monoton steigende
Abbildung f: N — T und eine Folge von Teilmengen
T, C T C N rekursiv zu definieren. Zunichst setzen wir
Ty :=T'. Der rekursive Schritt fingt mit der Frage an, ob
T, leer ist. Falls nein, setzen wir f(n) := minT,, und
Tnt1 = Tn ~ {f(n)}; wir merken, f(n) < t fiir alle
t € Thi1, und wir machen weiter. Falls aber T, = 0,
brechen wir die Rekursion ab.

Falls die Rekursion in n abbricht (weil T}, leer ist),
heifit das, f: {0,...,n — 1} — X ist nicht nur injektiv
(weil streng monoton) sonder auch surjektiv. Damit gilt
#X =n.

Falls die Rekursion nie abbricht, haben wir eine Injek-
tion f: N — X definiert. Weil f streng monoton ist,
gilt f(n) > n. Damit gehort jedes 2 € X zum Bild
f({O7 . ,m}) Insbesondere ist f surjektiv. O

Korollar G1.2. Fulls f: X — N injektiv ist, dann ist
X abzdhlbar.

Beweis. Die Teilmenge f(X) C N ist aus dem Lemma
abzéhlbar und f: X — f(X) ist eine Bijektion. O

Korollar G1.3. Seien X abzihlbar und Y C X. Dann
ist Y abzdhlbar.

Beweis. Es gibt eine Bijektion f: X — T C N. (Es ist
uns unwichtig, aber hier ist die Teilmenge T entweder
{0,...,n—1} oder N selbst.) Damit ist f|y eine Injektion
Y — N. Aus dem ersten Korollar ist Y abzdhlbar. O

Satz G1.4. Fine nichtleere Menge X ist genau dann
abzihlbar, wenn es eine surjektion f: N — X g¢ibt.

Beweis. Eine Richtung ist ganz einfach: Falls X abz&hl-
bar unendlich ist, gibt es sogar eine Bijektion N — X.
Sonst gibt es n € N und eine Bijektion f: {m <n} — X.
Weil X nicht leer ist, gilt n > 0. Wir erweitern f auf ei-
ne Surjektion f: N — X in dem wir f(m) := f(0) fir
m > n setzen.

Umgekehrt, sei f: N — X surjektiv. Wir definieren
g: X — N mit

g(z) :=min{n € N: f(n) = z}.
Damit ist g injektiv, weil

g(x) =g(y) = == f(9(x)) = f(9v)) = v
Aus dem Korollar oben ist X abzihlbar. O

Beispiel G1.5. Die ganzen Zahlen Z sind abzéhlbar un-
endlich, weil wir diese wir folgt abzihlen kénnen:.

0,-1,1,-2,2,....
(Das entspricht die Bijektion f: N — Z mit f(2n) :=n
und f(2n —1) := —n.)

Beispiel G1.6. Die positiven rationalen Zahlen Q* sind
abzahlbar unendlich, weil wir diese auch auflisten kénnen
(jetzt mit Duplikaten):

1/1; 1/272/1> 1/372/273/17 1/4a2/333/274/27

Dieser Trick heifit das erste Cantor’sche Diagonalverfah-
ren. Hier kénnen wir auch eine Formel fiir die Surjektion
f: N — QT geben: fir m < n gilt

n m-+1
()22t
2 n—m
Aus einer Kombination dieser beiden Tricks folgt, dass
Q auch abzihlbar unendlich ist. Wir zeigen allgemeiner

Satz G1.7. Sei A eine abzihlbare Indexmenge. Fiir je-
des a € A sei X, eine abzihlbare Menge. Dann ist die
Vereinigung

X::UXQ

a€cA
auch abzihlbar.

Beweis. Wir diirfen annehmen, jedes X, ist nicht leer,
weil wir sonst A mit {& € A : X, #} ersetzen. Falls
A = 0, gilt auch X = (), eine endliche Menge. Sonst
gibt es sowohl eine Surjektion g: N — A als auch fiir
jedes a € A eine Surjektion f,: N — X,. Wir definieren
f: N — X mit dem Diagonalverfahren:

1((5) +m) = fot = m).

Das heif3t, wir listen die Elemente von X wir folgt auf:
fg(O) (0)7 fg(O)(]-)v fg(l)(o)’ fg(O)(2)7 fg(l)(]-)v fg(2) (0)7 e
O

Sind die reellen Zahlen auch abzéhlbar? Gibt es tiber-
haupt {iberabzéhlbare Mengen? Das zweite Cantor’sche
Diagonalverfahren antwortet diese Fragen.
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Satz G1.8. Sei P die Menge P := {T C N} aller Teil-
mengen von N. Dann ist P tberabzihlbar.

Beweis. Nehmen wir an, P ist abzdhlbar, dann gibt es
eine Surjektion F': N — P. Sei T' C N wie folgt definiert:

T:={neN:n¢F(n)}.

Fir alle n € Ngilt T # F(n) (weiln € T <= n ¢
F(n)). Das heifit, T" € P ist eine Teilmenge, die nicht
zum Bild F(N) gehort. Widerspruch! O

Eine Binirdarstellung bY.6'6%b3 - - - einer reellen Zahl
x € [0,2] kann man mit der Teilmenge {n : b, = 1} iden-
tifizieren. Das zeigt noch nicht, dass [0, 2] iiberabzihlbar
ist, weil die Bin&drdarstellung nicht immer eindeutig ist.
Mit einer kleinen Anderung kommen wir diesem Problem
vorbei.

Satz G1.9. Das Intervall (0,1) ist iberabzihlbar.

Beweis. Seien x1,xs,... € (0,1). Es geniigt, ein z € (0,1)
zu konstruieren, das ungleich jedes x; ist. Dazu sei (fiir
jedes )

0.d}d?d - = a;

77 7

eine Dezimaldarstellung von z;. Wir setzen

g 3, falls di > 5,

"6, falls di < 4.
Dann hat 2 := 0.d'd?d? - - - diese als eindeutige Dezimal-
darstellungen (weil 0 bzw. 9 nie auftauchen). Deshalb gilt
x # z;, weil die Dezimaldarstellungen ungleich sind. O

Bemerkung G1.10. Damit ist auch jede offene Menge in R
iiberabzéhlbar.

Ende der Vorlesung 2008 Juli 7

G2. Nullmengen

Definition G2.1. Sei I C R ein Intervall. Seine Ldnge
ist

len(I) :=supl —inf I € [0, +00].

Definition G2.2. Eine Teilmenge N C R heifit dann
eine Nullmenge, wenn zu jedem € > 0 es offene Intervalle
I, n € N gibt, so dass

N C [j I, und ilen([n) <e.
n=0 n=0

Kurz sagt man: eine Nullmenge hat — fiir jedes € > 0
— eine Uberdeckung durch Intervalle mit totaler Lénge
kleiner als €.

Bemerkung G2.3. Natiirlich ist die leere Menge ) ein Bei-
spiel einer Nullmenge. Man sollte aber den Begriff ,,Null-
menge“ nicht mit der leeren Menge verwechseln.

Lemma G2.4. Jede abzihlbare Teilmenge X C R st
eine Nullmenge.

Beweis. Sei € > 0 gegeben und sei f: N — X eine Sur-
jektion. Wir setzen

In = BE/2n+3 (f(n))
Damit gilt len(I,,) = £/2""2 und

Zlen[n:5(1/4+1/8+~-):5/2<5. O

Lemma G2.5. Sei A eine abzihlbare Indexmenge und
fiir jedes a € A sei X, eine Nullmenge. Dann ist die
Vereinigung X := |J X, wieder eine Nullmenge.

Beweisskizze. Sei f: N — A eine Surjektion. Fiir jedes
m € Nmit a := f(n) € Aseli E,, = {I, : n € N}
eine Uberdeckung von X, durch Intervalle I” mit to-
taler Liénge kleiner als £/2m*!1. Dann ist die Vereini-
gung E = {J,, Em = {I% : m,n € N} eine Uber-
deckung von X durch (abzihlbar viele) Intervalle mit
totaler Linge kleiner als > e/2m*! = . (Die Reihen, die
hier auftauchen, konvergieren absolut.) O

Definition G2.6. Sei f: D — R differenzierbar. Ein
kritischer Punkt von f ist ein x € D mit f/(z) = 0. Falls
x ein kritischer Punkt von f ist, heifit f(x) ein kritischer
Wert von f.

Die hoher-dimensionale Erweiterung des néichsten Sat-
zes heifit der Satz von Sard und ist u.a. in der Differen-
tialtopologie sehr wichtig.

Satz G2.7. Sei f: R — R stetig differenzierbar (d.h.,
f € C'). Dann ist die Menge aller kritischen Werte
von [ eine Nullmenge.

Beweis. Wir zeigen dasselbe fiir f: [0, 1] — R. Dann folgt
der Satz aus dem letzten Lemma, in dem wir R durch
abzihlbar viele Intervalle [n,n + 1] Uberdecken.

Sei f:[0,1] — R stetig differenzierbar und sei ¢ > 0.
Weil [0,1] folgenkompakt ist, ist die stetige Ableitung
f':[0,1] — R sogar gleichméBig stetig. Deshalb gibt es
d > 0, so dass fiir alle x,y € [0, 1] gilt

z—yl <6 = |f(x)- f'y)|<e

Wir wihlen n > 1l/5 und betrachten die Teilintervalle
I == [ifn, (D1, ] fir 0 < j < n.

Sei j jetzt fest. Falls es einen kritischen Punkt z € I;
gibt, dann gilt | f'(y)| < e fir alley € I; (weil |y —z| < ¢
und f/'(z) = 0). Nach dem Zwischenwertsatz ist f(I;)
ein Intervall [m, M|, wobei m = f(y) das Minimum von
f auf I; ist und M = f(z) das Maximum. Nach dem
Mittelwertsatz gilt dann

len(f(I;)) = f(z) — f(y) <elz—y| < &/p.

(Hier folgt alles natiirlich aus unserer Voraussetzung,
dass I; einen kritischen Punkt enthélt.)

Jeder kritische Wert von f gehort natiirlich zu einem
solchen f(I;) (wo I; einen kritischen Punkt enthélt). Die
Vereinigung dieser Intervalle f(I;) iiberdeckt die kriti-
schen Werte mit totaler Lange kleiner als €. O

35



J.M. Sullivan, TU Berlin

G: Kleine Teilmengen in R

Analysis I, SS 2008

Definition G2.8. Die Cantormenge C C [0,1] ist
die Menge aller Zahlen, die eine Ternardarstellung
0.d'd%d? - - -3 ohne 1 besitzen, d.h. jedes d* € {0,2}.

Bemerkung G2.9. Man kann C auch mit einem sogenann-
ten iterierten Funktionensystem konstruieren. Dazu seien
g(z) := /3 und h(z) := (= +2)/3 zwei stetige Abbildun-
gen [0,1] — [0,1]. Wir definieren rekursiv Cy := [0, 1]
und Cy 41 := g(Cp,) Uh(Cy,) C C,,. Dann gilt C = C,,.
Bemerkung G2.10. Es folgt, dass C (wie alle C,,) abge-
schlossen und deshalb folgenkompakt ist. Jedes C,, ist
die Vereinigung von 2" Intervallen mit je Lange 37". Es
folgt, dass C eine Nullmenge ist.

Bemerkung G2.11. Jeder Punkt z € C ist ein Haufungs-

punkt von C' und auch ein Randpunkt von C. (D.h.,
0C = C.) Damit ist C auch nirgendwo dichit.

Definition G2.12. Die Cantorfunktion ist eine stetige
und monoton steigende Surjektion f: [0,1] — [0,1]. Fir

r = 0d'd*d*-- 3 € Cgilt f(z) = 0.0'b*b*- - -5, wobei
b' := d' /5. Auf jedem Intervall in [0, 1]\ C ist f konstant.

Bemerkung G2.13. Diese Funktion ist eine Surjektion
C — [0,1]. Damit ist C iiberabzihlbar.

Bemerkung G2.14. Fir x € C existiert f’(x) nicht. Fur
x €[0,1]\ C gilt f'(z) =0.

Bemerkung G2.15. In dem man skalierte Kopien von die-
ser Funktion aufsummiert, kann man auch eine Funkti-
on g konstruieren, die stetig und streng monoton ist, so
dass ausserhalb einer Nullmenge (wo ¢’ nicht existiert)
gilt ¢’ = 0.

Ende der Vorlesung 2008 Juli 8
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