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5. Ubungsblatt Analysis III

TERMINANDERUNG: Die Klausur findet am Donnerstag, den 17.07.
in der Zeit 14:00 - 16:00 im Horsaal MA 001 statt.

Ubungsaufgaben
1. Aufgabe

Wir zeigen, dass zu jeder Lebesgue-messbaren Menge E C R? zwei Borelmengen
Hy, Hy C R? existieren mit H; C E C Hy und A (Hy\E) = A(E\ Hy) = 0.

2. Aufgabe
Wir beweisen die Integrationsregeln fiir nicht-negative Funktionen (Satz 1.45 aus der
Vorlesung).

Tutoriumsvorschlige

1. Aufgabe
Sei f: R — R Lebesgue-integrierbar und g : [0,00) — R definiert durch

g(t) == fd.
[0,¢]

Zeigen Sie, dass g gleichméBig stetig ist.
2. Aufgabe
Es seien a,, € R und f : R — R definiert durch

a, firn—1<z<n (neN\{0})

fz) = i}
0 firz<DO.

[e.e]

Zeigen Sie: f ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn Z a, absolut konvergiert.

n=1
Dann ist /fd)\ = Zan.
n=1

3. Aufgabe
Man betrachte folgende Beispiele von Funktionenfolgen ( f,,)nen auf den Defitionsbe-
reichen D C R:

(i) Sei D =[0,1], (¢:)ien eine Abzdhlung der rationalen Zahlen in D und f,, : D —
R definiert durch
fulg) =1 firi=1,...,n, und fn(x) =0 sonst.

(ii) Sei D =R und f, : D — R definiert durch

1
falx)=—= fir —n<xz<n, und fn(x) =0 sonst.
n

(iii) Sei D =[0,1] und f,, : D — R definiert durch

falz)=n fir0 <z < —, und fn(z) =0 sonst.

S



Welche Voraussetzungen der Satze von Beppo Levi und Lebesgue und des Lemmas
von Fatou werden in diesen Beispielen erfiillt und welche nicht?

4. Aufgabe
Sei f: R - R, fe Li(\) und M € B(R?). Dann ist fxar € Li(\9).

Hausaufgaben

1. Aufgabe (4 Punkte)
Sei fiir s >0 und k € N:
K2 fiirz € [0,1]

fr:R—R, fr(z) = { 1+k2z

0 sonst .

Fiir welche s
(i) ist die Folge (fx)ren punktweise konvergent?
(ii) besitzt (fx)ken €ine integrierbare Majorante?

(iii) sind Integration und Grenziibergang vertauschbar?

2. Aufgabe (4 Punkte)
Man beweise oder widerlege folgende Aussagen:

(1) Sei (R,2A, p) ein Mafiraum und f,¢ : R — R p-integrierbare Funktionen. Dann
ist auch f-g p-integrierbar.

(ii) Sei D C R? Lebesgue-messbar mit A%(D) > 0, und seien f,g : D — R \%-
integrierbare Funktionen. Stimmen f und g auf einer dichten Teilmenge von D
iiberein, so sind ihre Integrale gleich.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei (9,2, p) ein Mafiraum und f, f,, : @ — R, n € N nicht-negative p-integrierbare
Funktionen.

(i) Zeigen Sie die folgende Implikation:
lim |fo—fldu=0 = lim/fndu:/fdu.

(ii) Es gelte

n—oo

lim f, = f fast iiberall und lim fndu = / fdu.

Zeigen Sie, dass dann gilt
lim | |fo— fldu=0
Q

Hinweis : Wenden Sie das Lemma von Fatou auf die Folge f,, + f — |fn — f| an.

4. Aufgabe (4 Punkte)
Sei o € R. Welche der folgenden Funktionen sind Lebesgue-integrierbar und welche
nicht? Geben Sie bei den integrierbaren den Wert des Integrals an.

(i) f:[0,00) = R, f(z) = z°.
(i) ¢g:[0,1] = R, f(z) = 2°.
(ili) X@, XR\Qs X[0,1\Q-
Gesamtpunktzahl: 16



