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9. Übungsblatt Analysis III

Die Klausur �ndet am Donnerstag, den 17.07. in der Zeit 14:00 - 16:00 im
Hörsaal MA 001 statt.

Übungsaufgaben

Übersicht: Kurvenintegrale II

Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe
Sei F : Rn → Rn stetig und γ : [a, b] 7→ Rn sowie σ : [c, d] → Rn stetig di�erenzierbar.
Zeigen Sie folgende Eigenschaften des Kurvenintegrals:

(i) Ist γ(b) = σ(c), so de�nieren wir

(γ ⊕ σ) : [a, b + d− c] → Rn, t 7→
{

γ(t) t ∈ [a, b]
σ(t− b + c) t ∈ (b, b + d− c] .

}
Dann gilt ∫

(γ⊕σ)
F (s) ds =

∫
γ
F (s) ds +

∫
σ

F (s) ds .

(ii) Sei γ− : [a, b] → Rn , t 7→ γ(b + a− t). Dann gilt∫
γ−

F (s) ds = −
∫

γ
F (s) ds .

2. Aufgabe

(i) Man berechne die Länge der Zykloide x = a(t − sin(t)), y = a(1 − cos(t)),
0 ≤ t ≤ 2π.

(ii) Es sei f : R3 → R3 , (x, y, z) 7→ (x2y, x − z, xyz) . Berechnen Sie
∫
γ f(s) ds

für die Kurven γ : [0, 1] → R3, t 7→ (t, t2, 2) und γ : [0, 1] → R3, t 7→ (t, t, 2).
Ist f ein Gradientenfeld?

3. Aufgabe
Für welchen Wert λ kann das Vektorfeld

v : R3 → R3 ,

 x
y
z

 7→

 x2 + 5λy + 3yz
5x + 3λxz − 2
2xy + λxy − 4z


als Gradient eines Skalarfeldes φ dargestellt werden? Geben Sie für dieses λ φ an.



4. Aufgabe
Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und V ∗ sein Dualraum. Seien v1, . . . , vk ∈ V
und ω1, . . . , ωk ∈ V ∗. Dann gilt

ω1 ∧ · · · ∧ ωk(v1, . . . , vk) = det(ωi(vj))i,j=1,...,k .

Hausaufgaben

1. Aufgabe (4 Punkte)
Man berechne:

(i) die Länge der Kardioide r = a(1− cos(ϕ)), 0 ≤ ϕ ≤ 2π (vgl. Übung).

(ii) das Kurvenintegral
∫
Γ(a,b) xy ds über den Ellipsenbogen (a, b > 0) Γ(a, b) :=

{(x, y) ∈ R2
+ | x2

a2 + y2

b2
= 1} .

Hinweis: Man gebe eine geeignete Parametrisierung von Γ(a, b) an.

2. Aufgabe (4 Punkte)

(i) In R2 sei γ die Kurve

γ : [a, b] → R2, t 7→ (et cos(t), et sin(t)) .

Berechnen Sie das Wegintegral
∫
γ x dy − y dx.

(ii) Begründen Sie, warum für geschlossene Wege γ das Wegintegral
∫
γ x dy + y dx

immer 0 ist.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Es sei das Vektorfeld

v : R3 → R3 , v(x, y, z) = (xz + ayλ, xy + azλ, yz + axλ) .

(i) Wie sind die Konstanten a ∈ R und λ ∈ N \ {0} zu wählen, damit v ein
Gradientenfeld ist?

(ii) Berechnen Sie für die unter (i) gefundenen Konstanten eine Stammfunktion
von v.

(iii) Berechnen Sie
∫
γ v(r) · dr, wobei r = (x, y, z)T und γ die Verbindungsstrecke

zwischen den Punkten (3, 0, 0) und (3, 3, 0) ist.

4. Aufgabe (4 Punkte)

(i) Man berechne:

(x1 dx1 + x2 dx2 + x2 dx2) ∧ (x1 dx1 + x2 dx2 + x2 dx2) .

(ii) Für V = Rn de�niert ω(v1, . . . , vn) = det(v1, . . . , vn) eine alternierende n-Form.
Zeigen Sie, dass det(A) = det(AT ) für jede n× n Matrix A.

Gesamtpunktzahl: 16
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