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Aufgabe 1. 3 Punkte
Wir betrachten die folgenden Funktionen f;: R — R.

fulz) = sinz, ﬁ@p:?’x>& .M@z{

0, =<0,

l—z, 0<z<1,

0, sonst.

Beantworten Sie fiir jedes i € {1, 2, 3} die folgende Frage: Gibt es eine punktweise monoton
wachsende Folge (g,,), von Funktionen g, € C.(R), deren punktweiser Limes f; ist? Wenn
ja, geben Sie eine solche an, wenn nein, geben Sie einen Beweis dieser Tatsache.

Lésung. Eine solche Folge existiert genau dann, wenn f; € H*(R), wenn also f; halbstetig
von unten und auflerhalb eines Kompaktums nicht-negativ ist.
Esist fi ¢ HT(R), da {z € R: fi(z) <0} D {2kw — 3 : k € Z} unbeschrénkt ist.
Fir n > 0 sei

ne, 0<x< %,

L, 5 <<,
gn(x) =

n+l—z, n<zr<z+1,

0, sonst.

(An dieser Stelle wére eine Skizze sinnvoll, da die folgenden Behauptungen an ihr zu
erkennen sind.) Dann ist g, € C.(R), und fiir alle x € R ist gp(z) < gn41(x) und

Esist f3 ¢ HT(R), denn es ist f3'[(1/2,00)] = [0,1/2) nicht offen und damit f3 nicht
halbstetig von unten. O

Aufgabe 2. 3 Punkte

Essei C € R, und (g;);en eine Folge integrierbarer Funktionen g;: R" — R. Fiir alle j € N
und z € R” gelte |g;(x)| < C. Zeigen Sie: Existiert der punktweise Limes f := limy_, o g,
so ist f lokal integrierbar.

Losung. Sei K C R"™ eine beliebige kompakte Teilmenge. Es ist zu zeigen, dass fyxx
integrierbar ist. Die Funktion C'x ist integrierbar, da K kompakt und daher integrierbar
ist. Fiir alle j € N ist g;xx integrierbar, da g; lokal integrierbar ist. Nach Voraussetzung
ist |gjxk| < Cxk fiir alle j und fxg = lim;_ g; Xk punktweise. Mit dem Satz {iber
dominierte Konvergenz folgt, dass fxx integrierbar ist. O
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Aufgabe 3. 4 Punkte
BEssei f € LY(R™) und g: R"® — R stetig und beschrinkt. Zeigen Sie: Fiir alle y € R™ ist
die Funktion
R" - R
z = f(z)g(y — )
integrierbar, und die dadurch definierte Funktion f * g: R™ — R mit

(f*9)(y) = . f(@)g(y — =) d(x)
ist stetig.

Lésung. Es sei C' € R so, dass |g] < C.

Fiir den ersten Teil der Aufgabe sei y € R™ fest und g(x) = g(y — x). Die Funktion g ist
stetig und beschrankt, die Funktion f ist integrierbar. Es ist zu zeigen, dass damit auch
das Produkt fg integrierbar ist. Variante 1: Da g stetig ist, ist g lokal integrierbar und
damit, da beschrénkt, g € £°(R"). Aus der Holder-Ungleichung (genauer: Satz B2.31)
folgt fg € LY(R™). Variante 2: Da f integrierbar ist, existiert eine Folge (ht)x in C.(R™)
mit ||hg— f||z1 — 0. Da g stetig ist, ist hyg € C.(R™). Da ||hxg— fgll .1 = [|[(he— )7l 2 <
C|lhg — fllzr — 0, ist fg integrierbar.

Fiir den zweiten Teil bemerken wir zunéchst, dass fiir alle x die Funktion f(z)g(y — x)
in y stetig ist. Auflerdem gilt fiir alle z, dass |f(x)g(y — z)| < C|f(z)|, wobei die
rechte Seite unabhéngig von y und als Funktion in z integrierbar ist. Damit ist das
parameterabhingige Integral [, f(x)g(y — x) d\(z) stetig in y. O

Aufgabe 4. 4 Punkte
Es sei M C R? die Menge
M = {:C ER3: z1+z0423=0, x%+2x%+x§ — 2x9(x1 + x3) :9}.

Zeigen Sie, dass M eine Mannigfaltigkeit ist, und bestimmen Sie den Tangentialraum 7}, M
und den Normalenraum Np,M am Punkt p = (2,-1,—-1) € M.

Losung. Wir betrachten

fiRP—R?
AT z1+ 72 + 73
2 22+ 223 + 23 — 2w9(z1+2+3)—9)°

T3

so dass M = f~1[{0}]. Die Jacobimatrix ist

Jof = ( 1 1 1 )
z 2(x1 —x2) 22w —x1 —23) 2(x3—123))°
Der Rang dieser Matrix ist genau dann kleiner als 2, wenn die zweite Zeile ein Vielfaches
der ersten ist, wenn also x1 — x9 = 2x9 — 11 — 3 = T3 — 2. Dies ist genau dann der Fall,
wenn 1 = x9 = x3. Da f(t,t,t) = (3t,—9) # 0, ist 0 ein reguldrer Wert von f und M
eine Untermannigfaltigkeit der Dimension 3 — 2 = 1.

1
Firp=(2,-1,-1)ist J,f = (é —16 [1)) Es folgt, dass T,M =kerD,f =R | 1

-2
1 1
und NyM = (T,M)* =R [ 1| +R | —1 |. Letzteres ist der Zeilenraum von J,f. O
1 0



Aufgabe 5. 4 Punkte
Die Abbildung
¢: R? — R?
(t,r) — (t(r +2),t* — 1)

ist auf U := (0,1) x (—1,1) injektiv. (Dies muss nicht gezeigt werden.) Es sei V := ¢[U].
Zeigen Sie, dass ¢: U — V ein Diffeomorphismus ist.

Weiter sei f: R? — R iiber V integrierbar. Wenden Sie die Transformationsformel an,
um eine Gleichung der Form

/VfdA:[:.‘/“:.....f(...,...)drdt

(mit konkreten Ausdriicken in 7 und ¢t an Stelle der Piinktchen) zu erhalten. Benutzen
Sie diese, um den Flécheninhalt (das heifit, das 2-dimensionale Volumen) von V' zu
berechnen.

Losung. Es ist
r+2 t
J(t,r)gp = ( 2 _1> s det(D(tﬂﬂ)(p) = det(J(tﬂﬂ)(p) =—r—2- 2t2.

Fiir (¢,7) € U ist det(Dyp) <1 -2 <0.

Die Funktion ¢: U — V ist offenbar stetig differenzierbar und surjektiv. Sie ist auch
injektiv, was wir nicht nachpriifen. Da ihr Differential an jeder Stelle ein Isomorphismus
ist, folgt aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion, dass sie ein Diffeomorphismus ist.

Es ist

/ fdx= / det(D)[(f o ) d\ =
1% U

—/1/1 (262 + 7 +2) f(t(r +2),8* — ) drdt,
0 J-1

die erste Gleichung nach dem Substitutionssatz, die zweite durch Einsetzen und den Satz
von Fubini.
Insbesondere ist

1 1 1
1
vol(V)z/ldA:// 2t2+r+2drdt:/ 2(2t2+2)dt:4.§+4:?
1% 0 -1 0



