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A. LEBESGUE-INTEGRATION BemerkungA2.5. Dies ist nur ein Spezialfall des sehr allge-
meinen Satzes von Tichonow: jedes (auch unendliche) kar-
Al. Einleitung tesische Produkt kompakter Rdume ist (mit der sogenannten

Produkttopologie) selbst kompakt. (Vgl. auch 11.B6.28.)

Im letzten Semester betrachteten wir das Integral fur Rege'[emma A2.6. Seien XK,Y metrische Raume, K kompakt
funktionen auf Intervallen ilR. Unser Hauptthema in diesem gqi f x % K — Y eine’st’etige Abbildung. Wir definieren

Semester ist Integration in mehreren Dimensionen. Dabei ma-
chen wir auch den Schritt vom Regelintegral zum Lebesgue- fiX=cKY), (FO)M:=fxt)eY.
Integral. Lebesgue-Integration liefert ein sogenanntes Malf3,
mit dessen Hilfe man das Volumen von vielen Teilmengen impann ist f stetig. Aquivalent heiBt das: Fiir jede konvergente
euklidischen Raurik" messen kann. MaBtheorie bildet auch poige (x,) in X (mit %, — p € X) konvergieren die Abbildun-
die Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie. gen f(x,) gleichmaRig gegen(p).
Es gibt viele Zugange zum Lebesgue-Integral. Wir fan-
gen nicht mit abstrakter Mal3theorie an, sondern leiten daBemerkungA2.7. Die Stetigkeit vonf ist bezlglich der Pro-
Lebesgue-Integral her als Grenzwert von Integralen stetigeguktmetrik aufX x K; die vonf ist bezuglich der Supremum-
Funktionen. Damit definieren wir das Lebesgue-Maf3 und erghetrik d., (vgl. 11.B5.7), d.h. beziglich gleichmafiiger Kon-
danach MaRe im Allgemeinen. Das Lehrbuch von Forstewergenz (vgl. 11.B8.15). Die Aquivalenz der beiden Aussagen
folgt eine ahnliche Herangehensweise. folgt aus Korollar 11.B7.15, das uns erlaubt, Stetigkeit mittels
Spéter im Semester betrachten wir auch Integrale Uiber Fl&olgen zu betrachten.
chen und andere Untermannigfaltigkeiten im Raum. Dabei
lernen wir Diferentialformen kennen, die auch eine wichtige Beweis.Die TeilmengeA = {x, : n € N} U {p} c X
Rolle in Differentialgeometrie und -topologie spielen. ist kompakt (weil jede fiene Uberdeckung eine Umgebung
von p enthdlt, die fast alle, enthéalt). Nach Lemma A2.4 ist
dannA x K kompakt. Damit ist die Beschrankurigh.k nach
A2. Hintergrund Satz 11.B8.8 gleichmafig stetig, d.h. zu jedem- 0 gibt es
eind > 0 so, dass fik, X € Aundt,t’ € Kmitd(x,x) <6
Wir fangen mit ein paar Definitionen und Hilfsatzen an, dieundd(t, t’) < ¢ gilt d(f(x,t), f(X',t')) < . Weil x, — p, gibt
wir eigentlich im letzten Semester héatten behandeln kénnen€s einN € N so, dass fiin > N gilt d(x,, p) < . Daher gilt fr
n > N und fur allet € K, dassd(f(x)(t), f(p)(t)) < &. D.h.

Definition A2.1. Furi = 1,...,n sei (X, d) ein metrigch_er per Definition, dasslw(fNan), f(t)) < . Damit konvergieren
Raum. Auf dem Produktmengé = X; x --- x X, sei die F(Xn) gleichmaRig gegefi(p). O

Produktmetrik definiert durch

d((xe, - Xn), (Y1 - ) = max di(x, i)-

..... n A3. Integrale stetiger Funktionen
BemerkungA2.2. Diese ist tatsachlich eine Metrik; wir zei-
gen nur die Dreiecksungleichung. Seiety,z € X. Aus der Wir betrachten zuné&chst Integrale stetiger Funktionen auf
Definition vond gibt esi mit d(x, 2) = di(x;, z). Damit gilt demR". SeiQ = [a, b] x [c,d] z.B. ein Rechteck ink? und
seif: Q — R eine Funktion. Um das Integral vdnauf Q zu
d(x,2) = di(xi, z) < di(x, ¥i) + d(¥i, z) < d(x,y) + d(y. 2). definieren, méchten wir
BemerkungA2.3. Im FalleX; = R ist diese Produktmetrik auf d b
R" die £~-Metrik. Man kann auclfP-ahnliche Produktmetri- f f= f(f f(X,Y)dX) dy
ken im Allgemeinen definieren: Q ¢ Ja

do(%y) = (Z di(xi,yi)P)l/p. setzen. SeF(y) := fabf(x, y)dx Die erste Frage ist, wann

i diese Funktion integrierbar ist. Wir untersuchen jetzt solche
. . . . . Integrale, die von einem Parameter abhangig sind.

Diese sind alle aquivalent zur obigen Produktmetrik. g g9

Lemma A2.4. Seien KK’ kompakte Raume. Dann ist auch Lemma A3.1. Sei[a,b] c R ein kompaktes Intervall. Das
K x K’ kompakt. Regelintegral ist eine Lipschitzabbildur@([a, b],R) — R,

insbesondere stetig.
Beweis.Fir metrische Raume sind Kompaktheit und Folgen-
kompaktheit gleich (Korollar 11.B6.21). Sex{, x,) eine Folge =~ Beweis.Nach dem Mittelwertsatz 11.A4.12 der Integralrech-
in K x K’. Weil K folgenkompakt ist, kénnen wir die Fol- nung gilt
ge mit einer Teilfolge ersetzen, damit in K gegenp kon- ) X )
vergiert. WeilK” folgenkompakt ist, kbnnen wir wieder eine
Teilfolge finden, dami, — p’ € K’. Aus der Definition der ’fa f _L g' = L‘f -9/ <(b-a)du(f.9).

Produktmetrik konvergiert dann die Teilfolge,(x},) gegen o ) ) )
(p, P). o  Damitistb — a eine Lipschitzkonstante fur das Integral. o
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Satz A3.2. Sei[a,b] c R ein kompaktes Intervall und sei Definition A3.8. SeiX ein metrischer Raum. Den Raum aller
X ein metrischer Raum. Sei. X x [a,b] — R eine stetige stetigen Funktionen auf mit kompaktem Trager nennen wir

Funktion. Die durch Cc(X).
F(x) = ¢ d BemerkungA3.9. Der RaumC¢(X) ist ein Vektorraum, ein
() = a (x yat Unterraum inC(X, R). Auf C.(X) gibt es die Norm

definierte Funktion F X — R ist stetig. I flleo := sup|f(X)|.
XeX

Beweis.Dieser Satz folgt direkt aus Lemma A2.6 und Lem-
ma A3.1: Istf wie im ersten Lemma definiert, gif(x) = BemerkungA3.10. Ist K kompakt, dann hat (nach Korollar

f f(x), d.h.,F ist die Komposition der beiden stetigen Abbl| 2'86'25) Jed? Funkt_|on auk einen kompakten Trager. Ins-
esondere gilC:(K) = C(K,R).
dungen aus den beiden Lemmata.
Das nachste Lemma gibt uns eine stetige Variante der cha-
Definition A3.3. Ein kompakter Quadeim R" ist das Pro- rakteristischen Funktion:

dukt
Lemma A3.11. Sei Bc R" beschrankt. Es gihpg € C.(R")
Q =[as, bi] x - - - [an, bn] mit0 < pg < 1undgglsg =1
von n kompakten Intervallen. Beweis.Seid(x, B) := infy.g |x—y| die Abstandsfunktion zB.

Wir setzenpg(x) := max0, 1-d(x, B)). Weil B beschrankt ist,
Definition A3.4. Sei f: Q — R eine stetige Funktion auf liegt es in einenR-Ball. Dann liegt suppg im (R + 1)-Ball
einem kompakten Quad€y c R". Wir definieren wie folgt  und ist damit beschrankt und kompakst. O
das Integral:

Definition A3.12. Seif € C.(R"). Weil suppf kompakt ist,

D1 Dn kdnnen wir einen Quade® > suppf wahlen. Das Integral
f fdi:= f f e Xn) A - . von f wird als Integral tibe definiert:

ap an
BemerkungA3.5. Hier benutzen wir mehrmals den letzten fdil:= ff da
Satz. Per Induktion ist fur jedéglas Integral RN
by by (Der Wert hangt nicht vom gewahlt&pab — warum?)
f f f(X,. .., %) Ay - - dX
a an BemerkungA3.13. Es gibt viele dquivalente Schreibweisen

eine stetige Funktion der restlichen Variabban. .. x_;. fur dieses Integral:

Eine stetige Funktiorf auf dem gesamten RauRi hat B L
moglicherweise kein sinnvolles Integral. (Auch im Falle 1 Rnf - Rnf di== Rnf(x) da(¥

ware das ein uneigentliches Integral, das vielleicht nicht kon-

vergiert.) Wir betrachten deswegen nur diejenigen stetigen = f(X)dX=f f(x) d"x

Funktionen, die ausserhalb eines beschrankten Gebiets Null £ R

sind. = | f(Xt. o X)X X
Rﬂ

Definition A3.6. SeiX ein metrischer Raum und séi X — )
R eine Funktion. Deflragervon f ist Spaéter verstehen wir hier als Name des Lebesgue-Malies; es

bedeutet etwa die Volumenform aif.
suppf := {x € X 1(x) # O, Lemma A3.14. Das Integral f — fRnf da ist eine lineare
AbbildungC:(R") — R, ein sogenanntelineares Funktional

die abgeschlossene Hiille der Teilmenge, fmangleich Null aufCo(R". Es gilt auch Monotonie:

ist.
BeispielA3.7. SeiA c X eine Teilmenge und sgj, die cha- f>0 = fdi> 0.
rakteristische Funktion voA: RN
1, xeA, BeweisskizzeDies folgt ausn-facher Anwendung der ent-
xa() =14 & A sprechenden Eigenschaften (I.A4.10) des Regelintegras.

_ _ Bemerkun@?3.15. Aus Linearitét und Monotonie folgt
Dann gilt suppy, = A. Zum Beispiel gilt supp, = Q =R.

f§g=>ffd/l§ gdi.
RI’\
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BemerkungA3.16. Beziglich der Norm|-||., ist das Integral Satz A4.1. Das Integral ist (bis auf eine multiplikative Kon-
f - fRnf dA unstetig. (Sei z.Bfy := %X[—k,k]; obwohl fy — stante) das einzige lineare Funktional C;(R") — R, das

0 gleichmaRig, gilt[ fc = 2.) Ist aber ) eine Folge, die monoton und translationsinvariant ist.

gleichmafig gegef < C(R") konvergiert, und ist), suppf Zunachst untersuchen wir die stetigkeit eines gegebenen
kompakt, dann gilt[, fcdd — [,fd2. (Vgl. Lemma A4.2 £ ktionalsl:
unten.)

ILemma A4.2. Sei I: C.(R") — R ein monotones lineares
Funktional. Sei Uc R" eine beschrankteffene Teilmenge.
AufC(U) c Ce(R") ist | stetig.

Unser Ziel ist, eine Substitutionsregel fiir das Integra
UberR" zu finden. Fim = 1 kénnen wir gleich die alte Sub-
stitutionsregel (11.A6.1) wie folgt umschreiben:

Beweis.Wir benutzen die Funktiopy aus Lemma A3.11.

Satz A3.17. Seip: R — R ein Diffeomorphismus und sei Fiir f € Co(U) gilt

f € Cc(R). Danniist fo ¢ € C¢(R) und es gilt

~fllou < f < Ifllogpu
f 1= +.
fR( 2 fR (fir x € U ist gu(x) = 1; fir x ¢ U ist f(x) = 0). Weil |

o . . . . monoton ist, gilt
Beweis.Die Funktiony ist streng monoton; ohne Einschran- g

kung nehmen wir an, sie ist steigend. (Sonst ersetzep mit |I(f)| < 1Hpu)ll flleo.
—.) Sei [c, d] ein kompaktes Intervall mit suppc [c, d] und ) o ) ] .
seiena = ¢1(c), b = ¢~1(d). Dann gilt suppf o ¢) c [a,.b]  Das heilitl(py) ist eine Lipschitzkonstante fur das lineare

und mit der Substitutionsregel 11.A6.1 gilt Funktionall; damit ist! stetig. o
b d
jl;(f o )¢ dA = f(f °cp)p = f f= fRf di. o a. Eine stetige Wavelet-Basis
a Cc

Ein wichtiger Spezialfall ist eine Translatign=7,: X - Im letzten Semester zeigten wir, jede stetige Funktion (so-
X+vmit T\', = 1:das Integral ist translationsinvariant im Sinne, garjede Rege]funktion) ist ein g|e|chmar_§|ger Limes von Trep-
dass[ f= [ for. _ _ penfunktionen. Um weitere Eigenschaften des Integrals zu un-

Durch n-fache Anwendung dieser Regel sehen wir, auchersuchen, benutzen wir nicht mehr Treppenfunktionen (weil
das Integral GbeR" ist translationsinvariant: sie unstetig sind) sondern eine verwandte Familie von ,Hut-

Satz A3.18 (Translationsinvarianz). Sei v € R" und sei funktionen®.

7v: R" — R" die Translation x— x + v. Fir f € C,(R")  Definition A4.3. Seih € C(R) die (stiickweise lineare) ,Hut-

gilt funktion®
f foryda =f fda. h(t) := max(0, 1 - t)
- = mit supph = [-1, 1]. (Diesesh ist lbrigens die Funktiogg,
Beweis.(Aufgabe.) O aus Lemma A3.11.)

Eine wichtige Eigenschatft dieser Funktion ist folgendes: sie
lasst sich als lineare Kombination skalierter Kopien von sich
selbt schreiben. Set: x — 2x die SkalierungR — R. Wir
betrachten nun Skalierungen um Zweierpotenzen und Trans-
lationen um ganze Zahlen:

A4. Eindeutigkeit des Integrals

Nach den Translationen sind vielleicht die einfachsten Dif-
feomorphismen deR" die linearen AbbildungeA: R" — R"

mit A € GL(R"). (Hier unterscheiden wir nicht zwischen der o™(X) = 2™xfurme N; 7j(x) = x+ j fur j € Z.
Abbildung A und ihrern x n-Darstellungsmatrix.) Der Substi- o o _
tutionsregel in diesem Falle wird sagen, Definition A4.4. Fur j € Z undm e N setzen wir

(foA)detAldi= | fda M09 = (horj 0 )0 = h(j + 279,
Rn

RN
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Insbesondere fiir eine Rotatidne O(n) mit detA = +1 gilt .
[ foAdt= [ fdi das Integral ist rotationsinvariant. Dies Lemma A4.5. Flr jedes me N gelten

macht intuitiv auch Sinn, wenn man sich das Integrélals Z h"(x) = 1
Volumen unter dem Graphen vdrvorstellt. y

Die Rotationsinvarianz ist aber viel schwieriger zu bewei-
sen, weil unsere Definition des Integrals so eng mit dem Kound
ordinatensystem verbunden ist. Dazu brauchen wir eine Cha- . ., el ml 1 11
rakterisierung des Integrals, das Ziel dieses Abschnitts: 207 = Moy + 25 + 20y, insb. 2h=hoy + 2hg + .

jezZ
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Beweis.(Aufgabe.) O

Beweis.Seie > 0 gegeben. Weif kompakten Trager hat, ist
f gleichmaRBig stetig, d.h., zum gegebegen0 gibtesm > 0

BemerkungA4.6. Die letzte Formel kdnnen wir auch wie SO, dass fix,y e R" mit [Ix-Yllo < 27" gilt [f(X) - f(y)l < e.

folgt schreiben:

1- K| jami-1
2 h2j+k'

A=

ke{-1,0,1}

Wir behaupten||f — f| < e.
Nun seix € R" gegeben und sei

A={feZ" 1 HM() #0)={j €Z": Ix+ 2 Mjllo <277},

eine endliche (vorx abhangige) Teilmenge a&'. Wir be-

Bemerkungh4.7. Wegen dieser Eigenschaften sind die Funk-merken,y Hjm(x) = Hjm(x) = 1. Nach Lemma A4.9 gilt

tionenhrjn eine Wavelet-Basis; fir festesauch eine Basis fir

lineare B-Splines. Ahnliche Eigenschaften haben schon die

Treppenfunktionen. Fur
97" =XoyoTioo"

gelten namlictg] = g5 + g, und X jcz g'(X) = 1. Der Vorteil

der Hutfunktionen ist deren Stetigkeit. Mit Wavelets (,Well-

chen®) versteht man eigentlich noch glatteren (am beStén
Basisfunktionen mit &hnlichen Eigenschaften.

Ahnliches kénnen wir auch in héheren Dimensionen ma-

chen.

Definition A4.8. SeiH € C.(R") das Produkt

H(X) := [ | h(x) = h(x))h(x2) - - - h(xn),

n
i=1
dessen Trager supp = [-1,1]" ist. (Dies ist der abge-
schlossene Einheitsball iR" beziiglich derf*-Norm.) Sei

o:R" —» R" die Skalierungo(x) = 2x. Fur jedesm € N
und fir jedes ,Multiindex'j € Z" sei

HM(x) == (H o7 0 ™) = [ [ B0,
i=1

Lemma A4.9. Fir jedes me N gelten

YHU()=1 und 2H"= (ﬁ 2 Hyp

jezn ke{-1,0,1}" i=1

Beweis.Diese Formeln folgen aus der Definition véhmit

09 = > FOOHME) = > F(YHMK)

jezn jeA
und damit
|10 = 0] = | 2 (F( — F2™) H;“(x)|

jeA

< 3|t - 1@ )| H)
jeA

<Y eHM) <e Y H (=2 O
jeA jez"

b. Folgerung fur lineare Funktionale

Lemma A4.12. Sei |: Cc(R") — R ein translationsinvari-
antes lineares Funktional und sei:e I(H) € R. Dann gilt
I(Hjm) = 2"™c fur alle me N und allej € Z".

Beweis.Wegen der Translationsinvarianz ¢t := I(Hjm) un-
abhangig von. Nach Lemma A4.9 gilt dann

n
2"y = l—l 21"ki')cm+1
ke(-1,0,13n " i=1
n
= Cm+1 21_“(') = Cm+14n»
i=1 'ke(-1,0,1)
d.h.,cmi1 = 27 "¢y, Per Induktion folgt das Lemma. ]

Jetzt kdnnen wir die Eindeutigkeit des Integrals (bis auf
einen konstanten Faktor) beweisen:

Satz A4.13 (Eindeutigkeit des Integrals).Sei I: C.(R") —

Lemma A4.5 bzw. Bemerkung A4.6. Man benutzt einfach daR ein lineares Funktional, das monoton und translationsinva-

Distributivgesetz. O

Satz A4.10. Fur f € C¢(R") und me N sei

() 1= Y F(=2DHMX) € CR,

jezn

eine Wavelet-Approximatiorfir f. Die Funktionen § kon-
vergieren gleichmafig gegen f.

Bemerkungd4.11 Weil f kompakten Trager hat, i$(2~"))

riant ist, und sei c= 1(H) > 0. Dann gilt I(f) = cj;{n f dAa.

Beweis.Wir definierenJ(f) := ¢ |, f d1 und mdchten zei-
gen,l = J. Es qilt J(H) = I(H) und deshalb nach dem Lem-
maJ(Hjm) = I(Hjm). Seif € C:(R") und seienf,, die Wavelet-
Approximationen aus Satz A4.10. Wdj}, eine lineare Kom-
bination der Funktionem-ljm ist und die beiden Funktionale
linear sind, folgtd(fy) = 1(fm). Sei nun

U:={xXeR":|Xx-Vllo < 2Yy € suppf};

fur alle m gilt suppf, c U. (Warum?) Aus der Monotonie

nur fur endlich vielg € Z" ungleich Null. Das heif3t, die Sum- von | und J folgt nach Lemma A4.2, dass diese atf{U)
me in der Formel fuify, ist eine endliche Summe und deshalb stetig sind. Weilf,, — f gleichmaBig, gilt damit)(f) =

wohldefiniert. Auch deswegen h kompakten Trager.

lim J(fm) = lim 1 (fm) = 1 (). O
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BemerkungA5.3. Weil das Integral invariant unter Transla-
Ende der Vorlesung 2009 April 21 tionen und Rotationen ist, ist es unter alle euklidischen Bewe-

BemerkungA4.14. Die Wavelet-Approximationeri, zu ei-  gungen invariant.

ner gegebenen Funktiof haben'ww oben durch Formeln . Ganz einfach ist auch der Fall, da&sgine Diagonalmatrix

beschrieben. Man kann auch einfach sagen, diese sind di'§t.

stiickweise multilineare Interpolationen der Werten yaauf

einem kubischen Gitter. Wir betrachten zunéchst den Fallemma A5.4. Sei A= diag@,...,a,) € GL(R") eine Dia-

m = 0. Da gilt fo(j) = f(j) fir j € Z"; die Werte vonfo auf  gonalmatrix mit a> 0. Fiir f € C¢(R") gilt

jedem Einheitswiirfgl + [0, 1]" hangen nur von den werten in

den 2 Ecken ab — und sind deren ,multilineare” Interpolation. AL

(Firn = 1 ist fy die stliickweise lineare Interpolation der Wer- detA Rnf cAdl=a a"f

te vonf in den ganzen Zahlepe Z.) Fur allgemeinesn > 0

lauft alles &hnlich indem wir einfach durch 2™Z" ersetzen. = e fO ) dxg - dg = Rnf d.

Der Name ,Wavelet-Approximation® ist zugestandenermalfien

fur diese einfache Interpolation ein bisschen Ubertrieben.  BeweisskizzeDiese Lemma folgt aus-facher Anwendung

BemerkungA4.15. Beziiglich der*-Norm ist H einen- ~ des Fallesn = 1, welches der Spezialfalp(x) = ax im
Lipschitzabbildung, d.h]H(X) — H(y)| < nlIx - Vil Es folgt, ~ Satz A3.17 ist. o
dass 2'n eine Lipschitzkonstante fiHIjm ist.

f(agxe, ..., anXn) dxg - - - dx,

n

Ein bekanntes Lemma aus der linearen Algebra sagt, dass
jede Matrix ein Produkt von Rotationen mit einer Diagonal-

matrix ist:
A5. Substitutionsregel

Lemma A5.5 (Singularwertzerlegung). Sei Ae GL(R"). Es
Aus der Eindeutigkeit des Integrals schliessen wir zunachggibt U,V € O(n) und eine Diagonalmatrix D mit positiven

Rotationsinvarianz und danach den linearen Fall Eintragen so, dass A UDV. O
|detA|f fondi= [ fdo Satz A5.6. Fir A € GL(R") und f € Cc(R") gilt
n Rn
der Substitutionsregel. |detAl Lnf oAdd = Lnf da.
Lemma A5.1. Fir A € GL(R") sei |: C¢(R") — R definiert S . . .
. _ : : Beweis.Mit der Singulérwertzerlegung schreiben Wi =
durch I(f) := [ 0 Ad2 = [, f(AX dA(x). Dieses lineare UDV und merken ddb = |detAl. Der Satz folgt dann aus

Funktional ist monoton und translationsinvariant. . . . :
der Rotationsinvarianz A5.2 und dem Diagonalfall A5.4:

Beweis.Linearitat und Monotonie sind trivial. Fir die Trans-

lationsinvarianz bemerken wir detD | foUoDoVdi=detD | foUoDdx

(v o A)(X) = V+ Ax= AA N+ X) = (Ao 7a1,)(X). . .

Lo =ffoUd/l=ffd/l. i
Damit gilt RO RP

((f o) o AY(X) = ((F 0 A) 0 TA1)(X).

Daraus folgt

a. Hilfsatze

Definition A5.7. SeiT eine echte Teilmenge in einem metri-
I(for) = fn((f °oA)oTpr)dl = fn(f oA d1=1(f). 0 gchen RaumX, d). Wir definierenrt : X — R wie folgt: ist x
a a ein innerer Punkt voil dann gilt
Satz A5.2 (Rotationsinvarianz). Das Integral ist rotations-
invariant; fir A€ O(n) und f € C;(R") gilt rr(x) :=suge > 0:B,(X) c T} € (0, ),

f(f o A)da = fdi sonst giltrt(x) = 0.
RN RN

) ) ) ~ BemerkungA5.8. Es giltrr(x) < co wegenT # X.
Beweis.Sei A € O(n) gegeben. Aus dem Eindeutigkeits- K . Ktionr ist ei inschi i
satz A4.13 und dem Lemma gibt es> 0 so, dass fiir alle BemerkungA5.9. Die Funktionr ist eine Lipschitzabbildung

f e Co(RM gilt &(f o A)dA = ¢ [ f d1. Es gibt aber rota- (mit Lipschitzkonstante 1 —warum?) und damit stetig.

tionsinvariante Funktionen, z.Bx|lz oder — mit kompaktem  pefinition A5.10. SeiT eine Teilmenge in einem metrischen
Trager — Raum §, d). Firh > 0 definieren wirSy(T) als die Teilmenge
fo(x) := max(0, 1 — [XIl). der Punkte mit Abstand htéchstemson T, d.h.

Wegenfy o A = f, muss geltert = 1. o Sh(T) :={xe X:IteT mitd(xt) <h}.
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Lemma A5.11. Sei Uc (X, d) offen und sei Kc U kompakt.
Dann gibt es h> 0 so, dass §K) c U.

Beweis.Wir betrachten die Funktion,, die aufU positiv ist.
Auf der kompakten Meng& nimmt sie ihr Minumunmm an,
welches deshalb positiv ist. Flirk mgilt S(K) c U. O

Lemma A5.12. Ist T c X abgeschlossen, dann ist aucf(B)
abgeschlossen fir jedesh0.

Beweis.Wir betrachten die stetige Funktion= rx.r. Es gilt
XN Sh(T) = {x € X : r(X) > h}; diese Menge — das Urbild
von (h, o) unterr — ist ofen. O

Korollar A5.13. Ist K c R" kompakt, dann ist auch,#)
kompakt fur jedes k& 0.

Beweis.Weil K abgeschlossen ist, i§,(K) abgeschlossen.
Weil K beschrénkt ist, gibt e’ > 0 mit K c Bg(0). Damit ist
Sh(K) c Bgr:h(0) auch beschrankt. O

Bemerkung\5.14. Dies gilt nichtim Allgemeinen fuK c X,
z.B. wennX ein nichtkompakter diskreter Raum ist.
BemerkungA5.15. Wir haben schon (im Lemma A4.2) die
Tatsache benutzt, dass fir c X offen gilt natirlicherweise
Cc(U) c Cc(X): wir erweitern eine Funktiori € C.(U) indem
wir f = 0 ausserhalb vob setzen.

Lemma A5.16. Seien YV c X gffen und seip: U — V ein
Homdoomorphismus. Fiir ¢ C(V) gilt f o ¢ € Cc(U).

Beweis.SeiK := suppf c V. Weil K kompakt ist undy=*
stetig ist, ist suppi{ o ¢) = ¢™1(K) c U kompakt. |
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Lemma A5.17. Seien K und X metrische Raume, K kompaktl#(¥) = Tp()Il <

Sei f: K — X stetig. Fir me N setzen wir
sn = sudd(f(a), f(b)) :abeK, d(ab) <2 >0,

Dann ist(sy) eine monotone Nullfolge.

Bemerkungd5.19. Die erste Schranke kann man auch so for-
mulieren: fur jede konvexe Teilmendec K ist C eine Lip-
schitzkonstante fiip|r.

Beweis.Wir nehmen anK # @, weil sonst gibt es nichts zu
zeigen. Die OperatornoriiDy|| der AbleitungDy ist eine ste-
tige FunktionG — R. Wir setzenC := supy ||IDg||. Weil K
kompakt ist, giltC € [0, c0).

Nun betrachten wikp c K. Furt € [0, 1] parametrisieren
wir diese Strecke durcp(t) ;= (1-t)p+tx= p+t(x— p). Es
gilt

(e o) (1) = Dye(¥'(1)) = Dygye(X—p)

und damit
e o7y @ < [Dyoeell 1% = pil < Clix = pll.
Nach Satz 11.D3.4 (miM = C||x — pl|) gilt
e = @) = |l 0 7(1) - ¢ 0 ¥(0)|| < (L-0)M = Clix— pll.
Wir wenden Lemma A5.17 audyp: K — L(V,W) an und

definieren damit die monotone Nullfolgg. Nun wenden wir
den Hauptsatz 11.D5.4 auf o y (d.h. entlang der Streckep)

an. Es giltp(X) — o(p) = f()le+t(x_p)<p(x— p) dt und deswegen

1
209~ T5(9) = | (Dputs-pe = D)= Pt

Damit gilt die gewiinschte Abschéatzung:

1
fo |Dptge-py— Dpee 11X = pll dt < siillx— pll.
O

b. Der Satz

Beweis.Weil die Mengen in den Suprema immer kleiner wer- BemerkungA5.20. FurU c R" offen undf € C.(U) schrei-

den, ist &,) monoton fallend. Weilf gleichmaRig stetig ist,
gibt es zu jedenz > 0 einé > O so, dass fur 2" < ¢ gilt
Sn < €. ]

Lemma A5.18. Seien V und W endlich-dimensionale Ba-

nachrdume, sei & V offen, und sep: G — W stetig djfe-
renzierbar. Fiir pe G sei T, = T{p das erste Taylorpolynom
vone, d.h.

Tp(X) := ¢(p) + Dpe(x = p).

Nun sei Kc G kompakt. Es gibt & [0, o) und eine monoto-

ne Nullfolge(sy) mit den folgenden Eigenschaften: Es gelten

C < oound g, — 0. Liegt eine Streckex in K, dann gilt
lle(x) = e(P)Il < Clix = pll-
Falls auch||x — pl| < 2™™, dann gilt

lle(X) = Tp(Il < smllx = pll.

ben wir [ fda:= [ fda.
Jetzt beweisen wir die allgemeine Substitutionsregel:

Satz A5.21 (Substitutionsregel).Seien YV c R" offen und
seip: U — V ein Diffeomorphismus. Fur & C¢(V) gilt

f F(o() |detDygl dA(X) = f 1(y) dA(y).
U Vv

Beweis.Wir benutzen immer die North|| := |||, aufR". Flr
f € Cc(V) schreiben wir den Fehler in der Formel als

F(f) = fu F(o() [ detDygl dA(X) - fv H(y) dagy).

ein lineares Funktional.
Wir setzen

L’ := suppf c V, K’ := supp(f o ¢) = ¢ }(L") c U.
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Es gibth > 0 mit
L:=Sp(lL)cV, K = Sp(K’) c U.
Wir setzen
C:= ma>(s}l<Jp|ID<p||,SlLJQ|D<p‘1||).

Seien nurp € K’, q := ¢(p) € L’ unde < h. Nach dem
Lemma gilt

@(SsAp}) C Scofah c L, ¢ X(S.{a)) C Sc{p} € K.

Ferner sei ) die monotone Nullfolge fiDy aus Lem-
ma A5.17.

Wir wahlenm € N undj € Z" so, dass 2" < M und
g:=-2"M el’,und betrachtehijm mit supijm = S,m{q} C

wobei ¢m) die gesuchte monotone Nullfolge ist. W& affin-
linear ist, kennen wir schon die Substitutionsregelfgird.h.,

I = fv HP() dA(). 0

Um den Satz jetzt zu beweisen, seiép die Wavelet-
Approximationen zuf. Wir betrachten weiterhin nur grof3e
Werte furm mit 27™ < . Dann gilt suppgf, € L. Wir set-
zeng(x) := f(p(x)) [detDyg| undgm(x) := fm(¢(X)) [detDyyl.
Es gilt supmm < K. Wir haben gleichmallige Konvergenz
fn — f undgm — g (warum?). Nach Lemma A4.2 gilt

ffmd/leffd/l, fgmd/lﬁfgd/l.
v v u v

L. Wir beweisen zunéchst eine Annéherung der gewiinschten Es gilt F(f) = fvfm da - fugm dA und reicht aus zu zei-

Formel fiir den Falff = Hjm.

Lemma A5.22. Unabhéangig vorj kbnnen wir eine monotone

Nullfolge t, so finden, dass

FH] = [ Moy detDugt dico - [ Ho)daoy)
< tm2™
Beweis.Wir setzenp := ¢~(q) und schreiben
Tp(X) := g+ Dpe(X - p)
fir x e U. SeiS := Sy-mc{p} der Wirfel ump. Es gelten
supgH" o) c S c K, supH" o Tp) cSc K.
Weil 2™n eine Lipschitzkonstante fl]ﬂjm ist, gilt dann
HI"(e(x) — H'(To(0)| < 2™nllp(x) - To(3)l
< 2™nsylIx - pll < Cnsy

furallex e U.

Weil detD¢y| gleichmalfiig stetig auk ist, kbnnen wir eine
SchrankedetDg| < C’ und eine monotone Nullfolgs;, nach
Lemma A5.17 wahlen. WegéH| < 1 gilt nach der Dreiecks-
ungleichung

Hjm(ga(x)) |detDye| — Hjm(Tp(x)) |detDpyl| < C'Cnsn + S,

Jetzt kdnnen wir das Integral
1= [ HP09) detDyeldi)
mit dem Integral
PRE fUHjm(Tp(x)) |detD el dA(X)
vergleichen. Es gilt

|l — 12| < fc*cm,ﬁ Sy, da
S
<(2C2MNC’Cngn + S,) = tm2™,

gen, dass$-(f,) — 0. Die Approximationf, ist eine lineare
Kombination von Hutfunktionem-ljm, fur die wir den Fehler
abgeschétzt haben:

fn(X) 1= Z f(=27)HM(X).
jezn

Wir kdnnenR so wahlen, dast’ c Bgr(0). Dann gibt es
hochteng2™1R)" Summanden in dieser Formel. Ferner sei
M :=sup |f(x)|. Dann gilt
|F(fm)| = [Z (=27 F(H™)|
< (2™1R)"Mt,,2™"™ = (2R)"Mt,, — O. O
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A6. Halbstetige Funktionen

In diesem Abschnitt, seiX,d) ein metrischer Raum. Wir
betrachten Funktionen adf mit Werten in den erweiterten
reellen ZahlemR := R U {xco} (vgl. 1.D4).

Definition A6.1. Die Funktionf: X — R istim Punktp € X
von unten halbstetidalls

f(p) < lim f(x);

X—p

sie ist inp von oben halbstetjdalls
f(p) = lim f(x).
X—=p

Die Funktionf heif3t (aufX) von untenbzw. von obe halb-
stetig falls sie in jedem Punkp € X von unten (bzw. von
oben) halbstetig ist.

Bemerkung?6.2. Eine Funktionf ist genau dann von unten
halbstetig, wenn-f von oben halbstetig ist.

BeispielA6.3. Die ,grofte ganze" Funktiol +— | X] ist von
oben halbstetig, wahrend— [x] von unten halbstetig ist.
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Lemma A6.4. Die Funktion f: X — R ist genau dann im Das heif3t,f ist genau dann imp von unten halbstetig, wenn
Punkt pe X von unten halbstetig, wenn zu jedene & mit  f(p) < min(f~(p), f*(p)). Man kénnte z.B. sager, istin p
f(p) € (a +] (d.h. mit a< f(p)) es eine gfene Umgebung ,stetig von links®, falls f~(p) = f(p); diese Bedingung ist
U > pin X gibt mit f(U) c (a, +o0]. Sie ist genau dann in p aber nicht sehr wichtig.

von oben halbstetig, wenn zu jedem & mit f(p) € [—o0, b)

es eine lene Umgebung B p gibt mit f(U) ¢ [-o, b). Satz A6.11.Sei K ein folgenkompakter Raum. Jede von unten
halbstetige Funktion fK — R nimmt ihr Minimum auf K
Beweis.(Aufgabe.) O an, d.h. es gibt g K mit f(p) < f(x) fur alle xe K. Ahnlich

. . _ nimmt jede von oben stetige Funktion ihr Maximum auf K an.
Korollar A6.5. Eine Funktion f X — R ist genau dann

von unten (bzw. von oben) halbstetig, wenn jedes Intervall deBeweis.Seia := inf f(K) € R das Infimum der Werte voh.
Form (a, +o0] (bzw. der Forn|{—w0, b)) ein gfenes Urbild hat.  Es gibt eine Folgex) in K mit f(xi) — a. Wegen Folgen-
kompaktheit gibt es eine konvergente Teilfolgg,§ mit Li-

Beweis.Sei f von unten halbstetig, sai€ R und sei mesp € K. Weil f von unten halbstetig ist, gilt

— §-1
V= 7@ o)) f(P) < lim £ < fim F(x) = a = inf £(3).
N —00 Xe
Wir miissen zeigen, dass jeder Pupkt V innerer Punkt ist. P

Aber p € V heildt, dass < f(p); nach dem Lemma gibt es Deshalb giltf (p) = aund f(p) < f(x) fur allex € K. o
eine dfene Umgebung € U c V. Die andere Richtung folgt
noch schneller aus dem Lemma. O Bemerkungh\6.12. Halbstetige Funktionen sind wegen dieses

Satzes in der mathematischen Optimierung sehr wichtig.
BeispielA6.6. SeiT c X eine Teilmenge. Die charakteristi-

sche Funktiony ist genau dann von unten (bzw. von oben)
halbstetig, weniT offen (bzw. abgeschlossen)Xist. a. Monotone Folgen

BemerkungA6.7. Halbstetigkeit von unten fur eine Funkti-
on X — R ist Stetigkeit bezlglich einer seltsamen Topologie Wir mdchten die Klasse integrierbare Funktionen erwei-
aufR. In dieser Topologie (die von keiner Metrik kommt) sind tern, indem wir Grenzwerte betrachten. Punktweise Konver-
nur die Mengend, +o) offen. genz von stetigen Funktionen ist zu schwach, weil wir fast kei-
] . _ ~ne Kontrolle uber den Grenzwert haben. Andererseits liefert
Lemma A6.8. Die Funktion f. X — R ist genau dann in  ns gleichmaRiger Konvergenz nichts neues (vgl. 11.B8.17).
p € X stetig, wenn sie in p von untendvon oben halbstetig it monotonen Funktionenfolgen kommen wir weiter. Wir
ist. Sie ist genau Qann (auf X) stetig, wenn sie von unten “”ﬁ/issen, dass jede monotone Folgirinen Grenzwert il
von oben halbstetig ist. hat (1.D4.5). Das heifl3t erstens, dass jede monotone Funktio-
Beweis.Es existiert lim_ f(x) genau dann, wenn nenfolge puntkweise k(_)nvergiert, _und zweiten_s, dass dgren
Integrale auch konvergieren. Es sind genau die halbstetigen
lim f(x) = im f(x). Funktiqnen, die wir auf diese Weise erreichen. .
Xop x=p Zunéachst untersuchen wir den Fall, dass der Limes stetig
ist.
Die Funktionf ist genau dann ip stetig, wenn dieser Limes
existiert und gleichf (p) ist; sie ist von beiden Seiten halbste- Satz A6.13 (Satz von Dini).Sei K ein kompakter Raum und

tig genau dann, wenn sei(fx) eine monotone Folge stetiger Funktionen-KR. Sei
f: K — R der punktweise Limes. Die Konvergenpz¥ f ist
f(p) < lim < lim < f(p). o genau dann gleichmaBig, wenn f stetig ist mit WerteR.in

x?p X—=p

Beweis.Eine Richtung wissen wir schon: konvergidft— f
Bemerkungh\6.9. Mit der Charakterisierung aus Lemma A6.4 gleichmaRig, dann ist stetig (11.B8.15) und nimmt nicht die
kann man auch wie fOlgt argumentieren: JedE&sme Intervall Werte +o00 an. (W”‘ betrachte& als Raum mit einer ,erwei-
(a b) ist ein Durchschnittd, +co] N [~oo, b). terten Metrik*, die den Wertco annehmen darfi(a, +0) =
BemerkungA6.10. Fiir Abbildungen §,b] — Y betrachteten +co. Dann macht der Begfider gleichméaRigen Konvergenz
wir im letzten Semester links- und rechtsseitige GrenzwerteSinn.)
Fur FunktionerX — R betrachten wir jetzt Halbstetigkeitvon ~ Umgekehrt nehmen wir an, der Limés K — R ist stetig.

oben und unten. Fiii: [a,b] — R konnen wir diese Begiie ~ FUrk € N setzen wirge = f — f. Dann ist i) eine mo-
vergleichen. Nehmen wir an, es existierengre (a, b) die notone Folge stetiger Funktionen, die punktweise gegen Null

beiden einseitigen Grenzwerté(p). Es gelten dann konvergieren. Sei > 0 gegeben. Wir setzen
lim £(x) = min(£~(p), *(p)). Uk = (-2, 8) = {xe K : [g(¥)| < &}.
X—=p
Tim f(X) = max(f~(p), f*(p)). Dann ist i) eine Folge @ener Teilmengen i, die mo-
x=p noton ist im Sinne, das¥y c Uy,1. Fir jedesx € K gilt



J.M. Sullivan, TU Berlin A: Lebesgue-Integration Analysis Ill, SS 2009

ok(X) — 0, d.h.,x € Uy fur fast allem. Damit istJ Uy = K, BeispielA6.19. Die charakteristische Funktig, einer dfe-
d.h.,{Ux : k € N} ist eine dfene Uberdeckung vol. Weil nen Teilmengd&) c Xistvon unten halbstetig. Sej: X - R
K kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliberdeckung. Damitie Funktion aus A5.7 (der Abstand zum Komplement Wn
gibt esk € N so, dassJy = K, d.h.,|f(x) - fu(x)| < efiralle  und sei
x € K. Dies ist die Definition gleichmaRiger Konvergenza

f(¥) := max{1, kry(X)}.
Korollar A6.14. Sei(fy) eine monotone Folge i6.(R"), die
punktweise gegen € C;(R") konvergiert. Dann gilt Dann konvergierffi T x; -

] BemerkungA6.20. Weil 1 eine Lipschitzkonstante fiit; ist,
) fda= 4[2‘0 nfk da. ist k eine Lipschitzkonstante fiifii. Man kann zeigenfy ist

E " die groRRte Funktion mit dieser Lipschitzkonstante, die klei-

Beweis.Weil die Werte vonf, zwischen denen vorip und  ner oder gleichy, ist. Eine Funktionenfolge mit genau dieser
von f liegen, gilt Eigenschaft konstruieren wir auch im folgenden Beweis.

suppfy ¢ suppfy U suppf =: K. Satz A6.21. Sei K ein kompakter metrischer Raum und sei
h: K - R U {+c0} eine von unten halbstetige Funktion.
Nach dem Satz ist dann die Konvergefpz— f gleichmalig.  Dann gibt es eine monoton steigende Folge stetiger Funktio-
Wir wéahlen eine beschranktefene MengeJ > K und be-  nen f: K —» R mit f, T h.

trachtenfy, f € Cc(U). Nach Lemma A4.2 konvergieren die
Integrale. o  Beweis.Nach Satz A6.11 nimmh auf K sein Minimumb >

—oo an. Im Fallb = +co gilt h = +c0 und wir setzen einfach
fc := m. Sonst setzen wir
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Jetzt kommen wir zum Fall eines unstetigen Grenzwerts. f(X) = min(h(t) + kd(t, x)).

Lemma A6.15. Sei F eine beliebige Familie von Funktionen
f: X - R, die jeweils von unten halbstetig sind. Sei= Es ist klar, dass fir jedese K gilt
sup: f deren Supremum, d.h.,
R b= fo(X) < f1(X) <+ < fi(X) < h(x).
f(x) = supf(x).
feF Die Funktion f¢ hat Lipschitzkonstant&, weil fur x,y € K

Dann ist auchf von unten halbstetig. gt

Beweis.Es gilt f(p) > a genau dann, wenn dse F gibt mit fy) = rtrgli(n(h(t) + kd(t, Y))

f(p)> a Das heilt, < rtrean(h(t) +kd(t, X) + kd(x.y))
(@ +ool) = | (@ +oo)). ~ f(x) + md(x.y).

feF

Die Aussage folgt deshalb, weil eine beliebige Veremlgungl:)amIt |stb1rfmdd|ar\r;v(K)te|ne obhetre Schranke fig, insbeson-
offener Mengen fen ist. dere nimmtf, den Wert+co nicht an.

Weil (fi) eine monotone Folge ist, hat sie einen Limes
BemerkungA6.16. Ahnlich gilt, dass das Infimum einer be- g: K — R. Wegenf, < h gilt auchg < h; wir missen zei-
liebigen Familie von oben halbstetiger Funktionen auch vorgen,g > h. Dazu seierx € K unda < h(x) gegeben; wir
oben halbstetig ist. Tauschen wir Infimum und Supremumbpehaupten, wir kdnnem € N so finden, das$(x) > a. Da-
gelten die Aussagen nur fiir endliche Familien, weil wir in mit gilt g(x) > a und damit (weila < h(x) beliebig war) auch
diesem Fall Durschnitteffener Mengen betrachten. g(x) = h(x).

Nun beweisen wir die Behauptung. Weilhalbstetig ist,

Korollar A6.17. Sei(fi) eine monoton steigende Folge steti- gibt ese > 0 so, dash(t) > afur allet € B.(x). Nun wahlen

ger Funktionen X R. Der Limes h X — R, wir k > @-b)_ Firt € B.(x) gilt h(t) + kd(t, X) > h(t) > a.
s _ Firt ¢ B.(x) gilt h(t) + kd(t, X) > a+ ke > a. Damit ist — wie
h() = Jim £() = SEpfk(X)’ gewiinscht —
ist von unten halbstetig. fi(X) = rtnLn(h(t) + kd(t, x)) >a O
€
Beweis.Dies ist ein Spezialfall des Lemmas. Wir bemerken,
h nimmt den Wert-co nicht an. o Auf einem kompakten Raum haben wir jetzt halbsteti-

o . _ _ ge Funktionen als monotone Grenzwerte stetiger Funktio-
Definition A6.18. Wir schreibenfi T h, falls (f) eine mo-  nen charakterisiert. Wie sieht es aber aus im nichtkompakten

noton steigende Funktionenfolge ist, die (punktweise) gegeRaumR", wenn die stetigen Funktionen kompakte Trager ha-
h konvergiert, ben?
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BemerkungA6.22. Sei X ein beliebiger Raum, seify) eine
monoton steigende Folge &(X) und seih: X — R deren
Limes: fx T h. Nach Korollar A6.17 ish von unten halbstetig.
Ausserhalb des kompakten Tréagers sdgypgilt nattrlichh >
0.

Definition A6.23. SeiX ein metrischer Raum. Wir schreiben

H*(X) fur die Menge aller von unten halbstetigen Funktionen
h: X — R U {+c0} mit folgender Eigenschaft. es gibt eine

kompakte Teilmeng& c X mit h(x) > 0O furr allex ¢ K.

BemerkungA6.24. Sei (f) eine monoton steigende Folge in
H*(X). Dann gehort der Lime§ 7 h ebenfalls zuH* (X).

Satz A6.25. Es gilt h € H*(R") genau dann, wenn es eine
monoton steigende Foldé) in Cc(R") gibt mit f 7 h.

BeweisskizzeEine Richtung folgt direkt aus der letzten Be-
merkung. Fir die andere Richtung kann man den Beweis von

Satz A6.21 leicht anpassen. Seie H*(R"). Dann gibt es
R > 0 so, das$fi(x) > O fur ||X|| = R Seigk die charakteristi-
sche Funktion des BallBg,k(0). Dann sind auclg und gqh
halbstetig und es gitixn T h. Wir setzen

fil) 1= inf (Gi(h(t) + kil — t]).

Diese sind wieder Lipschitzabbildungen und man kann wie

oben zeigen, es qilf T h. O

Bemerkungp6.26. Es gilt—h € H*(R") (d.h.,hist von oben

Beweis.Flr jedesj € N gilt nach dem Lemm:n}gRn fjda <
lim [, gcda. Damit gilt lim; [, f;da < lim [ gcda. Sym-
metrisch gilt auch lim [ g; d < limy [ fda. o

Definition A6.31. Seih € H*(R"). Wir wahlen fy € C;(R")
mit f T h. Wir definieren wie folgt das Integral:

hda:= lim

—00

f frdl € RU {+o0}.

Rn n

BemerkungA6.32 Dass der Grenzwert unabhangig von der
gewahlten Folg€ ist, zeigt das letzte Korollar. Dass diese
Definition im Fallef € C;(R") mit der ursprunglichen Uber-
einstimmt, folgt aus Korollar A6.14.

Satz A6.33. Seien fg € H*(R") und sei c> 0. Dann ist
f +cge H*(R") und es gilt

f+cgd/1=ffd/l+cfgd/l.
R" R" R"

Falls f <g, gilt [,fdi< [ gdi.
Beweis.(Aufgabe.) O

Bemerkungp6.34. Das Integral ist damit monoton und addi-
tiv. Die Summef (X)+cg(x) macht in jedem Punkt Sinn, weil

oo — oo Nie auftaucht. Wir erlauben nicht< 0, weil vielleicht
—g ¢ ‘H*(R"). Spater erweitern wir naturlich das Integral so,
dass[-g=- [g.

halbstetig unch < 0 ausserhalb einer kompakten Menge) ge-gat, AG.35 (Substitutionsregel).Seig: R" — R" ein Dif-

nau dann, wenn es eine monofatiendeFolge inC.(R") gibt,
die gegerh konvergiert.

BeispielA6.27. Sei y; die charakteristische Funktion einer

TeilmengeT c R". Es gilty; € H*(R") genau dann, wenh
offen ist; es gilt-y; € H*(R") genau dann, wenif kompakt
ist.

feomorphismus. Fur fe H*(R") gehdren auch o ¢ und
detDy| f o ¢ ZuH*(R") und es gilt

f o detDy| dA = f f da.
RN RN

Beweis.Es gibt eine Folgdy € C:(R") mit fy T f. Dann ist

Lemma A6.28. Sei (f,) eine monoton steigende Folge in auch (i o ¢) monoton steigend und es giff o ¢ T f o ¢;

Cc(R™) und sei ge Cc(R") mit g < lim fx. Dann gilt

gd/lslimffkd/l.
Rn k—?OO Rn

BemerkungA6.29. Wegen der Monotonie des Integrals ist
(ffk) eine monotone Folge iR und hat deshalb einen Grenz-

wert.

Beweis.Wir setzengy := min(g, fk) € Cc(R"). Dann giltgx T
g und deshalb nach Korollar A6.14 gilt

gd/lzlimfgkd/lslimffkd/l. O
Rn kaoo Rn k‘)OO Rn

Ende der Vorlesung 2009 Mai 5

Korollar A6.30. Seien(fy) und(gk) zwei monotone Folgen in
Cc(R"), die denselben GrenzwerthH*(R") haben: £ T h
und g 7 h. Dann gilt

lim fyda = Iimfgkd/l.
k— oo RN k— oo R"

deshalb giltf o ¢ € H*(R"). (Aufgabe: direkt aus der Defini-
tion vonH*(R") zeigen, das$ o ¢ € H*(R").) Weil detDy|
positiv und stetig ist, gilt auch

detDy| fxo ¢ T detDy| f o € H*(R").

Nach der Substitutionsregel fur stetige Funktionen gilt fir je-
desk

fx o ¢ detDg| da = fi dA.
R" R"

Im Limesk — oo folgt die gewiinschte Gleichung. O

Beispiel A6.36. Sei A € GL(R") und seiv € R". Fur f €
H*(R") gehort auch die Funktior — f(Ax+ V) zuH*(R")
und es gilt

|mijmmmmm=ffm
R" R

Das Integral einer stetigen Funktion@Q(R") wurde itera-
tiv in Koordinaten definiert. Der nachste Satz sagt etwa, das-
selbe gilt auch fir halbstetige Funktionen.

10
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Satz A6.37 (Fubini). Sei f € H*(R™™). Fir festes y= Fur die Partialsummen gilt

(Y1,...,Ym) € R™gehort die Funktion m m m e m
fk< > g i < h.
fY (X %) = F(X oo X Y1, o, Yim) kz:(; <= 720 g ;Z::O ;gl_
zZuH*(R"), hat also ein Integral Wegen der Monotonie und Additivitét des Integrals gilt
m m
F(y) = f £Y(x) dA(X) Zf feda < Zf gi da.
R" k=0 VE" i=0 VE"
f(X0 o s X Vs e o5 Ym) OXg -+ - d X, Damit gilt im Limesm — oo, dass
RI’V
Die damit definierte Funktion F gehort Zd*(R™) und es gilt Z feda < f gida
k=0 VR" i=0 VR"
f Fda= f dAa. aber auch, dass fx < h.
m Rm Wir behaupterh = ; f,. Dann konvergieren die (stetigen!)

Partialsummen mononton gegerDamit nach der Definition

o . e
Beweis.Wir wahlen eine Folgefx € C.(R™™) mit f, T f. des Integrals gilt wie gewtinscht

Fury € R™ definieren wirf? € C¢(R") analog zuf¥ und
Fi(y) := [f) analog zuF. Nach Satz A3.2 (mehrfach ange- s N
wandt) is{FE stetig, gehort also zG.(R™). Nach der Definiti- fRnh d1= Z f fiedd < Z ‘[Rngi da.
on des Integrals fiir stetige Funktionen gilt k=0 =0
Um die Behauptung zu beweisen, ge¢ R", seia < h(X)
f Fdl = f da. und seis > 0. Es reicht aus zu zeigen, dass esraia N so
M Rn+m gibt, dasszﬁfo fu(X) > a— e. Zunachst gibt es eik € N so,

. ) . dasszik=0 gi(X) > a. Fur jedes < k gibt es danrk; € N so,
Nun gilt fky T fYund deshalli- T F. Die gewinschte Aussa- §g5s

ge folgt aus der Definition des Integrals fir halbstetige Funk- ‘
tionen. O
Z Gij(%) > Gi(X) — %
Die Additivitat des Integrals gilt auch fur unendliche Rei- j=0
hensummen, solange die Gleider nichtnegativ sind. Wir setzenm = max(, Ko, ki, . . . , ko). Dann gilt

Lemma A6.38. Sei0 < h € H*(R"). Dann gibt eD < gk €

Co(R™) mit h = 3, gi. Z () = Z Z gi(0) > Z Z 9ij ()

=0 j=0 0 j=0
Beweis.Sei (fy) eine monotone Folge iG:(R") mit fx T h. 0" =0
Indem wir fy durch max(Qfy) ersetzen, dirfen wir annehmen, N _
dassfy > 0. Dann setzen wir einfacl = fx — fx_1 (wobei > Z gi(¥) /k) >a-e. o
f_j_ = O) O

BemerkungA6.40. Der Beweis erinnert an den Beweis der
Satz A6.39. Fur jedes ie N sei g € H*(R") eine nichtne-  Cauchyproduktformel 11.C3.24. Tatsachlichgst(x) in jedem
gative Funktion g > 0. Sei he H*(R") die Reihensumme Punktx eine absolut konvergente Doppelreihe (vgl. 11.C3.25).
h(x) := Y gi(x). Dann gilt Jede Umordnung davon konvergiert ge@g€x). (Siehe auch

AmmanEscher Theorem 11.8.10.) Die Behauptung oben ist

hd/l:f(zgi)d/l=2fgi L nur ein Spezialfall.
R RV Z0 Ee

Ende der Vorlesung 2009 Mai 7

Beweis.Weil jede Partialsumme kleiner oder gleialist, gilt

auch fir die Reihensumme der Integrale, dass A7. Integrierbare Funktionen

Z g| da < h da Definition A7.1. Seif: R" — R eine beliebige Funktion. Wir
definieren da®berintegral
Um die andere Ungleichung zu beweisen, wenden wir das f*f da = inf f hdi:f<he ‘H*(R”)}
Lemma auf jedeg; an: Fiiri, j € N gibt es 0< gj; € C¢(R") n
mit 3; gij = gi. FUrk € N sei und dasUnterintegral
0< fii= ) ij = Jok++++ + Oko € Ce(R"). ffd/l:z —f—fd/l.

i+j=k *

11
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BemerkungA7.2. Weil h = +oco immer erlaubt ist, ist die Es gilt—h < —fx € Cc(R") c H*(R") und damit
Menge im Infimum nie leer.

Lemma A7.3. Fur f < g gelten [Td1 < [gdi und f—hd/ls inf Ln_fkdd’

Lf di < f*g 1. was aquivalent zur gewlinschten Ungleichung ist. O

Beweis.Die erste Ungleichung folgt, weil Definition A7.8. Falls [ fdA = [f dA, nennen wir den ge-

the H"(R" :h>glcthe H*"R") : h> f} O  meinsamen Wert da(&ebesgue-)lntegrajf‘{nf dA € R. Falls
. das Lebesgue-Integral existert und endlich ist, sagenfvist,
Lemma A7.4. Fir jedes f giltﬁf di < f f dA. (Lebesgue-)integrierbar

Beweis.Sei f < h e H*(R") und sei-f < h" € H*(R"). Beispiel A7.9. Seih € H*(R") eine halbstetige Funkti-

Wegen O< h+ h gilt 0 < fh+ fh’. Weil dies fir alleh > f on. Das Lebesgue-Integral vdngleicht dem Integral aus

bzw.h > —f gilt, gilt auch die gewlinschte Ungleichung Definition A6.31. Wir sehen, dads genau dann Lebesgue-
integrierbar ist, wenrf, .hd1 < +co.

0< f fda+ f‘f da. O Definition A7.10. Sei #(R") der Raum aller Funktionen
f: R" — R. Der Unterraum aller reellen Funktionen ist ein
Lemma A7.5. Firr jedes f R" » R und jede® <ceRgilt  Vektorraum,7(R") aber nicht ganz, weil die arithmetischen
. . Verkniipfungen nicht immer auk definiert sind. Firf e
fcf di = Cf fda ¥ (R") vereinbaren wir, dassfO= 0 (auch wenrf die Werte
+oo annimmt). Damit istf € F(R") fir alle c € R erklart.
Seienf,g € F(R") und seiA ;= {x e R": f(X) = g(X) = oo}.
Genau in den Punktexne A hat f(X) — g(x) keine Bedeutung.
Lemma A7.6. Fir k € N sei0 < f: R" > R eine nichtnega- Wenn wir trotzdem eine Aussage Ubler g schreiben, heif3t

Beweis.(Aufgabe.) O

tive Funktion. Dann gilt das, die Aussage gilt fir jede Funktion, die ausserhalbAon
mit f + g Ubereinstimmt. (Die Werte der Funktion aAifsind
¥ = (" beliebig.) Ahnliches gilt natiirlich fiir die Sumnfe+ g.
[T wasy [ o0 . summerg.
k=0 k=0 BeispielA7.11 Seienf,g € F(R"). Es gilt (punktweise) die

Dreiecksungleichungf +g| < |f|+]g|. In einem Punkk € R",

Beweis.Seie > 0 gegeben. Fur jedéswahlen wirfy <hc € 5 gie Summef (x) + g(x) nicht erklart ist, gilt notwendiger-

H*(RT) mit weise|f| + |g| = +o0. Deshalb gilt die Dreiecksungleichung
* unabhéngig davon, welchen Wert wir fif ¢ g)(x) wahlen.
f heda < f fudd + 27, Als Folgerung gilt auch die Dreiecksungleichung fiir unendli-
! che Reihen:
Nach Satz A6.39 gehdrt auch die Sumine:=  hy zu
H*(RM) und es gilt |Z fk' = Z'fki‘
* - Definition A7.12. Wir definieren durch|f|l. = [7f|da
_ k L
Rnhd/l - ZfRnhd/lk = Zf fkd’“‘gzz ) eine Abbildung|-l.:: F(R") — [0, +], die wir die L-
i Pseudonornmennen.
Wegen}: fx < hgilt dann
BemerkungA7.13. Naturlich kann die Pseudonoriiv|, » kei-
: _ * ne Norm sein, weilF (R") kein Vektorraum ist. Sie nimmt
f(Z fig d1 < thd/l B Z(f fi d/l) + 2. auch den Wert-co an und ist nicht definit: es gibt = 0 mit
) o ) . ) [Ifll.: = 0. Es gelten aber Homogenitét und die Dreiecksun-
Wei ¢ beliebig war, folgt die gewiinschte Ungleichung. o gleichung.
Lemma A7.7. Fir jedes he H*(R") gilt BeispielA7.14. Fiirc € R sei f. die Funktion
fhmthmz hdi. Fo(¥) 1= 0, x=#0
* R" c, x=0.

Beweis.Wegenh < hist es klar, das§ hdl = [hdl. Damit  Dann gilt|| .l = O (auch fiirc = +oo). (Aufgabe: zu jedem
gilt auch [hdl < [hdi und wir miissen nur noch zeigen, ¢ > 0 einh € H*(R") finden mith > ., und [ hdi < ¢.)
q?ssﬁh d1 > [hdl. Dazu seifi € Ce(R") mit fic 1 h. Damit | emma A7.15. Seien fg e F(R") und ce R. Dann gelten
is
_ lictlle = IellIflle,
hdl = lim fuda = SEpfn fi dA. I+l < IIflls + gl

RN k— o0 RN
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Beweis.(Aufgabe.) O

Korollar A7.16. Sei f € F(R") fur k € N. Es gilt

1>, < Do il

Beweis.Nach Lemma A7.6 und Beispiel A7.11 gilt

ﬂz fk’d/lsfzz

Satz A7.17. Eine Funktion f R" — R ist genau dann inte-
grierbar, wenn es eine Folgdy) in Cc(R") gibt mit

]

lim [1f = fll,.
(Wir sagen, { konvergiert inL! gegen f.) Es gilt

fda=Ilim

RN k—co Jgn

frda.

Beweis.Sei zunachsf integrierbar und sek € N gegeben.
Wir wahlenf < h* € H*(R") mit

fda< h*d/l<ffd/l+2’k.
Rn Rn n

Ahnlich wahlen wir—-f < h™ € H*(R") mit

—ffd/lsfh‘d/l<— fda+27%
n n ]Rn

Dann gilt 0< h* — f < h*h™ € H*(R") mit

h™da < 21K,
Rn

||f—h*||=fh*—fd/ls h*da +
n Rr‘l

BemerkungA7.18 Ware ¥ (R") ein Vektorraum und wére
[I-ll.2 darauf eine Norm, kénnten wir diesen Satz wie folgt
erklaren: Der UnterraunC.(R") c ¥ (R") ist dicht und
das Lebesgue-Integral ist die (eindeutige) stetige Erweiterung
auf F(R") des Integrals auf.(R").

Definition A7.19. Seif: X — R eine Funktion. Wir definie-
ren den Positiv- bzw. Negativtefl. durch

%(fi|f|).

Es geltenf = f, — f_und|f| = f, + f_.

f.(x) := max0, £f(x) =

Satz A7.20. Eine Funktion £ R" — R ist genau dann inte-
grierbar, wenn f und f integrierbar sind. In diesem Fall ist
auch|f| integrierbar.

Beweis.Sei fy € C.(R") mit fy — f in L. Es gehéren auch
fk+ und|fy| zuC(R") und wegen

[fiee = £ <= 1] und |6 = [f]| < |- |

konvergieren aucl. — f. und|fi| - |f|in L.

Umgekehrt nehmen wir arf,. sind integrierbar. Wir finden
Folgen (. ), die gegenf, in L konvergieren. Dann konver-
giert die Folge €, x — f_x) gegenf in L1. o

BemerkungA7.21 Es kann sein, dag$| integrierbar ist,f
aber nicht. Zum Beispiel mih = 1 kann es sein, das§| =

Xo. aber das Vorzeichen vohwechselt so wild, dassé gar
nicht integrierbar ist. Um ein genaues Beispiel zu konstruiren,
mussen wir nichtmef3bare Teilmengen kennenlernen.

Definition A7.22. SeiW ein endlich-dimensionaler Banach-
raum mit Basigw;}. Eine Funktionf: R" — W kénnen wir
alsf = Y fiw; mit fi: R"™ — R schreiben. Wir sagerf, ist

Weiter gibt es Nach der Definition des Integrals fiir halbstetigdntegrierbar, falls jedesf; integrierbar ist. In diesem Fall defi-

Funktionen gibt es™ > fi € Cc(R") mit || f—hl| < 22 Nach
der Dreiecksungleichung gilt darjff - fi| < 22°. Damit
konvergierenf, gegenf in L1,

Ende der Vorlesung 2009 Mai 12

Umgekehrt nehmen wir an, dags — f in L. D.h., zu
jedeme > 0 gibt es eirk mit ||f — fil|.» < . Nach der De-
finition des Oberintegrals heil3t das, es dibt H*(R") mit
If — ful < hund&nhd/ks.

Wir setzerh® := h+ fy € H*(R"). Damitgilt—h~ < f < h*
und deswegen

fkd/l—s<—fh_d/lﬁffd/l
R" R" *
Sffd/lﬁ h+d/l<ffkd/l+8.
RN RN

Weil & > 0 beliebig war, folgt, dass

ffd/l ffd/l—llmffkd/l. o

nieren wir das Lebesgue-Integral

fda:=>(f.fid)w eW

(Diese Definition hangt nicht von der gewahlten Basis ab, wie
man leicht aus der Linearitat des Integrals sieht.)

R"

BeispielA7.23. Ein wichtiger Fall istW = C.

Lemma A7.24. Ist f: R" — W integrierbar, dann ist auch
die Norm||f||: R" — R integrierbar.

Beweis.(Aufgabe.) O

BemerkungA7.25. Spater werden wir zeigen, dass

anfd/lnszan”d/l.

(Satz A7.20 ist etwa der FallW = R.) Als Aufgabe kodnnte
man diese Ungleichung jetzt beweisen im Spezialfall, dass die
Norm aus einer Skalarprodukt a¥f definiert ist.
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A8. AuReres Maf und Nullmengen

Definition A8.1. SeiA c R" eine Teilmenge und sgi, de-
ren charakteristische Funktion. Daslere (Lebesgue-)Mal}
vonAist

(A) = fXA da = |jxal|.. € [0, +e0].

FallsA*(A) = 0, dann heiRA Nullmenge

Lemma A8.2. Das aullere Mal} ist rotations- und translati-
onsinvariant.

Beweis.(Aufgabe.) O

Satz A8.3. Es gilt 2*(@) = 0. FUr A c B gilt 2*(A) < A*(B).
Ist A« c R™flir k € N, dann gilt

(

Beweis.Wegeny,, = 0 ist die erste Aussage trivial. Wegen
Xn < xg folgt die zweite aus der Monotonie des Oberinte-
grals (Lemma A7.3). Wege/{?bAk < Y x,, folgt die dritte aus
Lemma A7.6. O

(@

A) < D XA
k=1

=
1

1

Korollar A8.4. [Vgl.1.G2.5.] Jede Teilmenge einer Nullmen-
ge ist selbst Nullmenge. Jede Vereinigungl, A« abzéhlbar
vieler Nullmengen A c R" ist selbst wieder eine Nullmen-
ge. m]

Beispiel A8.5. [Vgl. 1.G2.4.] Jede einelementige Menge

{p} c R"ist eine Nullmenge, deswegen auch jede abzahlbar

MengeA c R". (Z.B.Q" c R"ist eine Nullmenge.) D.h., jede
MengeA mit positivem auRerem Maf (A) > 0 ist Uberab-
zéhlbar.

a. ,Fastlberall

Definition A8.6. SeiE(x) eine Aussage fiir Punkte € R".

Wir sagen E gilt fast Uberal) falls die Menge aller Punkte,
in denenE(X) nicht gilt, eine Nullmenge ist.

BeispielA8.7. Seienf,g e F(R"). Dann heil3t

f =gfastiberall < A{xeR": f(x) #g(x}=0.
BemerkungA8.8. Auf der Menge# (R") ist ,fast Uberall
gleich” eine Aquivalenzrelation. (Transitivitat folgt deswegen,

weil {f # h} c {f # g} U{g # h}.)

Definition A8.9. Fiir eine beliegibe Teilmeng& c R" sei
ua € 7 (R") die Funktionua := 3,2 xa» d.h.,
+o00, X€A,
ua(x) :=
A% {o, X¢A

(Weil oo - 0 unerklart ist, schreiben wir niclil = coya.)

Satz A8.10. Sei f: R" — R eine beliebige Funktion. Dann
gilt ||f]l_» = 0 genau dann, wenn #£ 0 fast Uberall.

Beweis.SeiA = {x: f(X) # 0}. Zunéchst nehmen wir an

ist eine Nullmenge. Wir benutzen die Funktiop > |f|. Es
folgt, dass

||f||L1=f|f|d/lsqud/lstXAd/lzz/l*(A)=O.
k=0 k=0

Umgekehrt, sefif|| . = 0. Wir setzen
A= {xe R F(X)] > Y.

Wegeny, < K|f| ist jedesA« eine Nullmenge. Es gilt aber
A = |J A, deshalb ist auch eine Nullmenge. O

Satz A8.11. Sei fe F(R") mit||f]| 1 < +o0. Es gilt|f| < +c0
fast Uberall, d.h., €x) € R fast tberall.

Beweis.Sei A := {x : f(X) = +oo}; wir betrachten nochmal
die Funktionua. Fir jedesk € N qilt [f| > us > ky, und
deswegen

i1 = [1f10a> [(undrs ke,

Ist A keine Nullmenge, gilt deshallf|| . = +co.

Ende der Vorlesung 2009 Mai 14

Rorollar A8.12. Sei fe F(R") mit||f]l.x < +oco. Dann exi-
stiert eine Funktion gR" — R mit g = f fast Uberall. O

Lemma A8.13. Falls f € #(R") integrierbar ist und f= g
fast Uberall, dann ist auch g integrierbar und es g]w;f di =

Jgda.

Beweis.Sei f = g ausserhalb der Nullmeng® und sei (k)
eine Folge irC¢(R") mit fy — f in L. Dann gilt punktweise

lg- fi <|f - fi| +ua
und deshalb

9= fidle < IIf = fidlls + uallee = 11 = il

Das heiR3tfy — g ebenfalls inL'. Nach Satz A7.17 ist dann
ge LY(R") mit &ng d1 = &nf da. O

BeispieleA8.14.

e Die charakteristische Funkti ist Lebesgue-integ-
rierbar (obwohl nicht Riemann-integrierbar); es gilt

J&XQ(L1= 0.

e Seif: R" — R integrierbar. Dann ist (+ XQn)f auch
integrierbar — mit dem selben Integral.
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b. AuReres Mal? geometrisch gesehen

Ist U c R" beschrankt und féen, dann wissen wir, dass

Definition A8.21. Eine Abbildungf: X — Y zwischen me-
trische Raume heiflbkal Lipschitz-stetigfalls jeder Punkt
x € X eine Umgebungd) so hat, das$|y eine Lipschitzabbil-

Xy integrierbar ist; wir verstehen das Integral als Volumendung ist.

vonU. Die nachsten Satze untersuchen die Beziehungen (bgs,
zuglich aulReres Mal3) zwischen allgemeinen Teilmengen, og

fenen Teilmengen und kompakten Quadern.

Satz A8.15. Fir jede Teilmenge & R" gilt
A°(A) = inf{A"(U) : Ac U c R, U offen.

Beweis.(Aufgabe.) O

Definition A8.16. Sei [0 1)" c R" der halbdfene Einheits-
wirfel. Firm e N undj € Z" sei

W™ = o~™(7([0, 1)),

ein dyadischer Wirfe{oder dyadische Elementarze)lenit
Seitenlangé/om.

BemerkungA8.17. Es gibt abzahlbar viele dyadische Wrfel.
SeienV\/jm undV\/jf)T zwei dyadische Wurfel mit < m. Ent-

weder sind die Beiden disjunkt oder es gu]t“ c V\/]m

Lemma A8.18. Jede ¢fene Menge Uc R" ist die Vereini-
gung disjunkter dyadischer Wiirfel.

BeweisskizzeZunéchst sei, die Vereinigung aller Wurfel
V\/jo, die in U enthalten sind. Induktiv sd}, die Vereinigung
aller WUrfeIV\/{“, die inU aber nicht in_J;., li enthalten sind.
Dann giltU = Un Im. O

Korollar A8.19. Sei Ac R" eine Teilmenge. Wir betrachten
abzahlbare FamilieqQy} kompakter Quader mit A [ J Q.
Es gilt

X (A) = inf{i vol(Q) : Ac UQw Q« kompakte Quadgr
k=0

Beweis.Ist A ¢ [JQk dann gilty, < ¥ x, und deshalb
A*(A) < Y vol(Qy). Dass wir im Infimum Gleichheit errei-

merkungA8.22 Jede lokal Lipschitz-stetige Abbildung ist
tetig. Jede Lipschitzabbildung ist lokal Lipschitz-stetig.

Lemma A8.23. Sei U c R" gffen und seip: U — R™ stetig
differenzierbar. Dann isp lokal Lipschitz-stetig.

Beweis.Zu jedemx € U gibt ese > 0 so, dass der abgeschlos-
sene BalB,(x) in U enthalten ist. Weil dieser Ball konvex und
kompakt ist, istp darauf nach Lemma A5.18 eine Lipschitz-
abbildung. O

Lemma A8.24. Sei f: X — Y lokal Lipschitz-stetig und sei
K c X kompakt. Dann ist|§ eine Lipschitzabbildung.

Beweis.Fir jedesx € K gibt esg(X) > 0 und C(x) so,
dassC(x) eine Lipschitzkonstante fulr auf Boyx(X) ist. Weil
{Byx(X) 1 x € K} eine dfene Uberdeckung voK ist, gibt

es eine endliche Teiliiberdeckung. D.h., es gibt endlich vie-
le Punktexs,...,xy € Kmit K ¢ Uy U--- U Uy, wobei

Uk = Bg(X). Nun seid := minge(x) > 0 und seiD :=
diamf(K) < co. Wir setzenC := max(D/d, C(xp), ..., C(xn))

und behaupten, dagseine Lipschitzkonstante fiirk ist.

Seienx,y € K. Gilt d(x,y) > ¢, dann folgt

d(f(x), f(y)) <D < Cé <Cd(x,y).

Ist hingegerd(x,y) < §, dann wéahlen wik mit x € Ux. Wegen
d < &(X) gilt X,y € Bagx)(Xc) und deshalb

d(f(), f(¥)) < C(xJd(xy) < Cd(x.y).

Bemerkungh\8.25. Dieses Lemma kann man schneller bewei-
sen, indem man Lemma 11.B6.20 benutzt: jede Uberdeckung
eines kompakten metrischen Raumes hat eine Lebesguezabhl.

]

Satz A8.26.Sei Uc R" offen, seip: U — R"lokal Lipschitz-
stetig und sei Ac U eine Nullmenge. Dann ist das Bijg(A)
eine Nullmenge.
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Beweis.Die oftffene MengeJ ist eine abzéhlbare Vereinigung

chen, folgt direkt aus dem Lemma, dem letzten Satz und détompakter WirfeK c U. Deshalb genligt es zu zeigen, dass
Tatsache, dass die abgeschlossene Hiille einer Elementarzehigh N K) eine Nullmenge ist. Nach dem Lemma gibt es eine

denselben Volumen hat. O

c. Das Bild einer Nullmenge

Jetzt méchten wir das Bild einer Nullmengec R" un-
ter einer Abbildungp: R" — R" untersuchen. Unter welchen
Bedingungen isp(A) eine Nullmenge?

Beispiel A8.20. Stetigkeit vone reicht nicht aus. SeC c
[0,1] die Cantormenge aus 1.G2.8, und $ei[0, 1] — [0, 1]
die stetige Cantorfunktion aus 1.G2.12. DannGstine Null-
menge (vgl. 1.G2.11). Es gilt abdé(C) = [0, 1] (vgl. 1.G2.13).

Lipschitzkonstant€ fur ¢|x.

Zu jedeme > 0O gibt es eine abzahlbare Vereinigung kom-
pakter WirfeM mit 3 vol(Wy) < e undAn K c | Wk. Wir
dirfen annehmeWy c K. Seipg der Mittelpunkt und 2 die
Seitenlange voi. Es giltWi ¢ By 7(pk) und deshalb

$(Wk) € Beg yrle(Px))-

Damit ist (W) in einem Wirfel von SeitenlangeCz /n
enthalten, dessen Volumer/GC)" vol(W) ist. Es folgt, dass
¢(ANK) in einer abzahlbaren Vereinigung kompakter Wiirfel
mit Volumensumme {/nC)"¢ liegt. Weil dies fur jedeg > 0
gilt, ist (AN K) eine Nullmenge. O
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d. Integrierbare Mengen und Lebesgue-MaR BeispielA8.32 Seif € #(R") integrierbar und seh c R"
integrierbar. Die Funktiorfi|s hat Fortsetzung, f und ist des-

Definition A8.27. Eine Teilmenge? c R" heiftintegrierbar, ~ Wegen nach Satz A8.29 ubArintegrierbar.
fsaell:l %zlfagrgatktenstlsche Funktigp integrierbarist. In die- | o4 Ag 33, Sei Kc R™. Jede stetige Funktion:fK — R
! ist Uber K integrierbar.

vol(A) := A(A) = fXA da = A"(A) € [0, +0) Beweis.Sei C € R eine obere Schrankefi(x) < C. Wir
ko wissen, dasgy integrierbar ist, und betrachten die Funktion
dasVolumenoder(Lebesgue-)MaRon A. g:= f — Cyy. Es giltg < 0 und deshalb igg auch indK von

Beispiel A8.28. Jede kompakte Teilmenge sowie jede be-Unten halbstetig, d.lg € H*(R"). Weil fRngd/l_s 0 < 4oo
schrankte fiene Teilmenge ist integrierbar. Fir jedes R"  istgintegrierbar. Deswegen ist auch die Sumfme g + Cy,
gilt natiirlich [ x, dA > 0; deswegen ist jede Nullmenge inte- integrierbar. i
grierbar mit vol= 0.

Lemma A8.29. Seien f und g integrierbar, g beschrankt.
Dann ist auch fg integrierbar.

Beweis.Wir zeigen, dass es zu jedesn> 0 einh € C.(R")
so gibt, das$ih — fgll,» < 2¢. Nach Satz A7.17 ist danfg
integrierbar.

SeiM eine Schrankdg| < M. Weil f integrierbar ist, exi-
stierty € Cc(R") mit |lo — fll2 < ¢pm. Auch wennf unbe-
schranktist, isp (als stetige Funktion mit kompaktem Tréger)
beschrankt:

lo] < N = suplg| < co.

Weil g integrierbar ist, existieny € C.(R") mit |l — gll,:» <
¢/N- Nun seih := gy Es gilt

[fg—h| = |(f —9)g + (g —¥)| < M|f - ¢| + Njg-y|
und deswegen
Ifg—hil.. < MIIf —¢lis + Nllg -yl <&+ e o

Satz A8.30. Seien AB c R" integrierbare Teilmengen. Dann
sind auch A0 B, AU B und A\ B integrierbar. Es gelten

A(A) + A(B) = A(AU B) + (AN B),
A(A) = A(AN B) + A(AN B).

Beweis.Es gelten fir die charakteristichen Funktionen

XanB = XaXs: Xa TXB = Xaus T XanB> Xa = XanB + XauB-

Die Integrierbarkeit vory, 5 folgt deshalb aus Satz A8.29.
Die Integrierbarkeit der anderen Mengen und die beiden For-
meln folgen dann aus der Linearitat des Integrals. O

Definition A8.31. SeiA c R"und seif : A — R eine Funkti-
on. Dietriviale Fortsetzungf € #(R") ist durch

o0 {100 202

definiert. Fallsf integrierbar ist, setzen wir

ffdﬂ:f?dﬂ
A RN

und sagen, daskintegrierbar Uber Ast.
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