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A. LEBESGUE-INTEGRATION

A1. Einleitung

Im letzten Semester betrachteten wir das Integral für Regel-
funktionen auf Intervallen inR. Unser Hauptthema in diesem
Semester ist Integration in mehreren Dimensionen. Dabei ma-
chen wir auch den Schritt vom Regelintegral zum Lebesgue-
Integral. Lebesgue-Integration liefert ein sogenanntes Maß,
mit dessen Hilfe man das Volumen von vielen Teilmengen im
euklidischen RaumRn messen kann. Maßtheorie bildet auch
die Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Es gibt viele Zugänge zum Lebesgue-Integral. Wir fan-
gen nicht mit abstrakter Maßtheorie an, sondern leiten das
Lebesgue-Integral her als Grenzwert von Integralen stetiger
Funktionen. Damit definieren wir das Lebesgue-Maß und erst
danach Maße im Allgemeinen. Das Lehrbuch von Forster
folgt eine ähnliche Herangehensweise.

Später im Semester betrachten wir auch Integrale über Flä-
chen und andere Untermannigfaltigkeiten im Raum. Dabei
lernen wir Differentialformen kennen, die auch eine wichtige
Rolle in Differentialgeometrie und -topologie spielen.

A2. Hintergrund

Wir fangen mit ein paar Definitionen und Hilfsätzen an, die
wir eigentlich im letzten Semester hätten behandeln können.

Definition A2.1. Für i = 1, . . . ,n sei (Xi ,di) ein metrischer
Raum. Auf dem ProduktmengeX := X1 × · · · × Xn sei die
Produktmetrik definiert durch

d
(
(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)

)
= max

i=1,...,n
di(xi , yi).

BemerkungA2.2. Diese ist tatsächlich eine Metrik; wir zei-
gen nur die Dreiecksungleichung. Seienx, y, z ∈ X. Aus der
Definition vond gibt esi mit d(x, z) = di(xi , zi). Damit gilt

d(x, z) = di(xi , zi) ≤ di(xi , yi) + d(yi , zi) ≤ d(x, y) + d(y, z).

BemerkungA2.3. Im FalleXi = R ist diese Produktmetrik auf
Rn die `∞-Metrik. Man kann auch̀ p-ähnliche Produktmetri-
ken im Allgemeinen definieren:

dp(x, y) :=
(∑

i

di(xi , yi)
p
)1/p

.

Diese sind alle äquivalent zur obigen Produktmetrik.

Lemma A2.4. Seien K,K′ kompakte Räume. Dann ist auch
K × K′ kompakt.

Beweis.Für metrische Räume sind Kompaktheit und Folgen-
kompaktheit gleich (Korollar II.B6.21). Sei (xn, x′n) eine Folge
in K × K′. Weil K folgenkompakt ist, können wir die Fol-
ge mit einer Teilfolge ersetzen, damitxn in K gegenp kon-
vergiert. WeilK′ folgenkompakt ist, können wir wieder eine
Teilfolge finden, damitx′n → p′ ∈ K′. Aus der Definition der
Produktmetrik konvergiert dann die Teilfolge (xn, x′n) gegen
(p, p′). �

BemerkungA2.5. Dies ist nur ein Spezialfall des sehr allge-
meinen Satzes von Tichonow: jedes (auch unendliche) kar-
tesische Produkt kompakter Räume ist (mit der sogenannten
Produkttopologie) selbst kompakt. (Vgl. auch II.B6.28.)

Lemma A2.6. Seien X,K,Y metrische Räume, K kompakt.
Sei f: X × K → Y eine stetige Abbildung. Wir definieren

f̃ : X→ C(K,Y),
(
f̃ (x)
)
(t) := f (x, t) ∈ Y.

Dann ist f̃ stetig. Äquivalent heißt das: Für jede konvergente
Folge (xn) in X (mit xn → p ∈ X) konvergieren die Abbildun-
gen f̃ (xn) gleichmäßig gegeñf (p).

BemerkungA2.7. Die Stetigkeit vonf ist bezüglich der Pro-
duktmetrik aufX×K; die von f̃ ist bezüglich der Supremum-
metrik d∞ (vgl. II.B5.7), d.h. bezüglich gleichmäßiger Kon-
vergenz (vgl. II.B8.15). Die Äquivalenz der beiden Aussagen
folgt aus Korollar II.B7.15, das uns erlaubt, Stetigkeit mittels
Folgen zu betrachten.

Beweis.Die TeilmengeA := {xn : n ∈ N} ∪ {p} ⊂ X
ist kompakt (weil jede offene Überdeckung eine Umgebung
von p enthält, die fast allexn enthält). Nach Lemma A2.4 ist
dannA× K kompakt. Damit ist die Beschränkungf |A×K nach
Satz II.B8.8 gleichmäßig stetig, d.h. zu jedemε > 0 gibt es
ein δ > 0 so, dass fürx, x′ ∈ A und t, t′ ∈ K mit d(x, x′) < δ
undd(t, t′) < δ gilt d

(
f (x, t), f (x′, t′)

)
< ε. Weil xn → p, gibt

es einN ∈ N so, dass fürn ≥ N gilt d(xn, p) < δ. Daher gilt für
n ≥ N und für allet ∈ K, dassd

(
f̃ (xn)(t), f̃ (p)(t)

)
< ε. D.h.

per Definition, dassd∞
(
f̃ (xn), f̃ (t)

)
≤ ε. Damit konvergieren

f̃ (xn) gleichmäßig gegeñf (p). �

A3. Integrale stetiger Funktionen

Wir betrachten zunächst Integrale stetiger Funktionen auf
demRn. SeiQ = [a,b] × [c,d] z.B. ein Rechteck imR2 und
sei f : Q→ R eine Funktion. Um das Integral vonf auf Q zu
definieren, möchten wir∫

Q
f :=
∫ d

c

(∫ b

a
f (x, y) dx

)
dy

setzen. SeiF(y) :=
∫ b

a
f (x, y) dx. Die erste Frage ist, wann

diese Funktion integrierbar ist. Wir untersuchen jetzt solche
Integrale, die von einem Parameter abhängig sind.

Lemma A3.1. Sei [a,b] ⊂ R ein kompaktes Intervall. Das
Regelintegral ist eine LipschitzabbildungC([a,b],R) → R,
insbesondere stetig.

Beweis.Nach dem Mittelwertsatz II.A4.12 der Integralrech-
nung gilt∣∣∣∣∫ b

a
f −
∫ b

a
g
∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣∣ f − g
∣∣∣ ≤ (b− a) d∞( f ,g).

Damit istb− a eine Lipschitzkonstante für das Integral. �
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Satz A3.2. Sei [a,b] ⊂ R ein kompaktes Intervall und sei
X ein metrischer Raum. Sei f: X × [a,b] → R eine stetige
Funktion. Die durch

F(x) :=
∫ b

a
f (x, t) dt

definierte Funktion F: X→ R ist stetig.

Beweis.Dieser Satz folgt direkt aus Lemma A2.6 und Lem-
ma A3.1: Ist f̃ wie im ersten Lemma definiert, giltF(x) =∫ b

a
f̃ (x), d.h.,F ist die Komposition der beiden stetigen Abbil-

dungen aus den beiden Lemmata. �

Definition A3.3. Ein kompakter Quaderim Rn ist das Pro-
dukt

Q = [a1,b1] × · · · [an,bn]

vonn kompakten Intervallen.

Definition A3.4. Sei f : Q → R eine stetige Funktion auf
einem kompakten QuaderQ ⊂ Rn. Wir definieren wie folgt
das Integral:∫

Q
f dλ :=

∫ b1

a1

· · ·

∫ bn

an

f (x1, . . . , xn) dxn · · · dx1.

BemerkungA3.5. Hier benutzen wir mehrmals den letzten
Satz. Per Induktion ist für jedesi das Integral∫ bi

ai

· · ·

∫ bn

an

f (x1, . . . , xn) dxn · · · dxi

eine stetige Funktion der restlichen Variablenx1, . . . xi−1.

Eine stetige Funktionf auf dem gesamten RaumRn hat
möglicherweise kein sinnvolles Integral. (Auch im Fallen = 1
wäre das ein uneigentliches Integral, das vielleicht nicht kon-
vergiert.) Wir betrachten deswegen nur diejenigen stetigen
Funktionen, die ausserhalb eines beschränkten Gebiets Null
sind.

Definition A3.6. SeiX ein metrischer Raum und seif : X→
R eine Funktion. DerTrägervon f ist

suppf := {x ∈ X : f (x) , 0},

die abgeschlossene Hülle der Teilmenge, wof ungleich Null
ist.

BeispielA3.7. SeiA ⊂ X eine Teilmenge und seiχA die cha-
rakteristische Funktion vonA:

χA (x) =

1, x ∈ A,

0, x < A.

Dann gilt suppχA = A. Zum Beispiel gilt suppχQ = Q = R.
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Definition A3.8. SeiX ein metrischer Raum. Den Raum aller
stetigen Funktionen aufX mit kompaktem Träger nennen wir
Cc(X).

BemerkungA3.9. Der RaumCc(X) ist ein Vektorraum, ein
Unterraum inC(X,R). Auf Cc(X) gibt es die Norm

‖ f ‖∞ := sup
x∈X
| f (x)|.

BemerkungA3.10. Ist K kompakt, dann hat (nach Korollar
II.B6.25) jede Funktion aufK einen kompakten Träger. Ins-
besondere giltCc(K) = C(K,R).

Das nächste Lemma gibt uns eine stetige Variante der cha-
rakteristischen Funktion:

Lemma A3.11. Sei B⊂ Rn beschränkt. Es gibtϕB ∈ Cc(Rn)
mit 0 ≤ ϕB ≤ 1 undϕB|B ≡ 1.

Beweis.Seid(x, B) := infy∈B |x−y| die Abstandsfunktion zuB.
Wir setzenϕB(x) := max

(
0,1−d(x, B)

)
. Weil B beschränkt ist,

liegt es in einemR-Ball. Dann liegt suppϕB im (R+ 1)-Ball
und ist damit beschränkt und kompakt. �

Definition A3.12. Sei f ∈ Cc(Rn). Weil suppf kompakt ist,
können wir einen QuaderQ ⊃ suppf wählen. Das Integral
von f wird als Integral überQ definiert:∫

Rn
f dλ :=

∫
Q

f dλ.

(Der Wert hängt nicht vom gewähltenQ ab – warum?)

BemerkungA3.13. Es gibt viele äquivalente Schreibweisen
für dieses Integral:∫

Rn
f =
∫
Rn

f dλ ==
∫
Rn

f (x) dλ(x)

=

∫
Rn

f (x) dx=
∫
Rn

f (x) dnx

=

∫
Rn

f (x1, . . . , xn) dx1 · · · xn.

Später verstehen wirλ hier als Name des Lebesgue-Maßes; es
bedeutet etwa die Volumenform aufRn.

Lemma A3.14. Das Integral f 7→
∫
Rn f dλ ist eine lineare

AbbildungCc(Rn) → R, ein sogenannteslineares Funktional
aufCc(Rn). Es gilt auch Monotonie:

f ≥ 0 =⇒
∫
Rn

f dλ ≥ 0.

Beweisskizze.Dies folgt ausn-facher Anwendung der ent-
sprechenden Eigenschaften (II.A4.10) des Regelintegrals.�

BemerkungA3.15. Aus Linearität und Monotonie folgt

f ≤ g =⇒
∫
Rn

f dλ ≤
∫
Rn

g dλ.
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BemerkungA3.16. Bezüglich der Norm‖·‖∞ ist das Integral
f 7→

∫
Rn f dλ unstetig. (Sei z.B.fk := 1

k χ[−k,k] ; obwohl fk →

0 gleichmäßig, gilt
∫

fk = 2.) Ist aber (fk) eine Folge, die
gleichmäßig gegenf ∈ Cc(Rn) konvergiert, und ist

⋃
k suppfk

kompakt, dann gilt
∫
Rn fk dλ →

∫
Rn f dλ. (Vgl. Lemma A4.2

unten.)

Unser Ziel ist, eine Substitutionsregel für das Integral
überRn zu finden. Fürn = 1 können wir gleich die alte Sub-
stitutionsregel (II.A6.1) wie folgt umschreiben:

Satz A3.17. Seiϕ : R → R ein Diffeomorphismus und sei
f ∈ Cc(R). Dann ist f◦ ϕ ∈ Cc(R) und es gilt∫

R

( f ◦ ϕ) |ϕ′| =
∫
R

f .

Beweis.Die Funktionϕ ist streng monoton; ohne Einschrän-
kung nehmen wir an, sie ist steigend. (Sonst ersetzen wirϕmit
−ϕ.) Sei [c,d] ein kompaktes Intervall mit suppf ⊂ [c,d] und
seiena = ϕ−1(c), b = ϕ−1(d). Dann gilt supp(f ◦ ϕ) ⊂ [a,b]
und mit der Substitutionsregel II.A6.1 gilt∫

R

( f ◦ ϕ)ϕ′ dλ =
∫ b

a
( f ◦ ϕ)ϕ′ =

∫ d

c
f =
∫
R

f dλ. �

Ein wichtiger Spezialfall ist eine Translationϕ = τv : x 7→
x+v mit τ′v ≡ 1: das Integral ist translationsinvariant im Sinne,
dass
∫
R

f =
∫
R

f ◦ τv.
Durch n-fache Anwendung dieser Regel sehen wir, auch

das Integral überRn ist translationsinvariant:

Satz A3.18 (Translationsinvarianz). Sei v ∈ Rn und sei
τv : Rn → Rn die Translation x 7→ x + v. Für f ∈ Cc(Rn)
gilt ∫

Rn
f ◦ τv dλ =

∫
Rn

f dλ.

Beweis.(Aufgabe.) �

A4. Eindeutigkeit des Integrals

Nach den Translationen sind vielleicht die einfachsten Dif-
feomorphismen desRn die linearen AbbildungenA: Rn→ Rn

mit A ∈ GL(Rn). (Hier unterscheiden wir nicht zwischen der
AbbildungA und ihrern× n-Darstellungsmatrix.) Der Substi-
tutionsregel in diesem Falle wird sagen,∫

Rn
( f ◦ A) |detA|dλ =

∫
Rn

f dλ.

Insbesondere für eine RotationA ∈ O(n) mit detA = ±1 gilt∫
Rn f ◦ A dλ =

∫
Rn f dλ: das Integral ist rotationsinvariant. Dies

macht intuitiv auch Sinn, wenn man sich das Integral
∫

f als
Volumen unter dem Graphen vonf vorstellt.

Die Rotationsinvarianz ist aber viel schwieriger zu bewei-
sen, weil unsere Definition des Integrals so eng mit dem Ko-
ordinatensystem verbunden ist. Dazu brauchen wir eine Cha-
rakterisierung des Integrals, das Ziel dieses Abschnitts:

Satz A4.1. Das Integral ist (bis auf eine multiplikative Kon-
stante) das einzige lineare Funktional I: Cc(Rn) → R, das
monoton und translationsinvariant ist.

Zunächst untersuchen wir die stetigkeit eines gegebenen
FunktionalsI :

Lemma A4.2. Sei I: Cc(Rn) → R ein monotones lineares
Funktional. Sei U⊂ Rn eine beschränkte offene Teilmenge.
AufCc(U) ⊂ Cc(Rn) ist I stetig.

Beweis.Wir benutzen die FunktionϕU aus Lemma A3.11.
Für f ∈ Cc(U) gilt

−‖ f ‖∞ϕU ≤ f ≤ ‖ f ‖∞ϕU

(für x ∈ U ist ϕU(x) = 1; für x < U ist f (x) = 0). Weil I
monoton ist, gilt ∣∣∣I ( f )

∣∣∣ ≤ I (ϕU)‖ f ‖∞.

Das heißt,I (ϕU) ist eine Lipschitzkonstante für das lineare
FunktionalI ; damit istI stetig. �

a. Eine stetige Wavelet-Basis

Im letzten Semester zeigten wir, jede stetige Funktion (so-
gar jede Regelfunktion) ist ein gleichmäßiger Limes von Trep-
penfunktionen. Um weitere Eigenschaften des Integrals zu un-
tersuchen, benutzen wir nicht mehr Treppenfunktionen (weil
sie unstetig sind) sondern eine verwandte Familie von „Hut-
funktionen“.

Definition A4.3. Seih ∈ Cc(R) die (stückweise lineare) „Hut-
funktion“

h(t) := max
(
0,1− |t|

)
mit supph = [−1,1]. (Diesesh ist übrigens die Funktionϕ{0}
aus Lemma A3.11.)

Eine wichtige Eigenschaft dieser Funktion ist folgendes: sie
lässt sich als lineare Kombination skalierter Kopien von sich
selbt schreiben. Seiσ : x 7→ 2x die SkalierungR → R. Wir
betrachten nun Skalierungen um Zweierpotenzen und Trans-
lationen um ganze Zahlen:

σm(x) = 2mx für m ∈ N; τ j(x) = x+ j für j ∈ Z.

Definition A4.4. Für j ∈ Z undm ∈ N setzen wir

hm
j (x) = (h ◦ τ j ◦ σ

m)(x) = h( j + 2mx).

Ende der Vorlesung 2009 April 16

Lemma A4.5. Für jedes m∈ N gelten∑
j∈Z

hm
j (x) ≡ 1

und

2hm
j = hm+1

2 j−1 + 2hm+1
2 j + 2hm+1

2 j+1, insb. 2h = h1
−1 + 2h1

0 + h1
1.

3
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Beweis.(Aufgabe.) �

BemerkungA4.6. Die letzte Formel können wir auch wie
folgt schreiben:

2hm
j =

∑
k∈{−1,0,1}

21−|k|hm+1
2 j+k.

BemerkungA4.7. Wegen dieser Eigenschaften sind die Funk-
tionenhm

j eine Wavelet-Basis; für festesmauch eine Basis für

lineare B-Splines. Ähnliche Eigenschaften haben schon die
Treppenfunktionen. Für

gm
j = χ[0,1) ◦ τ j ◦ σ

m

gelten nämlichg0
0 = g1

0 + g1
−1 und

∑
j∈Z gm

j (x) ≡ 1. Der Vorteil
der Hutfunktionen ist deren Stetigkeit. Mit Wavelets („Well-
chen“) versteht man eigentlich noch glätteren (am bestenC∞)
Basisfunktionen mit ähnlichen Eigenschaften.

Ähnliches können wir auch in höheren Dimensionen ma-
chen.

Definition A4.8. SeiH ∈ Cc(Rn) das Produkt

H(x) :=
n∏

i=1

h(xi) = h(x1)h(x2) · · · h(xn),

dessen Träger suppH = [−1,1]n ist. (Dies ist der abge-
schlossene Einheitsball inRn bezüglich der̀ ∞-Norm.) Sei
σ : Rn → Rn die Skalierungσ(x) = 2x. Für jedesm ∈ N
und für jedes „Multiindex“j ∈ Zn sei

Hm
j (x) :=

(
H ◦ τj ◦ σ

m)(x) =
n∏

i=1

hm
j i
(xi).

Lemma A4.9. Für jedes m∈ N gelten

∑
j∈Zn

Hm
j (x) ≡ 1 und 2nHm

j =
∑

k∈{−1,0,1}n

( n∏
i=1

21−|k i |
)
Hm+1

2j+k .

Beweis.Diese Formeln folgen aus der Definition vonH mit
Lemma A4.5 bzw. Bemerkung A4.6. Man benutzt einfach das
Distributivgesetz. �

Satz A4.10. Für f ∈ Cc(Rn) und m∈ N sei

fm(x) :=
∑
j∈Zn

f
(
−2−mj

)
Hm

j (x) ∈ Cc(R
n),

eineWavelet-Approximationfür f . Die Funktionen fm kon-
vergieren gleichmäßig gegen f .

BemerkungA4.11. Weil f kompakten Träger hat, istf
(
2−mj
)

nur für endlich vielej ∈ Zn ungleich Null. Das heißt, die Sum-
me in der Formel fürfm ist eine endliche Summe und deshalb
wohldefiniert. Auch deswegen hatfm kompakten Träger.

Beweis.Seiε > 0 gegeben. Weilf kompakten Träger hat, ist
f gleichmäßig stetig, d.h., zum gegebenenε > 0 gibt esm> 0
so, dass fürx, y ∈ Rn mit ‖x− y‖∞ ≤ 2−m gilt | f (x)− f (y)| < ε.
Wir behaupten,‖ f − fm‖ < ε.

Nun seix ∈ Rn gegeben und sei

A :=
{
j ∈ Zn : Hm

j (x) , 0
}
=
{
j ∈ Zn : ‖x+ 2−mj‖∞ < 2−m},

eine endliche (vonx abhängige) Teilmenge ausZn. Wir be-
merken,

∑
A Hm

j (x) =
∑
Zn Hm

j (x) = 1. Nach Lemma A4.9 gilt

f (x) =
∑
j∈Zn

f (x)Hm
j (x) =

∑
j∈A

f (x)Hm
j (x)

und damit∣∣∣ f (x) − fm(x)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∑

j∈A

(
f (x) − f

(
2−mj
))

Hm
j (x)
∣∣∣∣∣

≤
∑
j∈A

∣∣∣∣ f (x) − f
(
2−mj
)∣∣∣∣Hm

j (x)

<
∑
j∈A

εHm
j (x) ≤ ε

∑
j∈Zn

Hm
j (x) = ε. �

b. Folgerung für lineare Funktionale

Lemma A4.12. Sei I: Cc(Rn) → R ein translationsinvari-
antes lineares Funktional und sei c:= I (H) ∈ R. Dann gilt
I (Hm

j ) = 2−mnc für alle m∈ N und allej ∈ Zn.

Beweis.Wegen der Translationsinvarianz istcm := I (Hm
j ) un-

abhängig vonj . Nach Lemma A4.9 gilt dann

2ncm =
∑

k∈{−1,0,1}n

( n∏
i=1

21−|k i |

)
cm+1

= cm+1

n∏
i=1

( ∑
k∈{−1,0,1}

21−|k|
)
= cm+14n,

d.h.,cm+1 = 2−ncm. Per Induktion folgt das Lemma. �

Jetzt können wir die Eindeutigkeit des Integrals (bis auf
einen konstanten Faktor) beweisen:

Satz A4.13 (Eindeutigkeit des Integrals).Sei I: Cc(Rn) →
R ein lineares Funktional, das monoton und translationsinva-
riant ist, und sei c:= I (H) ≥ 0. Dann gilt I( f ) = c

∫
Rn f dλ.

Beweis.Wir definierenJ( f ) := c
∫
Rn f dλ und möchten zei-

gen,I = J. Es gilt J(H) = I (H) und deshalb nach dem Lem-
maJ(Hm

j ) = I (Hm
j ). Sei f ∈ Cc(Rn) und seienfm die Wavelet-

Approximationen aus Satz A4.10. Weilfm eine lineare Kom-
bination der FunktionenHm

j ist und die beiden Funktionale
linear sind, folgtJ( fm) = I ( fm). Sei nun

U := {x ∈ Rn : ‖x− y‖∞ < 2∀y ∈ suppf };

für alle m gilt supp fm ⊂ U. (Warum?) Aus der Monotonie
von I und J folgt nach Lemma A4.2, dass diese aufCc(U)
stetig sind. Weil fm → f gleichmäßig, gilt damitJ( f ) =
lim J( fm) = lim I ( fm) = I ( f ). �
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BemerkungA4.14. Die Wavelet-Approximationenfm zu ei-
ner gegebenen Funktionf haben wir oben durch Formeln
beschrieben. Man kann auch einfach sagen, diese sind die
stückweise multilineare Interpolationen der Werten vonf auf
einem kubischen Gitter. Wir betrachten zunächst den Fall
m = 0. Da gilt f0(j ) = f (j ) für j ∈ Zn; die Werte vonf0 auf
jedem Einheitswürfelj + [0,1]n hängen nur von den werten in
den 2n Ecken ab – und sind deren „multilineare“ Interpolation.
(Fürn = 1 ist f0 die stückweise lineare Interpolation der Wer-
te von f in den ganzen Zahlenj ∈ Z.) Für allgemeinesm≥ 0
läuft alles ähnlich indem wir einfachZn durch 2−mZn ersetzen.
Der Name „Wavelet-Approximation“ ist zugestandenermaßen
für diese einfache Interpolation ein bisschen übertrieben.

BemerkungA4.15. Bezüglich der`∞-Norm ist H eine n-
Lipschitzabbildung, d.h.,|H(x) − H(y)| ≤ n‖x− y‖∞. Es folgt,
dass 2mn eine Lipschitzkonstante fürHm

j ist.

A5. Substitutionsregel

Aus der Eindeutigkeit des Integrals schliessen wir zunächst
Rotationsinvarianz und danach den linearen Fall

|detA|
∫
Rn

f ◦ A dλ =
∫
Rn

f dλ.

der Substitutionsregel.

Lemma A5.1. Für A ∈ GL(Rn) sei I: Cc(Rn) → R definiert
durch I( f ) :=

∫
Rn f ◦ A dλ =

∫
Rn f (Ax) dλ(x). Dieses lineare

Funktional ist monoton und translationsinvariant.

Beweis.Linearität und Monotonie sind trivial. Für die Trans-
lationsinvarianz bemerken wir(

τv ◦ A
)
(x) = v+ Ax= A

(
A−1v+ x

)
=
(
A ◦ τA−1v

)
(x).

Damit gilt (
( f ◦ τv) ◦ A

)
(x) =

(
( f ◦ A) ◦ τA−1v

)
(x).

Daraus folgt

I ( f ◦ τv) =
∫
Rn

(
( f ◦ A) ◦ τA−1v

)
dλ =

∫
Rn

(
f ◦ A
)
dλ = I ( f ). �

Satz A5.2 (Rotationsinvarianz). Das Integral ist rotations-
invariant: für A ∈ O(n) und f ∈ Cc(Rn) gilt∫

Rn
( f ◦ A) dλ =

∫
Rn

f dλ.

Beweis.Sei A ∈ O(n) gegeben. Aus dem Eindeutigkeits-
satz A4.13 und dem Lemma gibt esc ≥ 0 so, dass für alle
f ∈ Cc(Rn) gilt

∫
Rn( f ◦ A) dλ = c

∫
Rn f dλ. Es gibt aber rota-

tionsinvariante Funktionen, z.B.‖x‖2 oder – mit kompaktem
Träger –

f0(x) := max
(
0,1− ‖x‖2

)
.

Wegenf0 ◦ A = f0 muss geltenc = 1. �

BemerkungA5.3. Weil das Integral invariant unter Transla-
tionen und Rotationen ist, ist es unter alle euklidischen Bewe-
gungen invariant.

Ganz einfach ist auch der Fall, dassA eine Diagonalmatrix
ist.

Lemma A5.4. Sei A= diag(a1, . . . ,an) ∈ GL(Rn) eine Dia-
gonalmatrix mit ai > 0. Für f ∈ Cc(Rn) gilt

detA
∫
Rn

f ◦ A dλ = a1 · · · an

∫
Rn

f (a1x1, . . . ,anxn) dx1 · · · dxn

=

∫
Rn

f (x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn =

∫
Rn

f dλ.

Beweisskizze.Diese Lemma folgt ausn-facher Anwendung
des Fallesn = 1, welches der Spezialfallϕ(x) = ax im
Satz A3.17 ist. �

Ein bekanntes Lemma aus der linearen Algebra sagt, dass
jede Matrix ein Produkt von Rotationen mit einer Diagonal-
matrix ist:

Lemma A5.5 (Singulärwertzerlegung). Sei A∈ GL(Rn). Es
gibt U,V ∈ O(n) und eine Diagonalmatrix D mit positiven
Einträgen so, dass A= UDV. �

Satz A5.6. Für A ∈ GL(Rn) und f ∈ Cc(Rn) gilt

|detA|
∫
Rn

f ◦ A dλ =
∫
Rn

f dλ.

Beweis.Mit der Singulärwertzerlegung schreiben wirA =
UDV und merken detD = |detA|. Der Satz folgt dann aus
der Rotationsinvarianz A5.2 und dem Diagonalfall A5.4:

detD
∫
Rn

f ◦ U ◦ D ◦ V dλ = detD
∫
Rn

f ◦ U ◦ D dλ

=

∫
Rn

f ◦ U dλ =
∫
Rn

f dλ. �

a. Hilfsätze

Definition A5.7. SeiT eine echte Teilmenge in einem metri-
schen Raum (X,d). Wir definierenrT : X→ R wie folgt: ist x
ein innerer Punkt vonT dann gilt

rT(x) := sup
{
ε > 0 : Bε(x) ⊂ T

}
∈ (0,∞),

sonst giltrT(x) = 0.

BemerkungA5.8. Es gilt rT(x) < ∞ wegenT , X.

BemerkungA5.9. Die Funktionr ist eine Lipschitzabbildung
(mit Lipschitzkonstante 1 – warum?) und damit stetig.

Definition A5.10. SeiT eine Teilmenge in einem metrischen
Raum (X,d). Fürh ≥ 0 definieren wirSh(T) als die Teilmenge
der Punkte mit Abstand höchstensh vonT, d.h.

Sh(T) :=
{
x ∈ X : ∃t ∈ T mit d(x, t) ≤ h

}
.

5
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Lemma A5.11. Sei U⊂ (X,d) offen und sei K⊂ U kompakt.
Dann gibt es h> 0 so, dass Sh(K) ⊂ U.

Beweis.Wir betrachten die FunktionrU , die aufU positiv ist.
Auf der kompakten MengeK nimmt sie ihr Minumumm an,
welches deshalb positiv ist. Fürh < mgilt Sh(K) ⊂ U. �

Lemma A5.12. Ist T ⊂ X abgeschlossen, dann ist auch Sh(T)
abgeschlossen für jedes h≥ 0.

Beweis.Wir betrachten die stetige Funktionr = rXrT . Es gilt
X r Sh(T) =

{
x ∈ X : r(x) > h

}
; diese Menge – das Urbild

von (h,∞) unterr – ist offen. �

Korollar A5.13. Ist K ⊂ Rn kompakt, dann ist auch Sh(K)
kompakt für jedes h≥ 0.

Beweis.Weil K abgeschlossen ist, istSh(K) abgeschlossen.
Weil K beschränkt ist, gibt esR> 0 mit K ⊂ BR(0). Damit ist
Sh(K) ⊂ BR+h(0) auch beschränkt. �

BemerkungA5.14. Dies gilt nicht im Allgemeinen fürK ⊂ X,
z.B. wennX ein nichtkompakter diskreter Raum ist.

BemerkungA5.15. Wir haben schon (im Lemma A4.2) die
Tatsache benutzt, dass fürU ⊂ X offen gilt natürlicherweise
Cc(U) ⊂ Cc(X): wir erweitern eine Funktionf ∈ Cc(U) indem
wir f ≡ 0 ausserhalb vonU setzen.

Lemma A5.16. Seien U,V ⊂ X offen und seiϕ : U → V ein
Homöomorphismus. Für f∈ Cc(V) gilt f ◦ ϕ ∈ Cc(U).

Beweis.Sei K := suppf ⊂ V. Weil K kompakt ist undϕ−1

stetig ist, ist supp(f ◦ ϕ) = ϕ−1(K) ⊂ U kompakt. �

Ende der Vorlesung 2009 April 23

Lemma A5.17. Seien K und X metrische Räume, K kompakt.
Sei f: K → X stetig. Für m∈ N setzen wir

sm := sup
{
d
(
f (a), f (b)

)
: a,b ∈ K, d(a,b) ≤ 2−m

}
≥ 0.

Dann ist(sm) eine monotone Nullfolge.

Beweis.Weil die Mengen in den Suprema immer kleiner wer-
den, ist (sm) monoton fallend. Weilf gleichmäßig stetig ist,
gibt es zu jedemε > 0 ein δ > 0 so, dass für 2−m < δ gilt
sm < ε. �

Lemma A5.18. Seien V und W endlich-dimensionale Ba-
nachräume, sei G⊂ V offen, und seiϕ : G → W stetig diffe-
renzierbar. Für p∈ G sei Tp = Tϕ

1,p das erste Taylorpolynom
vonϕ, d.h.

Tp(x) := ϕ(p) + Dpϕ(x− p).

Nun sei K⊂ G kompakt. Es gibt C∈ [0,∞) und eine monoto-
ne Nullfolge(sm) mit den folgenden Eigenschaften: Es gelten
C < ∞ und sm→ 0. Liegt eine Streckepx in K, dann gilt

‖ϕ(x) − ϕ(p)‖ ≤ C‖x− p‖.

Falls auch‖x− p‖ ≤ 2−m, dann gilt

‖ϕ(x) − Tp(x)‖ ≤ sm‖x− p‖.

BemerkungA5.19. Die erste Schranke kann man auch so for-
mulieren: für jede konvexe TeilmengeT ⊂ K ist C eine Lip-
schitzkonstante fürϕ|T .

Beweis.Wir nehmen an,K , ∅, weil sonst gibt es nichts zu
zeigen. Die Operatornorm‖Dϕ‖ der AbleitungDϕ ist eine ste-
tige FunktionG → R. Wir setzenC := supK ‖Dϕ‖. Weil K
kompakt ist, giltC ∈ [0,∞).

Nun betrachten wirxp ⊂ K. Für t ∈ [0,1] parametrisieren
wir diese Strecke durchγ(t) := (1− t)p+ tx = p+ t(x− p). Es
gilt

(ϕ ◦ γ)′(t) = Dγ(t)ϕ
(
γ′(t)
)
= Dγ(t)ϕ(x− p)

und damit∥∥∥(ϕ ◦ γ)′(t)
∥∥∥ ≤ ∥∥∥Dγ(t)ϕ

∥∥∥ ‖x− p‖ ≤ C‖x− p‖.

Nach Satz II.D3.4 (mitM = C‖x− p‖) gilt∥∥∥ϕ(x)− ϕ(p)
∥∥∥ = ∥∥∥ϕ ◦ γ(1)− ϕ ◦ γ(0)

∥∥∥ ≤ (1− 0)M = C‖x− p‖.

Wir wenden Lemma A5.17 aufDϕ : K → L(V,W) an und
definieren damit die monotone Nullfolgesm. Nun wenden wir
den Hauptsatz II.D5.4 aufϕ ◦ γ (d.h. entlang der Streckexp)

an. Es giltϕ(x)−ϕ(p) =
∫ 1

0
Dp+t(x−p)ϕ(x− p) dt und deswegen

ϕ(x) − Tp(x) =
∫ 1

0

(
Dp+t(x−p)ϕ − Dpϕ

)
(x− p) dt.

Damit gilt die gewünschte Abschätzung:

‖ϕ(x)−Tp(x)‖ ≤
∫ 1

0

∥∥∥Dp+t(x−p)ϕ−Dpϕ
∥∥∥ ‖x− p‖dt ≤ sm‖x− p‖.

�

b. Der Satz

BemerkungA5.20. Für U ⊂ Rn offen und f ∈ Cc(U) schrei-
ben wir

∫
U

f dλ :=
∫
Rn f dλ.

Jetzt beweisen wir die allgemeine Substitutionsregel:

Satz A5.21 (Substitutionsregel).Seien U,V ⊂ Rn offen und
seiϕ : U → V ein Diffeomorphismus. Für f∈ Cc(V) gilt∫

U
f (ϕ(x)) |detDxϕ|dλ(x) =

∫
V

f (y) dλ(y).

Beweis.Wir benutzen immer die Norm‖·‖ := ‖·‖∞ aufRn. Für
f ∈ Cc(V) schreiben wir den Fehler in der Formel als

F( f ) :=
∫

U
f (ϕ(x)) |detDxϕ|dλ(x) −

∫
V

f (y) dλ(y),

ein lineares Funktional.
Wir setzen

L′ := suppf ⊂ V, K′ := supp(f ◦ ϕ) = ϕ−1(L′) ⊂ U.
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Es gibth > 0 mit

L := Sh(L′) ⊂ V, K := Sh(K′) ⊂ U.

Wir setzen

C := max
(
sup

K
‖Dϕ‖, sup

L

∥∥∥Dϕ−1
∥∥∥).

Seien nunp ∈ K′, q := ϕ(p) ∈ L′ undε ≤ h/C. Nach dem
Lemma gilt

ϕ(Sε{p}) ⊂ SCε{q} ⊂ L, ϕ−1(Sε{q}) ⊂ SCε{p} ⊂ K.

Ferner sei (sm) die monotone Nullfolge fürDϕ aus Lem-
ma A5.17.

Wir wählen m ∈ N und j ∈ Zn so, dass 2−m ≤ h/C und
q := −2−mj ∈ L′, und betrachtenHm

j mit suppHm
j = S2−m{q} ⊂

L. Wir beweisen zunächst eine Annäherung der gewünschten
Formel für den Fallf = Hm

j .

Lemma A5.22. Unabhängig vonj können wir eine monotone
Nullfolge tm so finden, dass∣∣∣F(Hm

j )
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∫

U
Hm

j (ϕ(x)) |detDxϕ|dλ(x) −
∫

V
Hm

j (y) dλ(y)
∣∣∣∣∣

≤ tm2−nm.

Beweis.Wir setzenp := ϕ−1(q) und schreiben

Tp(x) := q+ Dpϕ(x− p)

für x ∈ U. SeiS := S2−mC{p} der Würfel ump. Es gelten

supp
(
Hm

j ◦ ϕ
)
⊂ S ⊂ K, supp

(
Hm

j ◦ Tp
)
⊂ S ⊂ K.

Weil 2mn eine Lipschitzkonstante fürHm
j ist, gilt dann∣∣∣∣Hm

j (ϕ(x)) − Hm
j (Tp(x))

∣∣∣∣ ≤ 2mn‖ϕ(x) − Tp(x)‖

≤ 2mnsm‖x− p‖ ≤ Cnsm

für alle x ∈ U.
Weil |detDϕ| gleichmäßig stetig aufK ist, können wir eine

Schranke|detDϕ| ≤ C′ und eine monotone Nullfolges′m nach
Lemma A5.17 wählen. Wegen|H| ≤ 1 gilt nach der Dreiecks-
ungleichung∣∣∣∣Hm

j (ϕ(x)) |detDxϕ| − Hm
j (Tp(x)) |detDpϕ|

∣∣∣∣ ≤ C′Cnsm + s′m.

Jetzt können wir das Integral

I1 :=
∫

U
Hm

j (ϕ(x)) |detDxϕ|dλ(x)

mit dem Integral

I2 :=
∫

U
Hm

j (Tp(x)) |detDpϕ|dλ(x)

vergleichen. Es gilt∣∣∣I1 − I2

∣∣∣ ≤ ∫
S
C′Cnsm + s′m dλ

≤
(
2C2−m)n(C′Cnsm + s′m) =: tm2−nm,

wobei (tm) die gesuchte monotone Nullfolge ist. WeilTp affin-
linear ist, kennen wir schon die Substitutionsregel fürTp, d.h.,

I2 =

∫
V

Hm
j (y) dλ(y). �

Um den Satz jetzt zu beweisen, seienfm die Wavelet-
Approximationen zuf . Wir betrachten weiterhin nur große
Werte fürm mit 2−m ≤ h/C. Dann gilt suppfm ⊂ L. Wir set-
zeng(x) := f (ϕ(x)) |detDxϕ| undgm(x) := fm(ϕ(x)) |detDxϕ|.
Es gilt suppgm ⊂ K. Wir haben gleichmäßige Konvergenz
fm→ f undgm→ g (warum?). Nach Lemma A4.2 gilt∫

V
fm dλ→

∫
V

f dλ,
∫

U
gm dλ→

∫
V
g dλ.

Es gilt F( fm) =
∫

V
fm dλ −

∫
U

gm dλ und reicht aus zu zei-
gen, dassF( fm) → 0. Die Approximationfm ist eine lineare
Kombination von HutfunktionenHm

j , für die wir den Fehler
abgeschätzt haben:

fm(x) :=
∑
j∈Zn

f
(
−2−mj

)
Hm

j (x).

Wir können R so wählen, dassL′ ⊂ BR(0). Dann gibt es
höchtens

(
2m+1R

)n Summanden in dieser Formel. Ferner sei
M := supL | f (x)|. Dann gilt∣∣∣F( fm)

∣∣∣ = ∣∣∣∑ f
(
−2−mj

)
F(Hm

j )
∣∣∣

≤
(
2m+1R

)nMtm2−nm = (2R)nMtm→ 0. �

Ende der Vorlesung 2009 April 28

A6. Halbstetige Funktionen

In diesem Abschnitt, sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir
betrachten Funktionen aufX mit Werten in den erweiterten
reellen ZahlenR := R ∪ {±∞} (vgl. I.D4).

Definition A6.1. Die Funktion f : X→ R ist im Punktp ∈ X
von unten halbstetig, falls

f (p) ≤ lim
x→p

f (x);

sie ist inp von oben halbstetig, falls

f (p) ≥ lim
x→p

f (x).

Die Funktion f heißt (aufX) von unten(bzw.von oben) halb-
stetig, falls sie in jedem Punktp ∈ X von unten (bzw. von
oben) halbstetig ist.

BemerkungA6.2. Eine Funktionf ist genau dann von unten
halbstetig, wenn− f von oben halbstetig ist.

BeispielA6.3. Die „größte ganze“ Funktionx 7→ bxc ist von
oben halbstetig, währendx 7→ dxe von unten halbstetig ist.
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Lemma A6.4. Die Funktion f: X → R ist genau dann im
Punkt p∈ X von unten halbstetig, wenn zu jedem a∈ R mit
f (p) ∈ (a,+∞] (d.h. mit a< f (p)) es eine offene Umgebung
U 3 p in X gibt mit f(U) ⊂ (a,+∞]. Sie ist genau dann in p
von oben halbstetig, wenn zu jedem b∈ R mit f(p) ∈ [−∞,b)
es eine offene Umgebung U3 p gibt mit f(U) ⊂ [−∞,b).

Beweis.(Aufgabe.) �

Korollar A6.5. Eine Funktion f: X → R ist genau dann
von unten (bzw. von oben) halbstetig, wenn jedes Intervall der
Form (a,+∞] (bzw. der Form[−∞,b)) ein offenes Urbild hat.

Beweis.Sei f von unten halbstetig, seia ∈ R und sei

V := f −1((a,+∞]
)
.

Wir müssen zeigen, dass jeder Punktp ∈ V innerer Punkt ist.
Aber p ∈ V heißt, dassa < f (p); nach dem Lemma gibt es
eine offene Umgebungp ∈ U ⊂ V. Die andere Richtung folgt
noch schneller aus dem Lemma. �

BeispielA6.6. SeiT ⊂ X eine Teilmenge. Die charakteristi-
sche FunktionχT ist genau dann von unten (bzw. von oben)
halbstetig, wennT offen (bzw. abgeschlossen) inX ist.

BemerkungA6.7. Halbstetigkeit von unten für eine Funkti-
on X → R ist Stetigkeit bezüglich einer seltsamen Topologie
aufR. In dieser Topologie (die von keiner Metrik kommt) sind
nur die Mengen (a,+∞) offen.

Lemma A6.8. Die Funktion f: X → R ist genau dann in
p ∈ X stetig, wenn sie in p von untenundvon oben halbstetig
ist. Sie ist genau dann (auf X) stetig, wenn sie von unten und
von oben halbstetig ist.

Beweis.Es existiert limx→p f (x) genau dann, wenn

lim
x→p

f (x) = lim
x→p

f (x).

Die Funktion f ist genau dann inp stetig, wenn dieser Limes
existiert und gleichf (p) ist; sie ist von beiden Seiten halbste-
tig genau dann, wenn

f (p) ≤ lim
x→p
≤ lim

x→p
≤ f (p). �

BemerkungA6.9. Mit der Charakterisierung aus Lemma A6.4
kann man auch wie folgt argumentieren: Jedes offene Intervall
(a,b) ist ein Durchschnitt (a,+∞] ∩ [−∞,b).

BemerkungA6.10. Für Abbildungen [a,b] → Y betrachteten
wir im letzten Semester links- und rechtsseitige Grenzwerte.
Für FunktionenX→ R betrachten wir jetzt Halbstetigkeit von
oben und unten. Fürf : [a,b] → R können wir diese Begriffe
vergleichen. Nehmen wir an, es existieren inp ∈ (a,b) die
beiden einseitigen Grenzwertef ±(p). Es gelten dann

lim
x→p

f (x) = min
(
f −(p), f +(p)

)
,

lim
x→p

f (x) = max
(
f −(p), f +(p)

)
.

Das heißt,f ist genau dann inp von unten halbstetig, wenn
f (p) ≤ min

(
f −(p), f +(p)

)
. Man könnte z.B. sagen,f ist in p

„stetig von links“, falls f −(p) = f (p); diese Bedingung ist
aber nicht sehr wichtig.

Satz A6.11.Sei K ein folgenkompakter Raum. Jede von unten
halbstetige Funktion f: K → R nimmt ihr Minimum auf K
an, d.h. es gibt p∈ K mit f(p) ≤ f (x) für alle x ∈ K. Ähnlich
nimmt jede von oben stetige Funktion ihr Maximum auf K an.

Beweis.Seia := inf f (K) ∈ R das Infimum der Werte vonf .
Es gibt eine Folge (xk) in K mit f (xk) → a. Wegen Folgen-
kompaktheit gibt es eine konvergente Teilfolge (xmk) mit Li-
mesp ∈ K. Weil f von unten halbstetig ist, gilt

f (p) ≤ lim
x→p

f (x) ≤ lim
k→∞

f (xmk) = a = inf
x∈K

f (x).

Deshalb giltf (p) = a und f (p) ≤ f (x) für alle x ∈ K. �

BemerkungA6.12. Halbstetige Funktionen sind wegen dieses
Satzes in der mathematischen Optimierung sehr wichtig.

a. Monotone Folgen

Wir möchten die Klasse integrierbare Funktionen erwei-
tern, indem wir Grenzwerte betrachten. Punktweise Konver-
genz von stetigen Funktionen ist zu schwach, weil wir fast kei-
ne Kontrolle über den Grenzwert haben. Andererseits liefert
uns gleichmäßiger Konvergenz nichts neues (vgl. II.B8.17).

Mit monotonen Funktionenfolgen kommen wir weiter. Wir
wissen, dass jede monotone Folge inR einen Grenzwert inR
hat (I.D4.5). Das heißt erstens, dass jede monotone Funktio-
nenfolge puntkweise konvergiert, und zweitens, dass deren
Integrale auch konvergieren. Es sind genau die halbstetigen
Funktionen, die wir auf diese Weise erreichen.

Zunächst untersuchen wir den Fall, dass der Limes stetig
ist.

Satz A6.13 (Satz von Dini).Sei K ein kompakter Raum und
sei ( fk) eine monotone Folge stetiger Funktionen K→ R. Sei
f : K → R der punktweise Limes. Die Konvergenz fk → f ist
genau dann gleichmäßig, wenn f stetig ist mit Werten inR.

Beweis.Eine Richtung wissen wir schon: konvergiertfn → f
gleichmäßig, dann istf stetig (II.B8.15) und nimmt nicht die
Werte±∞ an. (Wir betrachtenR als Raum mit einer „erwei-
terten Metrik“, die den Wert+∞ annehmen darf:d(a,+∞) =
+∞. Dann macht der Begriff der gleichmäßigen Konvergenz
Sinn.)

Umgekehrt nehmen wir an, der Limesf : K → R ist stetig.
Für k ∈ N setzen wirgk = f − fk. Dann ist (gk) eine mo-
notone Folge stetiger Funktionen, die punktweise gegen Null
konvergieren. Seiε > 0 gegeben. Wir setzen

Uk := g−1
k

(
(−ε, ε)

)
=
{
x ∈ K :

∣∣∣g(x)
∣∣∣ < ε}.

Dann ist (Uk) eine Folge offener Teilmengen inK, die mo-
noton ist im Sinne, dassUk ⊂ Uk+1. Für jedesx ∈ K gilt

8
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gk(x) → 0, d.h.,x ∈ Uk für fast allem. Damit ist
⋃

Uk = K,
d.h., {Uk : k ∈ N} ist eine offene Überdeckung vonK. Weil
K kompakt ist, gibt es eine endliche Teilüberdeckung. Damit
gibt esk ∈ N so, dassUk = K, d.h.,

∣∣∣ f (x) − fk(x)
∣∣∣ < ε für alle

x ∈ K. Dies ist die Definition gleichmäßiger Konvergenz.�

Korollar A6.14. Sei( fk) eine monotone Folge inCc(Rn), die
punktweise gegen f∈ Cc(Rn) konvergiert. Dann gilt∫

Rn
f dλ = lim

k→∞

∫
Rn

fk dλ.

Beweis.Weil die Werte von fk zwischen denen vonf0 und
von f liegen, gilt

suppfk ⊂ suppf0 ∪ suppf =: K.

Nach dem Satz ist dann die Konvergenzfk → f gleichmäßig.
Wir wählen eine beschränkte offene MengeU ⊃ K und be-
trachtenfk, f ∈ Cc(U). Nach Lemma A4.2 konvergieren die
Integrale. �

Ende der Vorlesung 2009 April 30

Jetzt kommen wir zum Fall eines unstetigen Grenzwerts.

Lemma A6.15. Sei F eine beliebige Familie von Funktionen
f : X → R, die jeweils von unten halbstetig sind. Seif̂ :=
supF f deren Supremum, d.h.,

f̂ (x) := sup
f∈F

f (x).

Dann ist auchf̂ von unten halbstetig.

Beweis.Es gilt f̂ (p) > a genau dann, wenn esf ∈ F gibt mit
f (p) > a. Das heißt,

f̂ −1((a,+∞]
)
=
⋃
f∈F

f −1((a,+∞]
)
.

Die Aussage folgt deshalb, weil eine beliebige Vereinigung
offener Mengen offen ist. �

BemerkungA6.16. Ähnlich gilt, dass das Infimum einer be-
liebigen Familie von oben halbstetiger Funktionen auch von
oben halbstetig ist. Tauschen wir Infimum und Supremum,
gelten die Aussagen nur für endliche Familien, weil wir in
diesem Fall Durschnitte offener Mengen betrachten.

Korollar A6.17. Sei( fk) eine monoton steigende Folge steti-
ger Funktionen X→ R. Der Limes h: X→ R,

h(x) := lim
k→∞

fk(x) = sup
k

fk(x),

ist von unten halbstetig.

Beweis.Dies ist ein Spezialfall des Lemmas. Wir bemerken,
h nimmt den Wert−∞ nicht an. �

Definition A6.18. Wir schreibenfk ↑ h, falls (fk) eine mo-
noton steigende Funktionenfolge ist, die (punktweise) gegen
h konvergiert,

BeispielA6.19. Die charakteristische FunktionχU einer offe-
nen TeilmengeU ⊂ X ist von unten halbstetig. SeirU : X→ R
die Funktion aus A5.7 (der Abstand zum Komplement vonU)
und sei

fk(x) := max
{
1, k rU(x)

}
.

Dann konvergiertfk ↑ χU .

BemerkungA6.20. Weil 1 eine Lipschitzkonstante fürrU ist,
ist k eine Lipschitzkonstante fürfk. Man kann zeigen,fk ist
die größte Funktion mit dieser Lipschitzkonstante, die klei-
ner oder gleichχU ist. Eine Funktionenfolge mit genau dieser
Eigenschaft konstruieren wir auch im folgenden Beweis.

Satz A6.21. Sei K ein kompakter metrischer Raum und sei
h: K → R ∪ {+∞} eine von unten halbstetige Funktion.
Dann gibt es eine monoton steigende Folge stetiger Funktio-
nen fk : K → Rmit fk ↑ h.

Beweis.Nach Satz A6.11 nimmth auf K sein Minimumb >
−∞ an. Im Fallb = +∞ gilt h ≡ +∞ und wir setzen einfach
fk :≡ m. Sonst setzen wir

fk(x) := min
t∈K

(
h(t) + kd(t, x)

)
.

Es ist klar, dass für jedesx ∈ K gilt

b = f0(x) ≤ f1(x) ≤ · · · ≤ fk(x) ≤ h(x).

Die Funktion fk hat Lipschitzkonstantek, weil für x, y ∈ K
gilt

fk(y) = min
t∈K

(
h(t) + kd(t, y)

)
≤ min

t∈K

(
h(t) + kd(t, x) + kd(x, y)

)
= fk(x) +md(x, y).

Damit istb+mdiam(K) eine obere Schranke fürfk, insbeson-
dere nimmtfk den Wert+∞ nicht an.

Weil ( fk) eine monotone Folge ist, hat sie einen Limes
g: K → R. Wegen fk ≤ h gilt auchg ≤ h; wir müssen zei-
gen,g ≥ h. Dazu seienx ∈ K und a < h(x) gegeben; wir
behaupten, wir könnenm ∈ N so finden, dassfk(x) ≥ a. Da-
mit gilt g(x) ≥ a und damit (weila < h(x) beliebig war) auch
g(x) ≥ h(x).

Nun beweisen wir die Behauptung. Weilh halbstetig ist,
gibt esε > 0 so, dassh(t) > a für alle t ∈ Bε(x). Nun wählen
wir k ≥ (a− b)/ε. Für t ∈ Bε(x) gilt h(t) + kd(t, x) ≥ h(t) > a.
Für t < Bε(x) gilt h(t) + kd(t, x) ≥ a+ kε ≥ a. Damit ist – wie
gewünscht –

fk(x) = min
t∈K

(
h(t) + kd(t, x)

)
≥ a. �

Auf einem kompakten Raum haben wir jetzt halbsteti-
ge Funktionen als monotone Grenzwerte stetiger Funktio-
nen charakterisiert. Wie sieht es aber aus im nichtkompakten
RaumRn, wenn die stetigen Funktionen kompakte Träger ha-
ben?

9
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BemerkungA6.22. Sei X ein beliebiger Raum, sei (fk) eine
monoton steigende Folge inCc(X) und seih: X → R deren
Limes: fk ↑ h. Nach Korollar A6.17 isth von unten halbstetig.
Ausserhalb des kompakten Trägers supp(f0) gilt natürlichh ≥
0.

Definition A6.23. SeiX ein metrischer Raum. Wir schreiben
H+(X) für die Menge aller von unten halbstetigen Funktionen
h: X → R ∪ {+∞} mit folgender Eigenschaft: es gibt eine
kompakte TeilmengeK ⊂ X mit h(x) ≥ 0 für allex < K.

BemerkungA6.24. Sei (fk) eine monoton steigende Folge in
H+(X). Dann gehört der Limesfk ↑ h ebenfalls zuH+(X).

Satz A6.25. Es gilt h ∈ H+(Rn) genau dann, wenn es eine
monoton steigende Folge( fk) in Cc(Rn) gibt mit fk ↑ h.

Beweisskizze.Eine Richtung folgt direkt aus der letzten Be-
merkung. Für die andere Richtung kann man den Beweis von
Satz A6.21 leicht anpassen. Seih ∈ H+(Rn). Dann gibt es
R > 0 so, dassh(x) ≥ 0 für ‖x‖ ≥ R. Seigk die charakteristi-
sche Funktion des BallsBR+k(0). Dann sind auchgk undgkh
halbstetig und es giltgkn ↑ h. Wir setzen

fk(x) := inf
t∈Rn

(
gk(t)h(t) + k‖x− t‖

)
.

Diese sind wieder Lipschitzabbildungen und man kann wie
oben zeigen, es giltfk ↑ h. �

BemerkungA6.26. Es gilt−h ∈ H+(Rn) (d.h.,h ist von oben
halbstetig undh ≤ 0 ausserhalb einer kompakten Menge) ge-
nau dann, wenn es eine monotonfallendeFolge inCc(Rn) gibt,
die gegenh konvergiert.

BeispielA6.27. Sei χT die charakteristische Funktion einer
TeilmengeT ⊂ Rn. Es giltχT ∈ H

+(Rn) genau dann, wennT
offen ist; es gilt−χT ∈ H

+(Rn) genau dann, wennT kompakt
ist.

Lemma A6.28. Sei ( fk) eine monoton steigende Folge in
Cc(Rn) und sei g∈ Cc(Rn) mit g≤ lim fk. Dann gilt∫

Rn
g dλ ≤ lim

k→∞

∫
Rn

fk dλ.

BemerkungA6.29. Wegen der Monotonie des Integrals ist(∫
fk
)

eine monotone Folge inR und hat deshalb einen Grenz-
wert.

Beweis.Wir setzengk := min(g, fk) ∈ Cc(Rn). Dann giltgk ↑

g und deshalb nach Korollar A6.14 gilt∫
Rn

g dλ = lim
k→∞

∫
Rn

gk dλ ≤ lim
k→∞

∫
Rn

fk dλ. �

Ende der Vorlesung 2009 Mai 5

Korollar A6.30. Seien( fk) und(gk) zwei monotone Folgen in
Cc(Rn), die denselben Grenzwert h∈ H+(Rn) haben: fk ↑ h
und gk ↑ h. Dann gilt

lim
k→∞

∫
Rn

fk dλ = lim
k→∞

∫
Rn

gk dλ.

Beweis.Für jedes j ∈ N gilt nach dem Lemma
∫
Rn f j dλ ≤

limk

∫
Rngk dλ. Damit gilt lim j

∫
Rn f j dλ ≤ limk

∫
Rngk dλ. Sym-

metrisch gilt auch limj

∫
Rng j dλ ≤ limk

∫
Rn fk dλ. �

Definition A6.31. Seih ∈ H+(Rn). Wir wählen fk ∈ Cc(Rn)
mit fk ↑ h. Wir definieren wie folgt das Integral:∫

Rn
h dλ := lim

k→∞

∫
Rn

fk dλ ∈ R ∪ {+∞} .

BemerkungA6.32. Dass der Grenzwert unabhängig von der
gewählten Folgefk ist, zeigt das letzte Korollar. Dass diese
Definition im Falle f ∈ Cc(Rn) mit der ursprünglichen über-
einstimmt, folgt aus Korollar A6.14.

Satz A6.33. Seien f,g ∈ H+(Rn) und sei c> 0. Dann ist
f + cg ∈ H+(Rn) und es gilt∫

Rn
f + cg dλ =

∫
Rn

f dλ + c
∫
Rn

g dλ.

Falls f ≤ g, gilt
∫
Rn f dλ ≤

∫
Rng dλ.

Beweis.(Aufgabe.) �

BemerkungA6.34. Das Integral ist damit monoton und addi-
tiv. Die Summef (x)+cg(x) macht in jedem Punktx Sinn, weil
∞−∞ nie auftaucht. Wir erlauben nichtc < 0, weil vielleicht
−g < H+(Rn). Später erweitern wir natürlich das Integral so,
dass
∫
−g = −

∫
g.

Satz A6.35 (Substitutionsregel).Seiϕ : Rn → Rn ein Dif-
feomorphismus. Für f∈ H+(Rn) gehören auch f◦ ϕ und
|detDϕ| f ◦ ϕ zuH+(Rn) und es gilt∫

Rn
f ◦ ϕ |detDϕ| dλ =

∫
Rn

f dλ.

Beweis.Es gibt eine Folgefk ∈ Cc(Rn) mit fk ↑ f . Dann ist
auch (fk ◦ ϕ) monoton steigend und es giltfk ◦ ϕ ↑ f ◦ ϕ;
deshalb giltf ◦ ϕ ∈ H+(Rn). (Aufgabe: direkt aus der Defini-
tion vonH+(Rn) zeigen, dassf ◦ ϕ ∈ H+(Rn).) Weil |detDϕ|
positiv und stetig ist, gilt auch

|detDϕ| fk ◦ ϕ ↑ |detDϕ| f ◦ ϕ ∈ H+(Rn).

Nach der Substitutionsregel für stetige Funktionen gilt für je-
desk ∫

Rn
fk ◦ ϕ |detDϕ| dλ =

∫
Rn

fk dλ.

Im Limesk→ ∞ folgt die gewünschte Gleichung. �

BeispielA6.36. Sei A ∈ GL(Rn) und seiv ∈ Rn. Für f ∈
H+(Rn) gehört auch die Funktionx 7→ f (Ax+ v) zuH+(Rn)
und es gilt

|detA|
∫
Rn

f (Ax+ b) dλ(x) =
∫
Rn

f dλ.

Das Integral einer stetigen Funktion inCc(Rn) wurde itera-
tiv in Koordinaten definiert. Der nächste Satz sagt etwa, das-
selbe gilt auch für halbstetige Funktionen.

10
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Satz A6.37 (Fubini). Sei f ∈ H+(Rn+m). Für festes y=
(y1, . . . , ym) ∈ Rm gehört die Funktion

f y : (x1, . . . , xn) 7→ f (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)

zuH+(Rn), hat also ein Integral

F(y) :=
∫
Rn

f y(x) dλ(x)

=

∫
Rn

f (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) dx1 · · · dxn.

Die damit definierte Funktion F gehort zuH+(Rm) und es gilt∫
Rm

F dλ =
∫
Rn+m

f dλ.

Beweis.Wir wählen eine Folgefk ∈ Cc(Rn+m) mit fk ↑ f .
Für y ∈ Rm definieren wir f y

k ∈ Cc(Rn) analog zu f y und
Fk(y) :=

∫
f y
k analog zuF. Nach Satz A3.2 (mehrfach ange-

wandt) istFk stetig, gehört also zuCc(Rm). Nach der Definiti-
on des Integrals für stetige Funktionen gilt∫

Rm
Fk dλ =

∫
Rn+m

fk dλ.

Nun gilt f y
k ↑ f y und deshalbFk ↑ F. Die gewünschte Aussa-

ge folgt aus der Definition des Integrals für halbstetige Funk-
tionen. �

Die Additivität des Integrals gilt auch für unendliche Rei-
hensummen, solange die Gleider nichtnegativ sind.

Lemma A6.38. Sei0 ≤ h ∈ H+(Rn). Dann gibt es0 ≤ gk ∈

Cc(Rn) mit h=
∑

gk.

Beweis.Sei (fk) eine monotone Folge inCc(Rn) mit fk ↑ h.
Indem wir fk durch max(0, fk) ersetzen, dürfen wir annehmen,
dassfk ≥ 0. Dann setzen wir einfachgk := fk − fk−1 (wobei
f−1 = 0). �

Satz A6.39. Für jedes i∈ N sei gi ∈ H
+(Rn) eine nichtne-

gative Funktion gi ≥ 0. Sei h ∈ H+(Rn) die Reihensumme
h(x) :=

∑
gi(x). Dann gilt∫
Rn

h dλ =
∫
Rn

( ∞∑
i=0

gi

)
dλ =

∞∑
i=0

∫
Rn

gi dλ.

Beweis.Weil jede Partialsumme kleiner oder gleichh ist, gilt
auch für die Reihensumme der Integrale, dass

∞∑
i=0

∫
Rn

gi dλ ≤
∫
Rn

h dλ.

Um die andere Ungleichung zu beweisen, wenden wir das
Lemma auf jedesgi an: Füri, j ∈ N gibt es 0≤ gi j ∈ Cc(Rn)
mit
∑

j gi j = gi . Fürk ∈ N sei

0 ≤ fk :=
∑
i+ j=k

gi j = g0k + · · · + gk0 ∈ Cc(R
n).

Für die Partialsummen gilt
m∑

k=0

fk ≤
m∑

i, j=0

gi j ≤

m∑
i=0

∞∑
j=0

gi j =

m∑
i=0

gi ≤ h.

Wegen der Monotonie und Additivität des Integrals gilt
m∑

k=0

∫
Rn

fk dλ ≤
m∑

i=0

∫
Rn

gi dλ.

Damit gilt im Limesm→ ∞, dass
∞∑

k=0

∫
Rn

fk dλ ≤
∞∑

i=0

∫
Rn

gi dλ

aber auch, dass
∑

fk ≤ h.
Wir behauptenh =

∑
fk. Dann konvergieren die (stetigen!)

Partialsummen mononton gegenh. Damit nach der Definition
des Integrals gilt wie gewünscht∫

Rn
h dλ =

∞∑
k=0

∫
Rn

fk dλ ≤
∞∑

i=0

∫
Rn

gi dλ.

Um die Behauptung zu beweisen, seix ∈ Rn, seia < h(x)
und seiε > 0. Es reicht aus zu zeigen, dass es einm ∈ N so
gibt, dass

∑2m
k=0 fk(x) > a − ε. Zunächst gibt es eink ∈ N so,

dass
∑k

i=0 gi(x) > a. Für jedesi ≤ k gibt es dannki ∈ N so,
dass

ki∑
j=0

gi j (x) > gi(x) − ε/k.

Wir setzenm= max(k, k0, k1, . . . , kk). Dann gilt

2m∑
k=0

fk(x) ≥
m∑

i=0

m∑
j=0

gi j (x) ≥
k∑

i=0

ki∑
j=0

gi j (x)

>

k∑
i=0

(
gi(x) − ε/k

)
> a− ε. �

BemerkungA6.40. Der Beweis erinnert an den Beweis der
Cauchyproduktformel II.C3.24. Tatsächlich istgi j (x) in jedem
Punktx eine absolut konvergente Doppelreihe (vgl. II.C3.25).
Jede Umordnung davon konvergiert gegeng(x). (Siehe auch
Amman/Escher Theorem II.8.10.) Die Behauptung oben ist
nur ein Spezialfall.

Ende der Vorlesung 2009 Mai 7

A7. Integrierbare Funktionen

Definition A7.1. Sei f : Rn→ R eine beliebige Funktion. Wir
definieren dasOberintegral∫ ∗

f dλ := inf
{∫
Rn

h dλ : f ≤ h ∈ H+(Rn)
}

und dasUnterintegral∫
∗

f dλ := −
∫ ∗

− f dλ.

11
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BemerkungA7.2. Weil h ≡ +∞ immer erlaubt ist, ist die
Menge im Infimum nie leer.

Lemma A7.3. Für f ≤ g gelten
∫ ∗

f dλ ≤
∫ ∗

g dλ und∫
∗
f dλ ≤

∫
∗
g dλ.

Beweis.Die erste Ungleichung folgt, weil{
h ∈ H+(Rn) : h ≥ g

}
⊂
{
h ∈ H+(Rn) : h ≥ f

}
�

Lemma A7.4. Für jedes f gilt
∫
∗
f dλ ≤

∫ ∗
f dλ.

Beweis.Sei f ≤ h ∈ H+(Rn) und sei− f ≤ h′ ∈ H+(Rn).
Wegen 0≤ h+ h′ gilt 0 ≤

∫
h+
∫

h′. Weil dies für alleh ≥ f
bzw.h′ ≥ − f gilt, gilt auch die gewünschte Ungleichung

0 ≤
∫ ∗

f dλ +
∫ ∗

− f dλ. �

Lemma A7.5. Für jedes f: Rn→ R und jedes0 < c ∈ R gilt∫ ∗

c f dλ = c
∫ ∗

f dλ.

Beweis.(Aufgabe.) �

Lemma A7.6. Für k ∈ N sei0 ≤ fk : Rn→ R eine nichtnega-
tive Funktion. Dann gilt∫ ∗( ∞∑

k=0

fk
)
dλ ≤

∞∑
k=0

∫ ∗

fk dλ.

Beweis.Seiε > 0 gegeben. Für jedesk wählen wir fk ≤ hk ∈

H+(Rn) mit ∫
Rn

hk dλ ≤
∫ ∗

fk dλ + 2−kε.

Nach Satz A6.39 gehört auch die Summeh :=
∑

hk zu
H+(Rn) und es gilt∫

Rn
h dλ =

∑∫
Rn

h dλk ≤
∑∫ ∗

fk dλ + ε
∑

2−k.

Wegen
∑

fk ≤ h gilt dann∫ ∗(∑
fk
)
dλ ≤

∫
Rn

h dλ =
∑(∫ ∗

fk dλ
)
+ 2ε.

Wei ε beliebig war, folgt die gewünschte Ungleichung. �

Lemma A7.7. Für jedes h∈ H+(Rn) gilt∫
∗

h dλ =
∫ ∗

h dλ =
∫
Rn

h dλ.

Beweis.Wegenh ≤ h ist es klar, dass
∫ ∗

h dλ =
∫

h dλ. Damit
gilt auch

∫
∗
h dλ ≤

∫
h dλ und wir müssen nur noch zeigen,

dass
∫
∗
h dλ ≥

∫
h dλ. Dazu seifk ∈ Cc(Rn) mit fk ↑ h. Damit

ist ∫
Rn

h dλ = lim
k→∞

∫
Rn

fk dλ = sup
k

∫
Rn

fk dλ.

Es gilt−h ≤ − fk ∈ Cc(Rn) ⊂ H+(Rn) und damit∫ ∗

−h dλ ≤ inf
k

∫
Rn
− fk dλ,

was äquivalent zur gewünschten Ungleichung ist. �

Definition A7.8. Falls
∫
∗
f dλ =

∫ ∗
f dλ, nennen wir den ge-

meinsamen Wert das(Lebesgue-)Integral
∫
Rn f dλ ∈ R. Falls

das Lebesgue-Integral existert und endlich ist, sagen wir,f ist
(Lebesgue-)integrierbar.

Beispiel A7.9. Sei h ∈ H+(Rn) eine halbstetige Funkti-
on. Das Lebesgue-Integral vonh gleicht dem Integral aus
Definition A6.31. Wir sehen, dassh genau dann Lebesgue-
integrierbar ist, wenn

∫
Rnh dλ < +∞.

Definition A7.10. Sei F (Rn) der Raum aller Funktionen
f : Rn → R. Der Unterraum aller reellen Funktionen ist ein
Vektorraum,F (Rn) aber nicht ganz, weil die arithmetischen
Verknüpfungen nicht immer aufR definiert sind. Fürf ∈
F (Rn) vereinbaren wir, dass 0f ≡ 0 (auch wennf die Werte
±∞ annimmt). Damit istc f ∈ F (Rn) für alle c ∈ R erklärt.
Seienf ,g ∈ F (Rn) und seiA := {x ∈ Rn : f (x) = g(x) = ±∞}.
Genau in den Punktenx ∈ A hat f (x)− g(x) keine Bedeutung.
Wenn wir trotzdem eine Aussage überf − g schreiben, heißt
das, die Aussage gilt für jede Funktion, die ausserhalb vonA
mit f + g übereinstimmt. (Die Werte der Funktion aufA sind
beliebig.) Ähnliches gilt natürlich für die Summef + g.

BeispielA7.11. Seien f ,g ∈ F (Rn). Es gilt (punktweise) die
Dreiecksungleichung| f +g| ≤ | f |+ |g|. In einem Punktx ∈ Rn,
wo die Summef (x) + g(x) nicht erklärt ist, gilt notwendiger-
weise| f | + |g| = +∞. Deshalb gilt die Dreiecksungleichung
unabhängig davon, welchen Wert wir für (f + g)(x) wählen.
Als Folgerung gilt auch die Dreiecksungleichung für unendli-
che Reihen: ∣∣∣∣∑ fk

∣∣∣∣ ≤∑∣∣∣ fk∣∣∣.
Definition A7.12. Wir definieren durch‖ f ‖L1 :=

∫ ∗
| f |dλ

eine Abbildung‖·‖L1 : F (Rn) → [0,+∞], die wir die L1-
Pseudonormnennen.

BemerkungA7.13. Natürlich kann die Pseudonorm‖·‖L1 kei-
ne Norm sein, weilF (Rn) kein Vektorraum ist. Sie nimmt
auch den Wert+∞ an und ist nicht definit: es gibtf , 0 mit
‖ f ‖L1 = 0. Es gelten aber Homogenität und die Dreiecksun-
gleichung.

BeispielA7.14. Fürc ∈ R sei fc die Funktion

fc(x) :=

0, x , 0,
c, x = 0.

Dann gilt‖ fc‖L1 = 0 (auch fürc = ±∞). (Aufgabe: zu jedem
ε > 0 einh ∈ H+(Rn) finden mith ≥ f∞ und

∫
Rnh dλ < ε.)

Lemma A7.15. Seien f,g ∈ F (Rn) und c∈ R. Dann gelten

‖c f‖L1 = |c| ‖ f ‖L1,

‖ f + g‖L1 ≤ ‖ f ‖L1 + ‖g‖L1.

12
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Beweis.(Aufgabe.) �

Korollar A7.16. Sei fk ∈ F (Rn) für k ∈ N. Es gilt∥∥∥∥∑ fk
∥∥∥∥

L1
≤
∑
‖ fk‖L1.

Beweis.Nach Lemma A7.6 und Beispiel A7.11 gilt∫ ∗∣∣∣∣∑ fk
∣∣∣∣dλ ≤ ∫ ∗(∑∣∣∣ fk∣∣∣)dλ ≤ ∞∑

k=0

∫ ∗∣∣∣ fk∣∣∣dλ. �

Satz A7.17. Eine Funktion f: Rn → R ist genau dann inte-
grierbar, wenn es eine Folge( fk) in Cc(Rn) gibt mit

lim
k→∞
‖ f − fk‖L1.

(Wir sagen, fk konvergiert inL1 gegen f .) Es gilt∫
Rn

f dλ = lim
k→∞

∫
Rn

fk dλ.

Beweis.Sei zunächstf integrierbar und seik ∈ N gegeben.
Wir wählen f ≤ h+ ∈ H+(Rn) mit∫

Rn
f dλ ≤

∫
Rn

h+ dλ <
∫
Rn

f dλ + 2−k.

Ähnlich wählen wir− f ≤ h− ∈ H+(Rn) mit

−

∫
Rn

f dλ ≤
∫
Rn

h− dλ < −
∫
Rn

f dλ + 2−k.

Dann gilt 0≤ h+ − f ≤ h+h− ∈ H+(Rn) mit∥∥∥ f − h+
∥∥∥ = ∫

Rn
h+ − f dλ ≤

∫
Rn

h+ dλ +
∫
Rn

h− dλ < 21−k.

Weiter gibt es Nach der Definition des Integrals für halbstetige
Funktionen gibt esh+ ≥ fk ∈ Cc(Rn) mit

∥∥∥ fk−h
∥∥∥ ≤ 21−k. Nach

der Dreiecksungleichung gilt dann
∥∥∥ f − fk

∥∥∥ ≤ 22−k. Damit
konvergierenfk gegenf in L1.

Ende der Vorlesung 2009 Mai 12

Umgekehrt nehmen wir an, dassfk → f in L1. D.h., zu
jedemε > 0 gibt es eink mit ‖ f − fk‖L1 < ε. Nach der De-
finition des Oberintegrals heißt das, es gibth ∈ H+(Rn) mit
| f − fk| ≤ h und

∫
Rnh dλ < ε.

Wir setzenh± := h± fk ∈ H+(Rn). Damit gilt−h− ≤ f ≤ h+

und deswegen∫
Rn

fk dλ − ε < −
∫
Rn

h− dλ ≤
∫
∗

f dλ

≤

∫ ∗

f dλ ≤
∫
Rn

h+ dλ <
∫
Rn

fk dλ + ε.

Weil ε > 0 beliebig war, folgt, dass∫
∗

f dλ =
∫ ∗

f dλ = lim
k→∞

∫
Rn

fk dλ. �

BemerkungA7.18. Wäre F (Rn) ein Vektorraum und wäre
‖·‖L1 darauf eine Norm, könnten wir diesen Satz wie folgt
erklären: Der UnterraumCc(Rn) ⊂ F (Rn) ist dicht und
das Lebesgue-Integral ist die (eindeutige) stetige Erweiterung
aufF (Rn) des Integrals aufCc(Rn).

Definition A7.19. Sei f : X→ R eine Funktion. Wir definie-
ren den Positiv- bzw. Negativteilf± durch

f±(x) := max
(
0,± f (x)

)
=

1
2

(
f ± | f |

)
.

Es geltenf = f+ − f− und | f | = f+ + f−.

Satz A7.20. Eine Funktion f: Rn → R ist genau dann inte-
grierbar, wenn f+ und f− integrierbar sind. In diesem Fall ist
auch| f | integrierbar.

Beweis.Sei fk ∈ Cc(Rn) mit fk → f in L1. Es gehören auch
fk,± und | fk| zuCc(Rn) und wegen∣∣∣ fk,± − f±

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ fk − f
∣∣∣ und

∣∣∣∣∣∣∣ fk∣∣∣ − ∣∣∣ f ∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣ fk − f
∣∣∣

konvergieren auchfk,± → f± und
∣∣∣ fk∣∣∣→ ∣∣∣ f ∣∣∣ in L1.

Umgekehrt nehmen wir an,f± sind integrierbar. Wir finden
Folgen (f±,k), die gegenf± in L1 konvergieren. Dann konver-
giert die Folge (f+,k − f−,k) gegenf in L1. �

BemerkungA7.21. Es kann sein, dass| f | integrierbar ist,f
aber nicht. Zum Beispiel mitn = 1 kann es sein, dass| f | =
χ[0,1] aber das Vorzeichen vonf wechselt so wild, dassf gar
nicht integrierbar ist. Um ein genaues Beispiel zu konstruiren,
müssen wir nichtmeßbare Teilmengen kennenlernen.

Definition A7.22. SeiW ein endlich-dimensionaler Banach-
raum mit Basis{wi}. Eine Funktionf : Rn → W können wir
als f =

∑
fiwi mit fi : Rn → R schreiben. Wir sagen,f ist

integrierbar, falls jedesfi integrierbar ist. In diesem Fall defi-
nieren wir das Lebesgue-Integral∫

Rn
f dλ :=

∑(∫
Rn fi dλ

)
wi ∈W.

(Diese Definition hängt nicht von der gewählten Basis ab, wie
man leicht aus der Linearität des Integrals sieht.)

BeispielA7.23. Ein wichtiger Fall istW = C.

Lemma A7.24. Ist f : Rn → W integrierbar, dann ist auch
die Norm‖ f ‖ : Rn→ R integrierbar.

Beweis.(Aufgabe.) �

BemerkungA7.25. Später werden wir zeigen, dass∥∥∥∥∫
Rn

f dλ
∥∥∥∥ ≤ ∫

Rn

∥∥∥ f ∥∥∥dλ.

(Satz A7.20 ist etwa der FallW = R.) Als Aufgabe könnte
man diese Ungleichung jetzt beweisen im Spezialfall, dass die
Norm aus einer Skalarprodukt aufW definiert ist.
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A8. Äußeres Maß und Nullmengen

Definition A8.1. Sei A ⊂ Rn eine Teilmenge und seiχA de-
ren charakteristische Funktion. Dasäußere (Lebesgue-)Maß
von A ist

λ∗(A) :=
∫ ∗

χA dλ =
∥∥∥χA

∥∥∥
L1 ∈ [0,+∞].

Fallsλ∗(A) = 0, dann heißtA Nullmenge.

Lemma A8.2. Das äußere Maß ist rotations- und translati-
onsinvariant.

Beweis.(Aufgabe.) �

Satz A8.3. Es gilt λ∗(∅) = 0. Für A ⊂ B gilt λ∗(A) ≤ λ∗(B).
Ist Ak ⊂ R

n für k ∈ N, dann gilt

λ∗
( ∞⋃

k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

λ∗
(
Ak
)
.

Beweis.Wegenχ∅ ≡ 0 ist die erste Aussage trivial. Wegen
χA ≤ χB folgt die zweite aus der Monotonie des Oberinte-
grals (Lemma A7.3). Wegenχ⋃Ak

≤
∑
χAk

folgt die dritte aus
Lemma A7.6. �

Korollar A8.4. [Vgl. I.G2.5.] Jede Teilmenge einer Nullmen-
ge ist selbst Nullmenge. Jede Vereinigung

⋃∞
k=0 Ak abzählbar

vieler Nullmengen Ak ⊂ Rn ist selbst wieder eine Nullmen-
ge. �

Beispiel A8.5. [Vgl. I.G2.4.] Jede einelementige Menge
{p} ⊂ Rn ist eine Nullmenge, deswegen auch jede abzählbare
MengeA ⊂ Rn. (Z.B.Qn ⊂ Rn ist eine Nullmenge.) D.h., jede
MengeA mit positivem äußerem Maßλ∗(A) > 0 ist überab-
zählbar.

a. „Fast überall“

Definition A8.6. Sei E(x) eine Aussage für Punktex ∈ Rn.
Wir sagen,E gilt fast überall, falls die Menge aller Punktex,
in denenE(x) nicht gilt, eine Nullmenge ist.

BeispielA8.7. Seienf ,g ∈ F (Rn). Dann heißt

f = g fast überall ⇐⇒ λ∗
{
x ∈ Rn : f (x) , g(x)

}
= 0.

BemerkungA8.8. Auf der MengeF (Rn) ist „fast überall
gleich“ eine Äquivalenzrelation. (Transitivität folgt deswegen,
weil { f , h} ⊂ { f , g} ∪ {g , h}.)

Definition A8.9. Für eine beliegibe TeilmengeA ⊂ Rn sei
uA ∈ F (Rn) die FunktionuA :=

∑∞
k=0 χA , d.h.,

uA(x) :=

+∞, x ∈ A,

0, x < A.

(Weil∞ · 0 unerklärt ist, schreiben wir nichtuA = ∞χA.)

Satz A8.10. Sei f: Rn → R eine beliebige Funktion. Dann
gilt ‖ f ‖L1 = 0 genau dann, wenn f= 0 fast überall.

Beweis.Sei A :=
{
x : f (x) , 0

}
. Zunächst nehmen wir an,A

ist eine Nullmenge. Wir benutzen die FunktionuA ≥ | f |. Es
folgt, dass

‖ f ‖L1 =

∫ ∗

| f |dλ ≤
∫ ∗

uA dλ ≤
∞∑

k=0

∫ ∗

χA dλ =
∞∑

k=0

λ∗(A) = 0.

Umgekehrt, sei‖ f ‖L1 = 0. Wir setzen

Ak :=
{
x ∈ Rn : | f (x)| > 1/k

}
.

WegenχAk
≤ k | f | ist jedesAk eine Nullmenge. Es gilt aber

A =
⋃

Ak, deshalb ist auchA eine Nullmenge. �

Satz A8.11. Sei f ∈ F (Rn) mit ‖ f ‖L1 < +∞. Es gilt | f | < +∞
fast überall, d.h., f(x) ∈ R fast überall.

Beweis.Sei A :=
{
x : f (x) = ±∞

}
; wir betrachten nochmal

die FunktionuA. Für jedesk ∈ N gilt | f | ≥ uA > kχA und
deswegen

‖ f ‖L1 =

∫ ∗

| f |dλ ≥
∫ ∗

uA dλ ≥ kλ∗(A).

Ist A keine Nullmenge, gilt deshalb‖ f ‖L1 = +∞. �

Ende der Vorlesung 2009 Mai 14

Korollar A8.12. Sei f ∈ F (Rn) mit ‖ f ‖L1 < +∞. Dann exi-
stiert eine Funktion g: Rn→ R mit g= f fast überall. �

Lemma A8.13. Falls f ∈ F (Rn) integrierbar ist und f= g
fast überall, dann ist auch g integrierbar und es gilt

∫
Rn f dλ =∫

Rng dλ.

Beweis.Sei f = g ausserhalb der NullmengeA, und sei (fk)
eine Folge inCc(Rn) mit fk → f in L1. Dann gilt punktweise∣∣∣g− fk

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ f − fk
∣∣∣ + uA

und deshalb

‖g− fk‖L1 ≤ ‖ f − fk‖L1 + ‖uA‖L1 = ‖ f − fk‖L1

Das heißtfk → g ebenfalls inL1. Nach Satz A7.17 ist dann
g ∈ L1(Rn) mit

∫
Rng dλ =

∫
Rn f dλ. �

BeispieleA8.14.

• Die charakteristische FunktionχQ ist Lebesgue-integ-
rierbar (obwohl nicht Riemann-integrierbar); es gilt∫
R
χQ dλ = 0.

• Sei f : Rn → R integrierbar. Dann ist (1− χQn) f auch
integrierbar – mit dem selben Integral.
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b. Äußeres Maß geometrisch gesehen

Ist U ⊂ Rn beschränkt und offen, dann wissen wir, dass
χU integrierbar ist; wir verstehen das Integral als Volumen
von U. Die nächsten Sätze untersuchen die Beziehungen (be-
züglich äußeres Maß) zwischen allgemeinen Teilmengen, of-
fenen Teilmengen und kompakten Quadern.

Satz A8.15. Für jede Teilmenge A⊂ Rn gilt

λ∗(A) = inf
{
λ∗(U) : A ⊂ U ⊂ Rn, U offen

}
.

Beweis.(Aufgabe.) �

Definition A8.16. Sei [0,1)n ⊂ Rn der halboffene Einheits-
würfel. Fürm ∈ N und j ∈ Zn sei

Wm
j := σ−m

(
τj
(
[0,1)n

))
,

ein dyadischer Würfel(oder dyadische Elementarzelle) mit
Seitenlänge1/2m.

BemerkungA8.17. Es gibt abzählbar viele dyadische Würfel.
SeienWm

j undWm′

j ′ zwei dyadische Würfel mitm′ ≤ m. Ent-

weder sind die Beiden disjunkt oder es giltWm′

j ′ ⊂Wm
j .

Lemma A8.18. Jede offene Menge U⊂ Rn ist die Vereini-
gung disjunkter dyadischer Würfel.

Beweisskizze.Zunächst seiI0 die Vereinigung aller Würfel
W0

j , die in U enthalten sind. Induktiv seiIm die Vereinigung
aller WürfelWm

j , die inU aber nicht in
⋃

i<m I i enthalten sind.
Dann giltU =

⋃
m Im. �

Korollar A8.19. Sei A⊂ Rn eine Teilmenge. Wir betrachten
abzählbare Familien

{
Qk
}

kompakter Quader mit A⊂
⋃

Qk.
Es gilt

λ∗(A) = inf
{ ∞∑

k=0

vol(Qk) : A ⊂
⋃

Qk, Qk kompakte Quader
}
.

Beweis.Ist A ⊂
⋃

Qk dann gilt χA ≤
∑
χQk

und deshalb
λ∗(A) ≤

∑
vol(Qk). Dass wir im Infimum Gleichheit errei-

chen, folgt direkt aus dem Lemma, dem letzten Satz und der
Tatsache, dass die abgeschlossene Hülle einer Elementarzelle
denselben Volumen hat. �

c. Das Bild einer Nullmenge

Jetzt möchten wir das Bild einer NullmengeA ⊂ Rn un-
ter einer Abbildungϕ : Rn → Rn untersuchen. Unter welchen
Bedingungen istϕ(A) eine Nullmenge?

BeispielA8.20. Stetigkeit vonϕ reicht nicht aus. SeiC ⊂
[0,1] die Cantormenge aus I.G2.8, und seif : [0,1] → [0,1]
die stetige Cantorfunktion aus I.G2.12. Dann istC eine Null-
menge (vgl. I.G2.11). Es gilt aberf (C) = [0,1] (vgl. I.G2.13).

Definition A8.21. Eine Abbildung f : X → Y zwischen me-
trische Räume heißtlokal Lipschitz-stetig, falls jeder Punkt
x ∈ X eine UmgebungU so hat, dassf |U eine Lipschitzabbil-
dung ist.

BemerkungA8.22. Jede lokal Lipschitz-stetige Abbildung ist
stetig. Jede Lipschitzabbildung ist lokal Lipschitz-stetig.

Lemma A8.23. Sei U⊂ Rn offen und seiϕ : U → Rm stetig
differenzierbar. Dann istϕ lokal Lipschitz-stetig.

Beweis.Zu jedemx ∈ U gibt esε > 0 so, dass der abgeschlos-
sene BallBε(x) in U enthalten ist. Weil dieser Ball konvex und
kompakt ist, istϕ darauf nach Lemma A5.18 eine Lipschitz-
abbildung. �

Lemma A8.24. Sei f: X → Y lokal Lipschitz-stetig und sei
K ⊂ X kompakt. Dann ist f|K eine Lipschitzabbildung.

Beweis.Für jedesx ∈ K gibt es ε(x) > 0 und C(x) so,
dassC(x) eine Lipschitzkonstante fürf auf B2ε(x)(x) ist. Weil{
Bε(x)(x) : x ∈ K

}
eine offene Überdeckung vonK ist, gibt

es eine endliche Teilüberdeckung. D.h., es gibt endlich vie-
le Punktex1, . . . , xN ∈ K mit K ⊂ U1 ∪ · · · ∪ UN, wobei
Uk := Bε(xk)(xk). Nun seiδ := mink ε(xk) > 0 und seiD :=
diam f (K) < ∞. Wir setzenC := max(D/δ,C(x1), . . . ,C(xN))
und behaupten, dassC eine Lipschitzkonstante fürf |K ist.

Seienx, y ∈ K. Gilt d(x, y) ≥ δ, dann folgt

d
(
f (x), f (y)

)
≤ D ≤ Cδ ≤ Cd(x, y).

Ist hingegend(x, y) < δ, dann wählen wirk mit x ∈ Uk. Wegen
δ ≤ ε(xk) gilt x, y ∈ B2ε(xk)(xk) und deshalb

d
(
f (x), f (y)

)
≤ C(xk)d(x, y) ≤ Cd(x, y). �

BemerkungA8.25. Dieses Lemma kann man schneller bewei-
sen, indem man Lemma II.B6.20 benutzt: jede Überdeckung
eines kompakten metrischen Raumes hat eine Lebesguezahl.

Satz A8.26.Sei U⊂ Rn offen, seiϕ : U → Rn lokal Lipschitz-
stetig und sei A⊂ U eine Nullmenge. Dann ist das Bildϕ(A)
eine Nullmenge.

Ende der Vorlesung 2009 Mai 19

Beweis.Die offfene MengeU ist eine abzählbare Vereinigung
kompakter WürfelK ⊂ U. Deshalb genügt es zu zeigen, dass
ϕ(A∩ K) eine Nullmenge ist. Nach dem Lemma gibt es eine
LipschitzkonstanteC für ϕ|K .

Zu jedemε > 0 gibt es eine abzählbare Vereinigung kom-
pakter WürfelWk mit

∑
vol(Wk) < ε undA∩ K ⊂

⋃
Wk. Wir

dürfen annehmen,Wk ⊂ K. Seipk der Mittelpunkt und 2sk die
Seitenlänge vonWk. Es giltWk ⊂ Bsk

√
n(pk) und deshalb

ϕ(Wk) ⊂ BCsk
√

n
(
ϕ(pk)

)
.

Damit ist ϕ(Wk) in einem Würfel von Seitenlänge 2Csk
√

n
enthalten, dessen Volumen (

√
nC)n vol(Wk) ist. Es folgt, dass

ϕ(A∩K) in einer abzählbaren Vereinigung kompakter Würfel
mit Volumensumme (

√
nC)nε liegt. Weil dies für jedesε > 0

gilt, ist ϕ(A∩ K) eine Nullmenge. �
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d. Integrierbare Mengen und Lebesgue-Maß

Definition A8.27. Eine TeilmengeA ⊂ Rn heißtintegrierbar,
falls die charakteristische FunktionχA integrierbar ist. In die-
sem Fall heißt

vol(A) := λ(A) :=
∫
Rn
χA dλ = λ∗(A) ∈ [0,+∞)

dasVolumenoder(Lebesgue-)Maßvon A.

Beispiel A8.28. Jede kompakte Teilmenge sowie jede be-
schränkte offene Teilmenge ist integrierbar. Für jedesA ⊂ Rn

gilt natürlich
∫
∗
χA dλ ≥ 0; deswegen ist jede Nullmenge inte-

grierbar mit vol= 0.

Lemma A8.29. Seien f und g integrierbar, g beschränkt.
Dann ist auch f g integrierbar.

Beweis.Wir zeigen, dass es zu jedemε > 0 ein h ∈ Cc(Rn)
so gibt, dass‖h− f g‖L1 < 2ε. Nach Satz A7.17 ist dannf g
integrierbar.

Sei M eine Schranke:|g| ≤ M. Weil f integrierbar ist, exi-
stiert ϕ ∈ Cc(Rn) mit ‖ϕ − f ‖L1 < ε/M. Auch wenn f unbe-
schränkt ist, istϕ (als stetige Funktion mit kompaktem Träger)
beschränkt:

|ϕ| ≤ N := sup|ϕ| < ∞.

Weil g integrierbar ist, existiertψ ∈ Cc(Rn) mit ‖ψ − g‖L1 <
ε/N. Nun seih := ϕψ. Es gilt∣∣∣ f g− h

∣∣∣ = ∣∣∣( f − ϕ)g+ ϕ(g− ψ)
∣∣∣ ≤ M

∣∣∣ f − ϕ∣∣∣ + N
∣∣∣g− ψ∣∣∣

und deswegen

‖ f g− h‖L1 ≤ M‖ f − ϕ‖L1 + N‖g− ψ‖L1 < ε + ε. �

Satz A8.30.Seien A, B ⊂ Rn integrierbare Teilmengen. Dann
sind auch A∩ B, A∪ B und Ar B integrierbar. Es gelten

λ(A) + λ(B) = λ(A∪ B) + λ(A∩ B),

λ(A) = λ(A∩ B) + λ(Ar B).

Beweis.Es gelten für die charakteristichen Funktionen

χA∩B = χAχB , χA + χB = χA∪B + χA∩B, χA = χA∩B + χArB.

Die Integrierbarkeit vonχA∩B folgt deshalb aus Satz A8.29.
Die Integrierbarkeit der anderen Mengen und die beiden For-
meln folgen dann aus der Linearität des Integrals. �

Definition A8.31. SeiA ⊂ Rn und seif : A→ R eine Funkti-
on. Dietriviale Fortsetzungf ∈ F (Rn) ist durch

f (x) :=

 f (x), x ∈ A

0, x < A

definiert. Fallsf integrierbar ist, setzen wir∫
A

f dλ :=
∫
Rn

f dλ

und sagen, dassf integrierbar über Aist.

BeispielA8.32. Sei f ∈ F (Rn) integrierbar und seiA ⊂ Rn

integrierbar. Die Funktionf |A hat FortsetzungχA f und ist des-
wegen nach Satz A8.29 überA integrierbar.

Lemma A8.33. Sei K⊂ Rn. Jede stetige Funktion f: K → R
ist über K integrierbar.

Beweis.Sei C ∈ R eine obere Schranke:f (x) ≤ C. Wir
wissen, dassχK integrierbar ist, und betrachten die Funktion
g := f −CχK . Es giltg ≤ 0 und deshalb istg auch in∂K von
unten halbstetig, d.h.g ∈ H+(Rn). Weil

∫
Rng dλ ≤ 0 < +∞

ist g integrierbar. Deswegen ist auch die Summef = g+CχK
integrierbar. �
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