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B. EIGENSCHAFTEN DES LEBESGUE-INTEGRALS

Das Lebesgue-Integral ist deswegen wichtig, weil man vie-

e SeiAy D Ay D --- eine Folge integrierbarer Teilmengen
A ¢ R". Dann ist der Durchschnitf) A¢ integrierbar
mit A(A) = lim A(A).

le schoéne Satze dariiber beweisen kann. Die Konvergenzsatze

z.B. sind sehr nitzlich.

B1l. Konvergenzsatze

Der Satz Uber monotone Konvergenz ist Beppo Levi bzw.

Henri Lebesgue zugeschrieben.

Satz B1.1 (Satz Uber monotone Konvergenz)Sei(fy) eine
monotone Folge integrierbarer Funktionep ¢ #(R"). Sei
f € #(R") der punktweise Limes #£ limy f. Dann gilt

Ilmffkd/l ffdxl

Beweis.Ohne Einschrankung nehmen wir an, die Folge isty
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Satz B1.3 (Lemma von Fatou).Seien §{: R" —
nichtnegative, integrierbare Funktionen. Dann gilt

[0, +o0]

lim fda < lim

R k—oo

fi dA.
Rn

k—o0

BeispielB1.4. Die Ungleichung kann strikt sein. Z.B. ski=
K¥i0.1/q- DaNN gilt [, fudd = 1 aber limfy = 0 ausserhalb des
Punktesx = 0. Wenn man hieif, durch—fy ersetzt, wird es
klar, warum die Nichtnegativitat wichtig ist.

Beweis.FlUr k € N seigg := infhsk fm. Dann ist k) eine
monoton steigende Folge, die per Definition gefiea lim fi
konvergiert. Nach dem Satz B1.1 Giber monotone Konvergenz
folgt, dass[, f di = lim [ ,gxdA. Firk < mgilt g¢ < fy und
eshalb

monoton steigend. Ohne Einschréankung haben die integrier-

baren Funktioner Werte auRR. (Dies gilt sowieso fast tiber-
all, d.h. ausserhalb einer Nullmenlje- wir &nderen die Wer-
te einfach so, dass fur allegilt fy = 0 aufN.)

Weil die reelle Folge(jl;%n fx d2) monoton steigend ist, exi-
stiert

M = I|m
Rl‘l

frdd € RU {+o0}.

Wegenf > fy ist es Klar, dasjgnf dA > M. Damit ist der Fall
M = +o0 erledigt.
Fur jedeam € N gilt nach Korollar A7.16

00

If = fmllL: =

j=

an,+l fifl = Jim Zf fisn — fjda

—IImffk—fmd/l M- fmdA.

Rn

Sei nune > 0 gegeben. Wir wahlek grof3 genug, dass
If = fllx < M- fRn fuda < e. Well fy integrierbar ist, gibt
esg € Cc(R™) mit || fx — dll,» < &. Daraus folgl|f — gll,: < 2¢
aber auch

|M—fgd/l|§M— fkd/l+‘ fkd/l—fgd/l'<2a

Nach Satz A7.17 ist danhintegrierbar mitfRnf di=M. o

BeispieleB1.2

e SeiAy c A; C --- eine Folge integrierbarer Teilmengen
A¢ C R". Falls die Folg€(Ay)) beschrankt ist, dann ist
die Vereinigund_J A integrierbar mit1(A) = lim A(A).

e SeienA¢ c R" disjunkte integrierbare Mengen. Falls
> A(AL) < oo, dann ist die Vereinigung) Ay integrier-
bar mita(U Ax) = X A(A).

gkda < |nf fmdA.
Rn Rn
Damit gilt
ffd/l— |ImfgkdﬂS"ﬂf fidAa. ]
RN n k— o0 n

Korollar B1.5. Sei(fy) eine Folge inF (R"). Gibt es eine in-
tegrierbare Funktion g mitf< g fur alle k, dann gilt

lim fda > lim
Rn

Beweis.(Aufgabe.)

fi dA.
Rn

]

Definition B1.6. Sei (fx) eine Folge inF (R"). Wir sagen,fy
konvergiert fast Uberaljegenf € F(R"), falls fx(x) - f(X)
fur alle x ausserhalb einer Nullmenge.

Satz B1.7 (Satz Uber dominierte Konvergenz)Sei(fy) ei-

ne Folge integrierbarer Funktionen, die fast Uberall gegen
f e F(R") konvergiert. Sei ge F(R") eine integrierbare
Funktion, die die Folgéfy) dominiertim Sinne, das§fy| < g

fur alle k. Dann ist f integrierbar und es gilt

fda=lim fdA.
RD k—o0 RN

Beweis.Indem wir die Werte der Funktionen auf einer Null-
menge andern, durfen wir annehmen, die Konvergenz ist
punktweise. Es gilf - fi| < 2g und

lim|f - =0

Nach dem Korollar gilt dann

f|f—fk|d/lsfl|m|f—fk|d/l 0.
R" Rnk—00

Der Satz folgt wegen
fd/l—ffkd/l'z sf|f—fk|d/l. o
Rn n Rn
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BeispielB1.8. Die Folge aus Beispiel B1.4 ist durch keine in- Beweis.Seien i) und @x) Folgen inC.(R") mit fy — f und

tegrierbare Funktion dominiert, weil sdp = 3 x, ;- Das

gk — gin L. Aus der Homogenitat und der Dreiecksunglei-

Integral davon ist unendlich, weil die harmonische Reihe di-chung fir die Pseudonorif|,: folgt, dass

vergiert.

Korollar B1.9. Seien 4 ¢ A; ¢ --- c R" und sei A:=

fu+cg — f+cg inlLl

U A Ferner sei f: A — R eine Funktion, die ber jedes Deswegen gehort + cgzu L'(R"). Die Rechenregeln folgen

A integrierbar ist. Fallslim fAklfld/l < oo, dann ist f Gber A
integrierbar und es gilt

ffd/l=|imffd/l.
A k—oo Ac

Beweis.(Aufgabe.) O

B2. Funktionenraume integrierbarer Funktionen
a. DerRaumt

Wir méchten jetzt einen Vektorraui' (R") definieren, auf
dem die Pseudonorif| 1 eine Norm ist.

Definition B2.1. [Vgl. 11.B1.6.] SeiV ein Vektorraum. Eine
Funktion|-||: V — R heil3t eineSeminorm(oderHalbnorn),
falls fur allev,w € V und allec € R die folgenden Bedingun-
gen erfillt sind:

o Homogenitati|cv| = |c| ||V,
e Dreiecksungleichunglv + wi| < |IV| + W]

im Limesk — oo aus denen firr das Integral a@f(R"). O

Bemerkund2.6. Es ist deshalb wichtig, die Wertetro aus-
zuschliessen, weil wir sonst keinen Vektorraum héatten. Nach
Korollar A8.12 ist das keine wesentliche Einschrankung, weil
jede integrierbare Funktiof fast Uberall endlich ist, d.hf

ist aquivalent zu einerg € L£(R").

BemerkundgB2.7. Weil wir schon im Allgemeinen die Drei-
ecksungleichung und Homogenitat fii|, » gezeigt haben,
ist es klar, das$-/|.: eine Seminorm auff*(R") ist. Nach
Satz A8.10 gilf|f||, . = 0 genau dann, wenh= 0O fast tiberall.

Definition B2.8. SeiN = {f: R" > R:||fll: = O} der Un-
terraum aller integrierbaren Funktionen, die fast Gberall Null
sind. Wir definieren

LYRM = LYRM/N
als Quotientenraum.
Bemerkund32.9. Die Elemente vori}(R") sind Aquivalenz-
klassen integrierbaren Funktionen beziiglich der Aquivalenz-
relation ,fast tberall gleich®. Nach Lemma B2.3 jsif,: eine

Norm aufL'(R"). Nach Lemma A8.13 ist das Integral ein li-
neares Funktional auf'(R").

Bemerkundd2.2. Eine Seminorm ist genau dann eine Norm, Bemerkund2.1Q. Ein Element inL*(R") ist keine Funktion,

wenn sie definit ist, d.h., werv|| = 0 nur flrv = 0.
Lemma B2.3. Sei||-|| eine Seminorm auf V. Die Menge
W:={weV:|w|=0}

ist ein Unterraum. Auf dem QuotientenraunWV ist||-|| eine
wohldefinierte Norm.

Beweis.(Aufgabe.)
Definition B2.4. Sei

LYRM = {f: R" - R : f integrierba}

sondern eine Aquivalenzklasse
[f]={ge LR :1If - gl = 0}.

Man darf nicht von dem Wertf[|(x) in einem Punkix € R"
reden: zu jedens € R gibt esg € [f] mit g(x) = ¢. Deshalb
benutzt man oft ehef*(R").

Lemma B2.11. Seien fg € £(R"). Dann gehéren auclf|,
max(f, g) undmin(f, g) zu LXR").

Beweis.Dass|f| € L1(R"), folgt aus Satz A7.20. Danach be-
nutzen wir die Formeln

max(f,g) = 3(f +g+If - g)),
min(f,g) = 3(f + g—|f — gI). o

der Raum aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen mit reel-

len Werten.

Satz B2.5. Der Raum/L1(R") ist ein Vektorraum. Die Abbil-
dungf: LY(RM — R ist ein lineares Funktional. D.h., fiir
f,g e LY(R" und ce R gilt

f(f+cg)d/l=ffd/l+cfgd/1.
Rn Rn er

Fur f < ggiltferner [ fda< [,gdi.

Satz B2.12.Seien fg e L1(R"). Ist eine der beiden Funktio-
nen beschrankt, dann gilt fg £L1(R).

Beweis.Sei g beschranktlgl < M e R. Wir zeigen, dass es
zu jedeme > 0 einh € C¢(R") so gibt, dasgh — fgl|,. < 2.
Nach Satz A7.17 gehért darfig zu LX(R").

Wegenf e L1(R") existierty € Co(R") mit [l — fll: <
¢/um- Auch wennf unbeschrankt ist, ist (als stetige Funktion
mit kompaktem Trager) beschrankt:

lol < N := suplg| < co.
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Wegeng € L1(R") existiertys € Cc(R") mit [y — gll.x < &/N-
Nun seih := ¢y Es gilt

|t h| =|(f - ¥)g + w(g - v)| < M|f - ¢| + Njg- ]
und deswegen

Ifg—hil < MIIf —glls + Nllg -yl <e+e. o

Ende der Vorlesung 2009 Mai 28

Satz B2.13.Sei fe L1(R") beschréankt und sei p 1. Dann
gilt [f|P € LYRM).

Beweis.Indem wir f durch!fl/s, ersetzen, durfen wir oh-
ne Einschrankung annehmen, dasx<0f < 1. Seifyx €
Ce(R™ mit f, — f in L% Indem wir f, durch die Funktion
min(1, max(Q fy)) ersetzen — die nicht weiter voh entfernt
ist —, durfen wir weiter annehmen, dass (fy < 1.

Auf [0, 1] hat die Funktiorx — xP nach dem Mittelwertsatz
Lipschitzkonstantey; damit gilt punktweise

|fP — £7] < p|f - fi.
Es folgt, dass,” — fPin L. m]

Definition B2.14. Eine Funktionf : R" — R heil3tlokal inte-
grierbar, falls fiir jede kompakte Mengié die Funktiony, f
integrierbar ist. Wir Schreibeﬂjﬁ)c(R”) fur die Menge aller
lokal integrierbaren Funktionen.

Bemerkund32.15 Eine Funktionf ist genau dann lokal in-
tegrierbar, wenn jeder Punkt € R" eine UmgebundJ so
besitzt, dasg, f integrierbar ist.

Satz B2.16. Eine Funktion f R" — R ist genau dann inte-

grierbar, wenn fe £1 (R") und||f[|.: < +oo.

Beweis.Jede integrierbare Funktion hat endliche&Norm.

BemerkungB2.19 Furc > O gilt |lcfll,, = c|/fll_». Nach
Satz A8.10 gilt|f||, » = 0 genau dann, wenfi = O fast Uber-
all.

Definition B2.20. Fir p € [1, +o0] gibt es ein eindeutiges
q € [1,+co] mit Yy, + Y = 1, ndmlichq = P/,_1). Dann
heilRenp undq konjugierte Holder-Exponenten

BemerkungB2.21 Der konjugierte Exponeny is eine mo-
noton fallende Funktion vop. Firp = 1 gilt g = +c0 und
umgekehrt. Fip = 2 gilt g = 2.

Definition B2.22. [Vgl. .F5.5.] SeiJ c R ein Intervall. Eine
Funktionf: J — R heil3tkonkay falls es gilt

@A-)f()+tf(y) < f(Q-t)x+1ty)
fur alle x,y € Jund allet € [0, 1].

Lemma B2.23.[Vgl. I.F5.10.] Eine zweimal dferenzierbare
Funktion f ist genau dann konkav, went £ 0. O

BeispielB2.24 Der Logarithmus ist wegen 1§@x) = -2
auf (Q +o0) konkav.

Lemma B2.25 (Young'sche Ungleichung)Seien pq konju-
gierte Holder-Exponenten und seieyba> 0. Dann gilt

P A
ab < ¥, + b,

Beweis.In der Definition einer konkaven Funktion setzen wir
f:=log,t:= 1y, x:=aP,y = b% Esgilt 1-t = ¥/, und die
Ungleichung heif3t

Yploga® + Yy logb? < log(Ypa® + Y/gb%),
der Logarithmus der gewiinschten Ungleichung. O

Satz B2.26 (Hdlder’'sche Ungleichung).[Vgl. 11.B1.11.]
Seien p und g konjugierte Holder-Exponenten und seigre f

Ausserdem ist sie nach Beispiel A8.32 Uber jede kompakte-rn ‘pann gilt

Teilmenge integrierbar, d.lC(R") ¢ £}

Ioc(Rn)‘
Umgekehrt, seif € £ (R") mit ||f|l. < co. Setzen wir

A :=[-k K", dann isty,, f integrierbar mit

flfld/ls Il < oo.
A

Nach Korollar B1.9 istf tberR" = [ J Ak integrierbar. O

b. Die LP-Raume

Definition B2.17. Fir p € [1, +0) definieren wir wie folgt
die LP-Pseudonornmauf ¥ (R"):

IfllLe == (f|*f(x)|pd/l(x))l/p € [0, +c0].

Definition B2.18. Fir p = +oo definieren wir dieL>™-
Pseudonormmithilfe deswesentlichen Supremums

[Ifll o := ess suff (x)| = inf{ae R :|f(x)| < afast Uberal}l.
XeR"

gl < IfllLe 19l

(Falls in f(X)g(x) oder auf der rechten Seite der Produb-0
auftaucht, betrachten wir den afk)

Beweis.Wir durfen annehmen, dagsg > 0. Firp=1,q9 =

+00 andern wirg auf einer Nullmenge, dam'g(x)| < gl

fiir alle x. Dann folgt die Hélder'sche Ungleichung direkt aus
der Monotonie und der Linearitét des Oberintegrals. (Der Fall
p = +co ist &hnlich.)

Jetzt seierp, g € (1, +o0). Falls||f||» = O, gilt f = 0O fast
Uberall (Bemerkung B2.19. Dann gilt au€p = 0 fast Giberall,
d.h.||fgll.: = 0. Ahnliches gilt im Falle|g|l,s = 0. Mit der
Annahme, dass diese Normen positiv sind, gibt es dann nichts
zu zeigen, fallg| f|| » = +co oder||g|| q = +oo.

Das heif3t, wir dirfen annehmen, d@$4, olldll.« € (0, o).
Indem wir f durch||f||,_» undg durch||g]| . teilen, dlrfen wir
sogar annehmen, dajgf|, , = 1 = [|g]],q-

Nach der Young’'schen Ungleichung gilt punktweise

f(Ja(¥) < D q
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Weil das Oberintegral monoton und subadditiv ist, gilt damit Beweis.Weil wir sonstf. (undg.) einzeln betrachten kénnen,
durfen wir annehmen, dadsg > 0. Seien k) und (k) die
Ifdll. < }||f||Lpp + }”g”qu — 1 + 1 -1 o monotonen Folgen aus Lemma B2.28. Weil diese beschrankt
p q P g sind, geltenf” € L}(R") aus Satz B2.13 unflgx € L1(R")
aus Satz B2.12.

Ein Korollar ist die sogenannte Minkowski-Ungleichung, Es gelten

die Dreiecksungleichung fir die’-Pseudonorm.

Korollar B2.27 (Minkowski-Ungleichung). [Vgl. 11.B1.13.] f fk” da < [[f]l.eP, f fiok dA < [Ifdlle < I fllLelldllLa,
Sei pe [1, +] und seien fg € ¥ (R"). Dann gilt iy iy

wobei wir am Ende die Hoélder'sche Ungleichung benutzen.
Es konvergiererfkp — fPund fygx — fg monoton steigend.
Beweis.Wir nehmen||f + g||» > O an, weil es sonst nichts Die Aussage folgt nach dem Satz tiber monotone Konvergenz.
zu zeigen gibt. Seh := |f + g|P* und seiq der konjugierte o
Exponent. Es gilt danh? = |f + g|P und damit

If +dlice < I1fllLe + lIgllLe-

LemmaB2.33.Flirl<p<qg<r < oo gilt
hil e = IIf p/q

[hlla = IIf +9lle LPR™ N LT(R") € LIRD).

Wegen .

Falls r = oo gilt fir f € LP(R") N L*(R™), dass

If+9P=|f +gh<|fh +|gh
Ifllea < 112 P/9 1 F1l, P,

gilt nach der Monotonie und Subadditivitat des Oberintegrals,

dass Beweis.Sei f € LP(R") N L' (R"); wir dirfen annehmer >
0. Sei zunachst < oo. Wir setzeng := min(f,1) undh :=
IIf +dlle” < IIfhll e + llghll,z. f —g. Es sindg,h € Llloc(R“). Wir behaupten||d|| q, [|hllLa <
_ _ co. Damit gehoren diese beide Funktionen und deshalb auch
Nach der Hdlder’'schen Ungleichung ist aber deren Summé zu L9(R").

Die Behauptung flg folgt wegen
IFhils + lighils < (fllo + l1glle) e, pring THg fo'gtweg

d<gP < fP p/a
Die Minkowski-Ungleichung folgt wegep — P/ = 1. o O<g=sl = g'=<g"< 1" = liglle < lTll""
In einem Punkix mit f(x) < 1 gilt h = 0; in einem Punkt mit

Ende der Vorlesung 2009 Juni 2 f(x) > 1gilth? < f9 < f". Deswegen gilh? < " Giberall und

. . - die Behauptung fih folgt.
1 n
Lemma B2.28. Sei0 ls fe .LIOC(R ). Es glb'g beschrankte Fiirr = oo gilt £9 < |[f]|,.% PP fast Gberall. -
Funktionen0 < fx € £*(R") mit kompakten Tragern so, dass
fk monoton steigend gegen f konvergiert. Lemma B2.34. Sei fe L£9(R™) mit kompaktem Trager K. Fur
1< p=<qgiltfe LPR") mit

Beweis.Mit A = [k, K]" kbnnen wir f, = X, min(f, k)
setzen. O IElle < 11l V0|(K)(Q—P)/(PQ).
Definition B2.29. Flr p € [1, +co] sei Beweis.Wir diirfen annehmen, dags> 0. Seip’ := Yp =1

PR -— 1 (ny - und seiq’ der zup’ konjugierte Exponent. Sei:= fP und sei
LPRM) : {f € LiocR") T Iflle < °°} h := x . Nach der Hélder'schen Ungleichung gilt

der Raum alleip-integrierbarenFunktionen.

Pl = , L p vy
Satz B2.30. Fiir jedes p istZP(R") ein Vektorraum undl-||.» fRnf At =lighl: < lIglly il = 1Tl vol(K)™E. - o
ist eine Seminorm aufP(R"). Fur f € £LP(R") gehdren auch ) )
f. ZULP(RM). Bemerkung32.35 Seif € #(R"). Es gilt||f|l.» = 0 genau
dann, wennf = 0 fast Uberall.
Beweis.(Aufgabe.) O
Definition B2.36. Wir setzen wieder
Satz B2.31. Seien p und q konjugierte Holder-Exponenten,
sei f € LP(R") und sei ge LYR"). Dann gehorenf|P und fg N ={f:R"—> R: f = 0fast Gberall
zZuLYR").
] . ] Fir p € [1, o] gilt N c LP(R"); wir definieren
Bemerkund32.32 Die entsprechende Oberintegrale sind of-

fensichtlich bzw. nach der Hélder'schen Ungleichung endlich. LPR™ := LP(RM) / N
Die Schwierigkeit besteht darin, dass wir auch lokale Inte-
grierbarkeit zeigen mussen. als Quotientenraum.
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Bemerkund32.37. Auf Lf’(R“) ist ||-]|_» eine Norm. Die Ele-
menten vorLP(R") sind Aquivalenzklassen von Funktionen,
die fast tiberall gleich sind.

Definition B2.38. Eine Folgefy € LP(R") konvergiert in 1P
gegenf € LP(R"), falls||fx — f|l.» — O.

BemerkungB2.39 Weil die LP-Seminorm auf£P(R") kei-
ne Norm ist, ist der ,Grenzwert" hier nicht eindeutig: Falls
fc — f in LP, dann konvergiert auctiy, — f + u fir je-
desu € N. Im QuotientenLP(R") mit der LP-Norm ist die-
se Problem behoben: wie in jedem metrischen Raum ist d
Grenzwert einer Folge eindeutig. Obwohl man die Beégri
»,Cauchyfolge“, ,Dichtheit* usw. auf Vektorraume mit Semi-

norm passend erweitern kénnte, werden wir jetzt die Raume
LP(R") anvisieren, auch wenn Aquivalenzklassen komplizier-

ter als Funktionen sind.

Satz B2.40.Fur p € [1, o) ist Cc(R") dicht in LP(R").
Bemerkung32.41 Das heif3t, zu jederg € £LP(R") und je-
deme > 0 missen wirf € C¢(R") finden mit||f — gl|.» < &.

Bemerkund2.42 Der Satz gilt nicht flp = co. Als Beispiel
kénnen wirg = Xoay € L2(R") nehmen. Fir jede stetige
Funktionf gilt || — gll_.« > Y. (Warum?)

Ende der Vorlesung 2009 Juni 4

Beweis.Seig € LP(R") und seie > 0. Wir durfen annehmen,
dassg > 0. Sei @) die monotone Folge aus Lemma B2.28.
Wegen ¢ — gi)P < gP folgt |lg — gull.» — O aus dem Satz Uber
dominierte Konvergenz. Das heif3t, wir kdnnleso wahlen,
dass|g — gullLe < 5. Wir setzenM := ||gk| » < .

Wir wahlen f € Co(R™ mit ||f — gll.r < M(&opm)P. Wir
dirfen annehmen, dass0 f < M. Dann gilt|f - gkl <M
und damit

If = gdiLe® < MPHIF = gilis < (52)"
Nach der Minkowski-Ungleichung gilt
If —dlie <lg—Gkllee +If —Glle <2+ 2= DO

BemerkungB2.43 Schon der Unterraum alle€>-glatten
Funktionen ist dicht in.P(R"), weil jede stetige Funktion sich
beliebig gut (inLP) durch glatte Funktionen approximieren
lasst.

c. Die \Volistandigkeit der B-Raume

Wir wollen zeigen, dass der normierte Vektorralf{R")

Beweis.SeiK c R" kompakt. WegenZP(R") ¢ L1 (R") gilt
fur € L(R"). Es konvergierfiy,, — fx, fast iberall. Nach
der obigen Bemerkung gillgy ||, < eo. Nach dem Satz uber
dominierte Konvergenz gilf € £ _(R").

Nachdem wirf auf einer Nullmenge andern gjl| < gund
damit||fll.» < llgll» < co. D.h., f € LP(RY).

Es konvergiertfy — f|P — 0 fast Giberall. Wegen
f — £1P < (1l + )P < 2°gP

ist diese Funktionenfolge dominiert. Wenden wir den Satz

Yber dominiert Konvergenz nochmal an, folgt es wie ge-

winscht, dass
Iimf|fk(x)—f(x)|pd/l(x)=0.
Rn

Korollar B2.46. Sei pe [1, +o0) und seienfe LP(R"). Falls
die Reihe} ||fill.» < co konvergiert, dann konvergieiX, fi
fast Uberall — und in B — gegen eine Funktion ¢ LP(R").

]

Beweis.Sei M = Y |Ifll» < co. Seiengx := ¥, Ifi| die
Partialsummen der Reifge:= 3 [fi|. Es giltgf € £LY(R") und

k
p
[ ot =tgaip < (Y i) < P
R" i=0

nach der Minkowski-Ungleichung. Weggﬁ T gP folgt aus
dem Satz uber monotone Konvergenz, d@s, . < co. Des-
halb gilt g < oo ausserhalb einer Nullmendé c R". Das
heil3t, firx ¢ N konvergiert die Reihd(x) := ; fy(x) absolut.
(Fur x € N setzen wirf(x) := 0.) Die Folge der Partialsum-
men zu}, f ist durchg dominiert. Die Behauptung folgt aus
dem Lemma. O

Satz B2.47.Sei pe [1, +]. Sei([f]) eine Cauchyfolge in
LP(R™). (Hier gilt fx € LP(R").) Dann gibt es eine Teilfolge,
die fast tberall gegen eine Funktionef LP(R") konvergiert.
In LP konvergiert § — f.

Beweis.Den Fallp = o lassen wir als Aufgabe; sei also
p < oo. Flri € N gibt esk so, dass fim,m > k gilt

[fm— flle < 271, Wir diirfen annehmelk,; > ki. Insbe-
sondere gilt

”fK - fki+1 e < 2,

Deswegen koénnen wir das obige Korollar auf die Reihe
>(fk,, — f) anwenden. Sef € LP(R") die Reihensumme;
nach dem Korollar konvergieffi, — f sowohl inLP als auch
fast Uberall. Aus der Cauchybedingung folgt, ddgs— f

in LP. ]

volistandig ist, d.h. ein Banachraum. Das erste Lemma dazgemerkung82.48 Konvergenz inL® kénnte man ,gleich-

ist eineLP-Version des Satzes tiber dominierte Konvergenz.

BemerkungB2.44 Wir hatten die Ungleichung aus Lem-
ma B2.34 besser fiur alle € #(R") mit kompkaten Tragern
formulieren sollen.

Lemma B2.45. Sei p € [1,+). Sei(fy) eine Folge in
LP(RM), die fast Uberall gegen £ F(R") konvergiert. Gibt
es eine Funktion g¢ F(R") mit |g|l,» < co, die die Folge
dominiert (fy < g), dannist fe £LP(R") und es konvergiert
fy = finLP.

manRige Konvergenz fast berall“ nennen. Im Falle co des
obigen Satzes brauchen wir keine Teilfolge wahlen.

Korollar B2.49. Sei pe [1, +o0]. Der normierte Vektorraum
LP(R") ist vollstéandig, d.h. ein Banachraum. O

Bemerkund32.5Q Die L2-Norm kommt vom Skalarprodukt
(f,g) := fRn fgda. Das heit,L2(R") ist einHilbertraum, ein
vollstandiger Skalarproduktraum.

Ende der Vorlesung 2009 Juni 9
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B3. Der Satz von Fubini

Satz B3.1 (Fubini). Sei f: R*™ — R integrierbar. Fir y=
(Y1,...,Ym) € R™sei fY die Funktion

Y (X, Xn) = F(X e X Vi, - - -5 Yim)-

Es gibt eine Nullmenge & R™ so, dass ¥ integrierbar ist
fur jedes y¢ N. Wir definieren Fe #(R™) wie folgt:

HwhiffWMdM@
Rn
= F(X2y e ey Xy Vs e v v Ym) A% - - - A X
RI’\

fury ¢ N und Ry) := Ofury € N. Dann ist F integrierbar

und es gilt
f Fd/lzf fda.
RITI RI’H»m

Bemerkund33.2 Wir sollten nicht erwarten, das¥' fur je-

desy integrierbar ist. Weil einen-dimensionale Ebene eine

Nullmenge im RaunR™™ ist, kdnnen wir z.B. alle Werte von
einem (oder sogar von abzéahlbar vieldh)beiliebig andern,

ohne die Integrierbarkeit voifi zu beeintréachtigen. Aber es

reicht natirlich schon aus, weiinur fast tberall richtig de-
finiert ist.

Beweis.Sei M = ff € R. Zu jedeme > 0 gibt es nach
der Definition von Integrierbarkeit € H*(R™™) mit h > f
und [h <
stetige Funktionen) gilt fir die halbstetige Funktibify) :=
fRn h(x) dA(x), dass

fHd/l:f hdie[M M +¢).

Definieren wirF* € #(R™) durchF*(y) := f*fy dAa, dann gilt
F*<H.

Jetzt wiederholen wir alles mitf anstelle vonf. Es gibt
ke HY®R™™M mitk > —f und [k < [—f + & Mit K(y) :=
JoK da gilt

kdle[-M,-M +¢&).

f Kda= f
RM Rn+mM

Definieren wirF, € ¥ (R™) durchF.(y) := ﬁfyd/l, dann gilt
-K<F, <F"<H.

EsgiltdanmM—¢ < [F.d1< [F*dd < M+e. Weile > 0
beliebig war, sindF,. und F* dann integrierbar mi{f F. =
M = fF*. Das Integral der nichtnegativen Funktibn — F,
ist damit Null, d.h. es gibt eine Nullmengdéso, dass$-.(y) =
F*(y) € R fur alley ¢ N. Damit ist f¥ integrierbar fury ¢ N
mit F(y) = F*(y). O

[ f + & Nach dem Satz A6.37 (Fubini fiir halb-

a. Faltung von Funktionen

Eine wichtige Anwendung des Satzes von Fubini ist die so-
genannte Faltung von Funktionen. Zunachst brauchen wir ein
Lemma in die andere Richtung.

Definition B3.3. Fur f: R™ - Rundg: R" - Rseif ®g
die durch

(feg(xy) = f(x)q(y)
definierte Funktiorf ® g: R™" — R.

Lemma B3.4. Sei f € LY(R™) und sei ge L1(R"). Dann
gehért f® g zuLYR™™) und es gilt

‘ff®gM:f £(x)a(y) dA(x.y)
RN RN

= fR 09 da) fR g(y) dagy).

Bemerkund33.5. Sobald wir zeigen, dask® g integrierbar

ist, kbnnen wir den Satz von Fubini anwenden, um die Formel
fur das Integral herzuleiten. Falfsundg stetig sind, ist auch

f ® g stetig und damit integrierbar. Fallsund g halbstetig
und nichtnegativ sind, dann ist au€k g halbstetig und damit
integrierbar.

Beweis.SeiM := max(]| f|| 1, [lgll1)+1 < ccundseiO< e < 1
gegeben. Nach Satz A7.17 gibt es stetige Funktigneémmit
kompakten Tragern so, dagb— ¢l|,1 < e und||f —yl: < &.
Wir behaupten, dass

If ®g- @yl < 2Me.

Nach dem selben Satz ist dah® g integrierbar. Die Formel
fur das Integral folgt aus dem Satz von Fubini.

Um die Behauptung zu beweisen, wahlen lvie H*(R™)
undk € H*(R") mit

lIhilx <&, Kl < .

If —¢l <h, lg-vl <Kk
Es gilt
lfeg-vey|=|(f-p)eg+ea(@-y)| <helg+lelok
Weil |¢| > 0 undk > 0 halbstetig sind, isftp] ® k auch halbst-
etig und deshalb integrierbar. Es folgt dann aus dem Satz von
Fubini, dass

[llel @ K|, 2 = llelialKlls < Me.

Wir kdnnen aber auch eine halbstetige Funkfomahlen mit
lgl < kund||K|_, < M. Dann gilt

Iheglll,. < IhlfK].. < eM.

Die Behauptung folgt aus der Dreiecksungleichung. O
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Bemerkun@3.6. Spater werden wir die Substitutionsregel im Bemerkundg34.2. Per Definition istf genau dann integrier-

Allgemeinen beweisen. Der Fall eingfia-linearen Transfor-
mation x —» Ax+ v (mit A € GL(R") undv € R") folgt
aber direkt aus Beispiel A6.36: Fiire £1(R") gehort auch
x = f(AX+V) zu LY(R") und es gilt

IdetAl | f(AXx+V)dA(X) = f fda.
RM Rn

Definition B3.7. Seienf,g € L£(R"). Die Faltung f* g €
¥ (R") wird fast tberall durch

(fg)y) := fRnf(X)g(y— x) da(¥)

definiert.

BemerkungB3.8. Nach dem Lemma gilf ® g € £1(R?).
Nach der Bemerkung ist auck, {) — f(X)g(y — X) integrier-
bar. Nach dem Satz von Fubini existiert dann das Integral

(fg)y) := fRnf(X)g(y— x) da(¥)

fur alley ausserhalb einer Nullmendé (Die Werte vonf « g
aufN sind unwichtig; zur Bestimmtheit setzen wir{g)(y) :=
0 fury € N.) Weiter sagt der Satz, dags: g € £(R") inte-
grierbar ist mit

[ fegdi= | f(9aty-9d109di0)
:f fegdl= [ fdi [ gdt
RZn RN RN

Bemerkund33.9. Ahnlich kann man das Integral vom Betrag
|f « gl berechnen: wegd = g| < || = |g| gilt

I« gl < NFllLllgllLe
Die Faltung f,g) — f = g ist eine bilineare Abbildung
LYRM x LYR™ — LYRM).
Die Faltung ist auch kommutatig= f = f«gfast Giberall. Das
sieht man leicht mit der Substitution:= y — x. Fast Uberall
gilt
@« N0 = [ aIy-di9= [ dy-21A L

_ fR 1@gy-2da@ = (f = ).

Ende der Vorlesung 2009 Juni 11

B4. Die Substitutionsregel

Definition B4.1. Fir eine Teilmengé c R" sei £1(A) der
Raum aller integrierbaren Funktiondn A — R. FlUr f €
LY(A) sei| ]l = [ fda.

bar, wenn die triviale Fortsetzurfg R" — R integrierbar ist.
Offensichtlich gilt] f||.. = ||f|| ,. Der RaumZ;(A) ist auf na-
turliche Weise isomorph zum Unterraum

(feL'R): f(X) =0 VxeR"\A}.

Lemma B4.3. Sei Uc R" offen und sei fe £1(U). Zu jedem
e > 0gibtes dann ein g C.(U) mit||f — gll.: < &.

Beweis.Wegenf e L1(R") gibt es eing € Cc(R") mit
Hf - (’DHLl < ¢,. Dann gilt auch

”T 2] ”Ll < €.

Wegeny, € H*(R") gibt es eine monotone Folge stetiger
Funktionenu, € Cc(R") mit ux T x,. Ohne Einschrankung
darfen wir annehmen, dasg > 0 und suppy ¢ U. Wegen
louy| < |¢| folgt aus dem Satz Uber dominierte Konvergenz,
dass

lim Jlexy - eul, =0

D.h., wir kdnnerk so wéhlen, dasgy, — ¢u|,, < &2. Wir
setzerg := (¢U)|u; die Schrankdlf — g||,: < & folgt aus der
Dreiecksungleichung. O

Satz B4.4 (Substitutionsregel).Seien YV c R" offen und
¢: U — V ein Difeomorphismus. Eine Funktion ¥ — R
ist genau dann integrierbar, wenn

g:=(foy)|detDy|: U > R

integrierbar ist. Dann gilt

fgd/lzf(fmp) |detD¢|d/l=ffd/l.
U U \Y

BemerkungB4.5. Seiy: V — U der inverse Ofeomor-
phismus. Dann gilt Dy) o v = (Dy)™* (vgl. IIE8.6). Es
folgt, dassf = (g o ) |detDy/|. Dies bedeutet, dass es ge-
ndgt, nur eine Richtung des Satzes zu beweisen, zum Beispiel
fe £1(V) = ge LYU).

Beweis.Sei f € £1(V). Nach dem Lemma gibt es eine Folge
(fi) in C¢(V), die inL* gegenf konvergiert. Nach Satz B2.47
gibt es eine Teilfolge, die fast Giberall gegekonvergiert. Wir
ersetzenf{y) durch diese Teilfolge und finden eine Nullmenge
N c V so, dasd(x) — f(x) furallexe V \ N.

Nun seigg := (fx o ) |detDy|. Weil wir schon die Substi-
tutionsregel fur stetige Funktionen (Satz A5.21) kennen, gilt
Jo9« = [, f aber auch z.Bllgq - gj . = ||k - fj||_.. Damit
ist (g«) eine Cauchyfolge i (U).

Nach Satz A8.26 isM := ¢ 1(N) c U eine Nullmenge.
Oftensichtlich giltgk(y) — g(y) fur alley € U \ M, d.h. fast
uberall. Nach Satz B2.47 gitf € £1(U) mit |lgx — gll.» — O.

Es folgt, dass

fgd/lzlim fgkd/lzlim ffkd/lszd/l. O
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Bei Anwendung der Substitutionsregel ist es sehr angeBeweis.Sei E nicht messbar. Per Definition gibt & mit
nehm, dass man Nullmengen nicht beachten muss. A*(A) < (AU E) + 2*(A\ E). Nach Satz A8.15 gibt es ein
) ) _ offenesU > A mit
Korollar B4.6 (Polarkoordinaten in der Ebene). Sei P:=
[0, ) x [0,27] ¢ R? und seig: P — R? die Polarkoordi- AU) < A*(AUE) + A"(ANE) < '(UUE) + (U \ E).
natentransformatio(r, 8) := (r cosé, r siné). Eine Funktion
f: R? - R ist genau dann integrierbar, wenn rfe iber P |nsbesondere ist(U) < o, d.h., U ist integrierbar. Ware

integrierbar ist und es gilt U U E integrierbar, dann wéare nach Satz A8.30 alick E
integrierbar und es galt{U) = A*(U U E) + 2*(U \ E): Wi-
e - derspruch!
f f(x,y)dxdy= f f f(r cosd,r sing) rdrdo. P : _— . .
R2 o Jo Umgekehrt, seU N E nicht integrierbar. Dann gilt

Beweis.SeienU := (0,00) x (0,27) ¢ PundV = R? \ *
([0, ) x {0}). Dann istg|y: U — V ein Diffeomorphismus ﬁX(UﬂE) da < fX(UﬁE) d1 < A(U) < co.
und es gilt deDy = r. Weil P\ U undR? \ V Nullmengen

sind, folgt die Behauptung aus der Substitutionsregel. o WegenLX(UnE) da = A(U) - 2*(U \ E) gilt dann

AU) < A*(UUE)+ 2*(U \ E).
B5. Messbare und nichtmessbare Mengen
D.h.,U ist das Zeugnis daftur, dagsnicht messbarist. O
BemerkungB5.1. Das Lebesgue-Integral alif ist viel all-
gemeiner als das Riemann-Integral. Viele Funktionen, di&orollar B5.6. Eine Teilmenge E- R" ist genau dann inte-
nicht Riemann-integrierbar sind (und gar nicht Regelfunktio-grierbar, wenn E messbar ist und(E) < co.

nen sind) sind integrierbar. Es gibt aber keine Theorie, die uns ) _ o

Unser Zeil ist es jetzt, eine nichtintegrierbare Teilmengel€grerbaresiéenesU > E. Ist E messbar, dann ist nach dem
X c [0,1) zu finden. Eine Funktion kann einfach deswe-LemmaE =U N E integrierbar.
gen nichtintegrierbar sein, weil das Oberintegral unendlich ist. Umgekehrt, sek integrierbar. Wir wissen, dags(E) < co.
Aber hier ist es anders: die charakteristische Funkgipnst ~ FUr jedes integrierbar® ist nach Satz A8.30 auctl N E

beschrankt mit kompaktem Trager —es gﬁka di < 1—aber integrierbar. D.h., nach dem Lemma imessbar. o

sie ist nicht integrierbar.
Zunéchst fihren wir Carathéodorys Béfyder Messbarkeit Ende der Vorlesung 2009 Juni 16

ein, der uns erlaubt auch fir Teilmengen unendlicher Volumi- . L
na zu entscheiden, ob sie ,wild* sind oder nicht. Bemerkund35.7. Jetzt kommen wir dazu, die nichtmessbare

TeilmengeX c [0, 1) zu finden. Die Grundidee ist, die Menge
BemerkungB5.2 SeienA E c R". Das auliere Lebesgue- X so zu wahlen, dass [0) die Vereinigung abzéhlbar vieler
MaB A" ist subadditiv. WegeA = (ANE) U(ANE) heilltdas,  disjunkter Kopien vorX ist. WareX integrierbar, dann ware

dass 1 = 2[0,1) = Y5 A(X). Die rechte Seite ist aber entweder 0
oder+oo.

A*(A) < *(AUE) + A"(A\ E).
Definition B5.8. SeiA := [0,1). Fura,b € A schreiben wir
Definition B5.3. Eine TeilmengeéE c R" heiBtmessbayfalls amb € Afir die Summe modulo 1:
fur jede Teilmenge c R" gilt
a+b, a+b<1,

X(A) = X(ANE) + ' (AN E). amb:=(a+b) modi= {a+ b-1 a+b>1

Bemerkunge®s.4. Flirae AundB c Asei

e Eine TeilmengeE c R" ist genau dann messbar, wenn
R" \ E messbar ist. amB:={amb:beB
=((@+BNnA) U ((a-1+B)nA)
o Um die Messbharkeit vok zu zeigen, reicht es aus, Teil-
mengenA mit 2*(A) < oo zu betrachten. =(@+B)NA) U (-1+(@+B)n(L+A)

¢ Jede Nullmenge ist messbar. Zum Beispiel sindnd  die Translation (modulo 1) voB durcha.

R" messbar. o .
Lemma B5.9. Das auf3eere MaR ist invariant auch bezuglich

Lemma B5.5. Eine Teilmenge Ec R" ist genau dann dieser Translation. Das heil3t, fir@A und Bc A gilt
messbar, wenn fir jede integrierbargfeane Menge Uc R"
gilt, dass Un E integrierbar ist. A*(am B) = A*(B).
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Beweis.Es gilt 2*(a + B) = 1*(B). Weil A messbar ist (und BemerkungB5.16 (Banach-Tarski-Paradoxon)Man kann

wegena+ Bc AU (1+ A)) gilt noch erstaunlichere Dinge mithilfe nichtmessbarer Mengen
. i . beweisen. SeB = B;(0) c R3 der drei-dimensionale Ein-
r(@+B)=1((a+B)nA)+ ' ((@a+B)N(1+A). heitsball. Man kan in fiinf Teilen schneiden und diese Teile

Nach zweiter Anwendung der Translationsinvarianz (mit derdann zu zwei gleichen Balle U (B + v) wieder zusammen-

Messbarkeit vond, 1)) folgt die Behauptung. fiigen. (Die Teile missen natirlich nichtmessbare Mengen

sein.)
Definition B5.10. Auf A definieren wir durch Genauer gesagB = (J; X ist die disjunkte Vereinigung
finfer Teilmengen. Es gibt aber finf euklidische Bewegun-
X~y & X-yeQ gen gk Sso, dasspk(Xy) disjunkt sind und deren Vereinigung

o ) o - Uek(X) = BU (B + v) zwei gleiche Bélle ist. (Hier heif3t
eine Aquivalenzrelation. Fir jede Aquivalenzklasse eine euklidische Bewegung eindfia-lineare Transformati-
_ . _ _ on ¢(x) = Ax+ b mit A € O(n) orthogonal. Das (auf3ere)
= A:xX~y}= NA= AN . S .
M =fyeA:x~yl=(x+Q x8(ANQ) Lebesgue-Mal ist naturlich invariant unge)y
wahlen wir einen Vertretex € A. SeiX c A die Menge aller

ausgewahlten Vertreter. _
B6. Parameterabhangige Integrale

BemerkungB5.11 Um die (iiberabzéhlbar vielen) Vertreter

zu wahlen gibt es keinen expliziten Algorithmus. Wir miissen 5, Anfang des Semesters (im Satz A3.2) haben wir das In-
uns auf das (manchmal umstritte)swahlaxionder Men- oqrg) einer stetigen Funktion betrachtet, die stetig von einem

genlehre ber_ufen., um zu wissen, dass eine Wahl méglich isparameter abhangt. Die Konvergenzsatze fiir das Lebesgue-
Man kann zeigen: ohne das Auswahlaxiom geht es nicht, €inyieqral erlauben uns jetzt, diesen Satz weitgehend zu verstar-
nichtmessbare Menge zu konstriuieren. ken und auch die Dierenzierbarkeit von solchen Parameter-

Definition B5.12. Wir brauchen auch Subtraktion modulo 1: integralen zu untersuchen.
fura b e Aseiagb e Amitasb = a-boderasb =a-b+1.  pefinition B6.1. SeiY ein metrischer Raum. Séi R"xY —

Lemma B5.13. Es gilt R eine Funktion. Fiy € Y sei f¥ die Funktionx — f(x,y).
Falls fY integrierbar ist fur alley € Y, dann nennen wiff
A= U pE X. ein Parameterintegrandind definieren daBarameterintegral
My F:Y - RdurchF(y) := [, f¥da.

Satz B6.2. Sei f: R"x Y — R ein Parameterintegrand und
sei pe Y. Falls (a) es ein g L1(R") gibt mit|fY| < g fiir alle

y € Y und falls (b) fir jedes x R" die Funktion y— f(x,y)
stetig in p ist, dann ist das Parameterintegral F auch in p
Lemma B5.14. Fir p # g € AN Q sind pm X und gm X  stetig.

disjunkt.

Beweis.Fir jedesa € A gibt es einen Vertretex € X der
Aquivalenzklassed]. D.h.,a— x € Q. Wir setzenp := a8 X,
sodasp € AnQ unda = pmx. Inshesondereiste psX. O

Bemerkund36.3. Wir kdnnen die Aussage so formulieren:
Beweis.Gehorta zu (p B X) N (g & X) dann gehdrem s p

undas gqzuX. Wegenp-qge Qgilt ae p ~ asg. AberX lim f £Y(x) dA(X) = f lim fY(x) dA(X).
beinhaltet nur einen Vertreter dieser Aquivalenzklasse.o y=P Jge RnY=P

. L Das heif3t, wir diirfen Integral und Limes tauschen.
Satz B5.15. Die Menge X ist nicht messbar. g

Beweis.Seiyk eine Folge, die gegepmkonvergiert. Wegen (b)
konvergiert danrf¥ punktweise (d.h. fir jedese R") gegen
fP. Wegen (a) ist diese Folge durghe £(R") dominiert.
Nach dem Satz Uber dominierte Konvergenz gilt deshalb

Beweis.Wir nehmen an, dass messbar ist, und finden einen
Widerspruch. Wegen*(X) < 1 ist X dann integrierbar. Wir
setzerM := A(X). Fur jedesa € Aistam X hach Lemma B5.9
integrierbar mii(am X) = M. Mit den letzten beiden Lemma-
ta haben wirA als abzéhlbare disjunkte Vereinigung solcher

- Pyl = li Yedq = |
Teilmengen geschrieben: F(p)= | ffda=lim | Pdi=lim FY). o

RN 0 JRN
A= U pE X. Bemerkung36.4. Dieser Satz ist einfach eine Formulierung
peAn0 des Satzes Uber dominierte Konvergenz, wo wir den Folgen-
limes durch einen allgemeinen Limgs— p im metrischen
Es folgt, dass RaumyY ersetzt haben.

o Satz B6.5.Sei Y=J c ReinIntervallund sei f R"xJ - R
1=aA) = Z M. ein Parameterintegrand. Falls fiir jedesexR" die Funktion
0 t - f(xt) differenzierbar auf J ist, setzen wir

Diese Summe ist allerdings entweder O (im FaMle= 0) oder . df ) .
oo (im FalleM > 0). Widerspruch! o W) =hx )= kb fir(xHeR?xJ
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Falls es ein ge LX(R") gibt mit|h| < g fiir allete J, dannist  Definition B7.3. Sei f € £ (R") und seiB c R" eine be-
F auf J djferenzierbar. AuBerdem ist mtegrierbar fir jedes  schrankte, integrierbare Teilmenge m{B) < co. Der Mittel-
t € Jund es gilt F(t) := ﬁ&nh‘ da. wertvon f UberB ist

Bemerkund36.6. Wir kdnnen die Aussage so formulieren: ffdr [ fda
Jf fdli= 22— =B _—
B

B - A(B)
dﬂt F(x 1) dA(x) = f d%f(x,t) (). Jp1d AB)
¥ . Fir p € R" ist die (Lebesgue-)Dichteon f in p der Limes
Das heif3t, wir durfen Integral und Ableitung tauschen.

Beweis.Seip e J und sei ) eine Folge, die gegepkonver- Op(f) = !mﬁ(mf da
giert. Fir die Funktionen '

fl _ P (falls dieser existiert). Insbesondere fir eine messbare Men-

fe = gilt lim f, = hP geAundf =y, heildt
tk -p k—oo0
. AANB

punktweise. Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedeund Op(A) 1= 0Bp(xa) = Ilng) %
jedemx € R" einu = u(k,x) € J (zwischent, und p) mit - (B:(p))

f(x) = h'(x). Deswegen giltf| < g. Nun folgt aus dem Satz je Dichtevon Ain p.
Uber dominierte Konvergenz, dass
BeispielB7.4. Sei (Q1)> c A c [0,1)? c R?, d.h.,A besteht
lim F(t) - F(p) — lim f fi(X) dA(X) = f hP d1. aus dem_lnneren des Einheitsquadrats.zungIic.h giner belie-
k—co Jgn R bigen Teilmenge des Randes. Dann existigtA) in jedem
Punktp. Diese Dichte ist 1 im Innered/, am Randl/, in den
vier Ecken und 0 ausserhalb von 107

k— o0 tk -p

Weil dies fir jede Folgé gilt, ist die linke Seite~’(p). O

Ende der Vorlesung 2009 Juni 18 Definition B7.5. Ein Punktp € R" heil3t Lebesguepunkt
von A, falls ©p(A) = x, ()

B7. Lebesgue-Dichte Definition B7.6. Ein Punktp € R" hei3tLebesguepunkton
fe £t (R"), falls

loc
Bisher haben wir mehrere schéne Konvergenzsatze fir
das Lebesgue-Integral beweisen konnen, den Hauptsatz der ®p(|f - f(p)|) =0.
Differential- und Integralrechnung hingegen gar nicht er- . ]
wahnt. Weil die Lebesgue-Theorie keine Nullmengen beachBemerkund7.7. Es folgt, dass fur einen Lebesguepunkt gilt
tet, muss man bei dem Hauptsatz ein bisschen vorsichtig seip(f) = f(p). Die beiden Aussagen sind im Falfe= y,

BemerkungB7.1 Seif € Lﬁ,c(R) lokal integrierbar. Dann aquivalent. o )

existiert fxf da fur alle a, x € R. Fur festesa € R ist die Bemerkung37.8 'n”? Iet;ten Beispiel haben wir gesehen,. fast
e X , i jeder Punktp € R" ist ein Lebesguepunkt voA. Allgemei-

FunktionF: x — fa f dA einunbestimmtes Integrabn f. ner werden wir zeigen, dass fir jedes £ (R") fast jeder

BeispieleB7.2. Punktp € R" ein Lebesguepunkt vofist.

e Sei f = y, die charakteristische Funktion einer Null- Definition B7.9. Sei f: R" — R und seip € R". Wir sagen,
mengeN c R. Dann istF = 0 das unbestimmte In- y e R ist derapproximative Limeson f in p,
tegral. Diese Funktion ist fierenzierbar und es gilt

F’ = f fast Gberall, nicht aber fix € N. y = limap f(x),
X—p

e SeiF ein unbestimmtes Integral fifr = x;, ;. Dann L ) )
ist F stiickweise linear und fast tiberalffidirenzierbar ~ falls fir jedess > 0 die Menge{x : [f(X) - Y| < &} Dichte 1
(namlich fiirx ¢ {0,1}). In jedem Punkt der Dieren- i p hat. Wir sagenf istapproximativ stetign p, falls f(p) =
zierbarkeit giltF’ = f. limap,_,, f(x).

« SeiF die stetige Cantorfunktion aus 1.G2.12. Die Ab- BeispielB7.1Q Seif € Li (R?) durch f(x,y) = [x defi-
leitung existiert (und es gilE’ = 0) in jedem Punkt niert. Wegenf(x,0) = |[x° = 1 und f(0,y) = O¥ = 0 hat f
ausserhalb der Cantormenge, d.h. fast Gberall. Diesign Ursprung (00) keinen Limes. Es stellt sich die Frage, was
fast uberall definierte Ableitung ist natirlich integrier- sollte @ heiRen? Wir behaupten (Beweis als Aufgabe), dass
bar F’ = 0 € LY(R)). Die CantorfunktionF ist aber

offensichtlich kein unbestimmtes Integral vbh limap [\ =1,
(xy)—(0.0)

Um die richtigen Aussagen zu formulieren, missen wir ein
bisschen vorbereiten. d.h., dass oft®= 1 die sinnvollste Definition ist.
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BeispielB7.11 SeiA := {(x,y) e R?: 0 <y < x}und sei Bemerkun@7.15 Wenn man die Radien in einer solchen Ku-

p = (0,0) der Ursprung. Dann igh Lebesguepunkt vor. gelpackung verdoppelt, erhélt man eine kontrollierte Familie.
Die charakteristiche Funktiop, ist in p approximativ stetig Umgekehrt sei eine kontrollierte Familie gegeben, in denen al-
(obwohl unstetig). le Radien gleich sind; man erhélt eine solche Kugelpackung,

Bemerkundd7.12 Ist p ein Lebesguepunkt voh, dannistf ~ indem man die Radien halbiert.

in p approximativ stetig. (Aufgabe.) Hingegen ist nicht jeder BemerkungB7.16 Kugelpackungen sind mathematisch gut

Punkt der approximativen Stetigkeit ein Lebesguepunkt. untersucht; bessere Schranken als die trivle< 5" sind
bekannt. Es gilt z.B8, = 19 und 67< B3 < 87. Der Wachs-

) tumsrate vorg, liegt zwischen 2unde”.
a. Der Uberdeckungssatz von Besicovitch
Lemma B7.17. Eine kontrollierte Familie inR" besteht aus

. 5 2lla L
Wir betrachten hier Uberdeckungen durch abgeschlosserf¥chstens, Balle:
Balle B;(x) ¢ R" (mitr > 0). Beweis.Nach der obigen Bemerkung bleibt nur zu zeigen,

Definition B7.13. Eine FamilieC abgeschlossener Balle heit 42ss jede kontrollierte Familie durch eine gleich grol3e ersetz

kontrolliert, falls folgende zwei Bedingungen erfiillt sind: ~ Werden kann, in der alle Radien gleich sind. »
Sei C eine kontrollierte Familie. Nach einer euklidischen

1. ein gibt einermittlerenBall B;(x) € C, der alle Balle Ahnlichkeitstransformation dirfen wir annehmen, der mittle-
ausc trifft und dessen Radiuskleiner oder gleich alle  re Ball ist der EinheitsbaB, (0). Jetzt ersetzen wir jeden Ball

Radien ist. B (X) € C mit einem inB, (X) enthaltenen Einheitsball, nam-
, _ _ , lich By(X) (falls |x < 2) oderBy(2¥}y) (falls |x > 2).
2. Der Mittelpunkix von jedem BallB:(x) € C liegt aus- Wir miissen zeigen, diese neue Familie ist wieder kontrol-
serhalb oder am Rand jedes anderen Ballgaus liert. Es ist klar, dass jeder neue Ball immer noch den mitt-

leren By (0) trifft. Weil die neuen Balle Teilmengen der alten
sind, liegen die unbewegten Mittelpunkte immer noch ausser-
halb aller anderen Balle. Weil die neuen Balle alle den glei-
chen Radius haben, ist die Relation ,Mittelpunkt \BHhiegt
ausserhalb voB* symmetrisch inB und B'. Das heifl3t, wir
missen nur noch den Fall betrachten, dass beide Mittelpunkte
bewegt wurden. Hier folgt die Aussage aus einer trigpnome-
trischen Berechnung. (Aufgabe.) O

Ende der Vorlesung 2009 Juni 23

Definition B7.18. Sei A c R" und seiC eine Familie ab-
geschlossner Balle mit beschrankten Radien. Falls fiir jedes
a € Aes einen Ball inC mit Mittelpunkt a gibt, nennen wir
C eine zentrierte Uberdeckungon A. (Das heil3tA ist die

Es ist intuitiv klar, dass die Anzahl der Balle in einer kon- Menge der Mittelpunkte der Bélle ags)
trollierte Familie imR" begrenzt ist.

Satz B7.19 (Uberdeckungssatz von BesicovitchBei A c
Definition B7.14. Sei, die Anzahl der Einheitsbélle, welche R"und seiC eine zentrierte Uberdeckung von A. Dann gibt es
in den BallBs(0) gepackt werden konnen (d.h. mit disjunkten (jeweils abzahlbare) Unterfamilie@ c C (furi = 1,...,8,)
Inneren), wobeB;(0) unter den Einheitsbéllen ist. mit folgenden Eigenschaften: Die Balle in jedémsind dis-
junkt und die Unterfamilien zusammen tberdecken A, d.h.,

ACQUG:@UB.

i=1 BeC;

BeweisideeDie Idee ist, die Unterfamilien rekursiv zu de-
finieren. In jedem Schritt nehmen wir einen grof3ten Hall
ausC und behaupten, dass es (mindestensfetibt, dessen
VereinigungB nicht trifft. Wir figenB zu diesent; hinzu und
entfernen au€ alle Balle, deren Mittelpunkte iB liegen.

1 Siehe: ,Sphere Packings Give an Explicit Bound for the Besicovitch Cove-
ring Theorem*, J. M. Sullivan). Geom. Anal4:2 (1994) 219-231.
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Um die Behhauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass Es reicht aus zu zeigen, daBsp(A) = 1 fir fast allep € A.
kein C; verfugbar ist. Dann gibt es zu jedeimeinen Ball  Falls nicht, kbnnen wis < 1 so wéahlen, dass
Bi € Ci, welcherB trifft. Wir erhalten einen Widerspruch zum ,
Lemma, indem wir zeigen, die MengB, B, . .., B, } ist dann A ={peA:0,pA) <
eine kontrollierte Familie mit mittlerem BaB. Fir je zwei

. N N keine Nullmenge ist. Fip € A’ gilt dann
Balle B; und Bj wurde einer (sagen wB;) friiher ausgewahilt. 9 P g

Deswegen liegt der Mittelpunkt voB; nicht in B; und B; hat 0. p(A) <O, p(A) < 6.
den grosseren Radius. Es folgt, dass der MittelpunktBon
auch nicht inB; liegt. Nun kénnen wir eine fiene MengdJ > A’ so finden, dass

Um diesen Beweis vollstandig zu machen, muss man zweid(U) < A(A). Sei nunC die Familie aller abgeschlossenen
technischen Details klaren. Erstens, wéilnormalerweise Bélle B =B(p) c U mit pe A und
Uberabzahlbar ist, benutzt man nicht die gewdéhnliche ,voll-
stéandige Induktion” GibeN, sondern die sogenannte ,trans- A(A’ N B) < 64(B), d.h. XA da < é.
finite Induktion” Uber gro3ere Ordinalzahlen. Zweitens, weil
der supremale Radius vielleicht nicht angenommen wirdzy jedemp € A’ gibt es weger®, ,(A') < ¢ beliebig klei-
muss man erlauben, dass in jedem Schritt ein ,fast groRterie Balle inC mit Mittelpunkt p. Nach dem Korollar gibt es

Ball B ausgewahlt wird. Dann muss man aber mit Familieneine abzahlbare Unterfamili® disjunkter Bélle, die fast alle
umgehen, die nur ,bis auf einem Faktor«{l) kontrolliert" Punktep € A’ iberdeckt. Das heif3t,

sind. O
AA)= > A(ANB)<6 » AB)<saU).
BemerkungB7.20 Die Vereinigung der Familiei®; ist ei- () Z ( ) Z ®) )

. BeD BeD
ne Uberdeckung voA mit der Eigenschaft, dass jeder Punkt ) ©
hochsteng,-mal tiberdeckt wird. Widerspruch! O
Als Korollar erhalten wir eine Variante des Uberdeckungs-Korollar B7.23. Sei f e 1;1 J(R". Dann ist fast jeder Punkt
satzes von Vitali: peR"ein Lebesguepunkt von f.

Korollar B7.21. Sei Ac R" integrierbar und seC eine zen-  Beweis.Fur jedesq € Q wenden wir das Lemma auf die
trierte Uberdeckung von A. Falls fur jedesa A es Bélle  Funktionx — [f(x) — g an. Es gilt®y(If — g)) = |f(p) - q

B € C mit Mittelpunkt a und beliebig kleinem Radius gibt, fur alle p ausserhalb einer Nullmendé,. Weil Q abzahlbar

dann existiert eine abzéhlbare Unterfamifizc C disjunkter ist, ist die VereinigundN := 4o Nq Wieder eine Nullmenge.
Balle so, dass A | D eine Nullmenge ist. Nun seip € R" \ N und sei §;) eine Folge inQ, die gegen

i i ?
BeweisskizzeSei 1> p > 1 — 1/ . Wir wenden den Satz an. f(p) konvergiert. Es gilt (warum?)

Eine der Unterfamilien tiberdeckt mindestens Antgjl des ®p(|f _ f(p)|) = lim ®p(|f _ qil) _ Iim|f(p) _ qil -0,
Volumen vonA. Deswegen gibt es davon eine endliche Unter-
familie Dq disjunkter Balle so, dass fif; := A\ U Dy gilt d.h., pist ein Lebesguepunkt voh O

A(A1) < pA(A). Nun seiC; c C die Unterfamilie aller Bélle,

die UDO nicht trefen. Dann erfu"erAl und C1 die Voraus- Bemerkun@? 24 Zum Schluss kommen wir zum Hauptsatz
setzungen des Korollars. Wir wiederholen die obigen Schritzurlick. SeiF ein unbestimmtes Integral VOﬁ € L RY).
ten und erhalten eine endliche Famitig disjunkter Balle so, Wir wissen, dass flr fast jedgse R gilt f(p) = ©p(f), d.h.
dass fiirA; = A; N\ U Ds gilt A(A2) < pA(A) < pPA(A). peh

Wir machen per Induktion weiter. Am Ende setzen @ir= f(p) = lim f f(x) dx = |i F(p+ h) - F(p- h).

U0 Di. O h—0 Jpn i 2h

Falls F’(p) existiert, gilt deswege’(p) = f(p). (Um die
Existenz zu beweisen, missten wir die ganzen obigen Satze
auch far asymmetrische Dicht@}, beweisen, was aber nicht

- . schwieriger ist.
Jetzt wollen wir die versprochenen Aussagen uber Le- g )

besguepunkte beweisen. Dazu brauchen wir auchugiere ~ BemMerkund7.25 Aus unserem Zugang zum Hauptsatz weif3

b. Lebesguepunkte

Dichte man nicht, wo die Nullmengdl := {p : F’(p) # f(p)} liegt.
Man kann aber zeigen, dass nur Punkte, in dehenstetig
0. 5(A) = lim A(AN B(p) ist, in N auftauchen kénnen.
’ o AB(P) Bemerkung37.26 Wir haben schon die stetige Cantorfunk-

tion F im Beispiel B7.2 benutztF ist fast Uiberall dieren-
zierbar, aber wegeR’ = 0 (fast Uberall) giltF + fF’. Der
Begriff absolut stetigvurde erfunden um dieses Problem zu

Beweis.Um der Einfachheit willen betrachten wir nur den vermeiden. Falls eine Funktidh absolut stetig ist, dann ist
Fall f = y,. (Fur den allgemeinen Fall benutzt man — wie F fast Gberall diferenzierbar, die Ableitung’ ist integrierbar

im Korollar unten — die Tatsache, da@slicht inR liegt.) und es giltF(b) — F(a) = fabF’ dx

LemmaB7.22.Sei fe L,loc(R”). Dann gilt®,(f) = f(p) fast
Uberall.
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BemerkungB7.27. Man kann eine dferenzierbare Funk-
tion F finden, deren Ableitung=" zu viel oszilliert, um
(Lebesgue-)integrierbar zu sein. Hier hilft das Gauge-Integral
(vgl. 11.A8.10). Man kann folgendes zeigen: Seieine ste-
tige Funktion, die ausserhalb einer abzéhlbaren Menge dif-
ferenzierbar ist. Dann igE’ Gauge-integrierbar und es gilt

F(b) - F(a) = [LF dx

Ende der Vorlesung 2009 Juni 25
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