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B. EIGENSCHAFTEN DES LEBESGUE-INTEGRALS

Das Lebesgue-Integral ist deswegen wichtig, weil man vie-
le schöne Sätze darüber beweisen kann. Die Konvergenzsätze
z.B. sind sehr nützlich.

B1. Konvergenzsätze

Der Satz über monotone Konvergenz ist Beppo Levi bzw.
Henri Lebesgue zugeschrieben.

Satz B1.1 (Satz über monotone Konvergenz).Sei( fk) eine
monotone Folge integrierbarer Funktionen fk ∈ F (Rn). Sei
f ∈ F (Rn) der punktweise Limes f= limk fk. Dann gilt

lim
k→∞

∫
Rn

fk dλ =
∫
Rn

f dλ.

Beweis.Ohne Einschränkung nehmen wir an, die Folge ist
monoton steigend. Ohne Einschränkung haben die integrier-
baren Funktionenfk Werte ausR. (Dies gilt sowieso fast über-
all, d.h. ausserhalb einer NullmengeN – wir änderen die Wer-
te einfach so, dass für allek gilt fk ≡ 0 aufN.)

Weil die reelle Folge
(∫
Rn fk dλ

)
monoton steigend ist, exi-

stiert

M := lim
k→∞

∫
Rn

fk dλ ∈ R ∪ {+∞} .

Wegenf ≥ fk ist es klar, dass
∫
Rn f dλ ≥ M. Damit ist der Fall

M = +∞ erledigt.
Für jedesm ∈ N gilt nach Korollar A7.16

‖ f − fm‖L1 =

∥∥∥∥∥ ∞∑
j=m

f j+1 − f j

∥∥∥∥∥
L1

≤

∞∑
j=m

∥∥∥ f j+1 − f j

∥∥∥
L1 = lim

k→∞

k−1∑
j=m

∫
Rn

f j+1 − f j dλ

= lim
k→∞

∫
Rn

fk − fm dλ = M −
∫
Rn

fm dλ.

Sei nunε > 0 gegeben. Wir wählenk groß genug, dass
‖ f − fk‖L1 ≤ M −

∫
Rn fk dλ < ε. Weil fk integrierbar ist, gibt

esg ∈ Cc(Rn) mit ‖ fk − g‖L1 < ε. Daraus folgt‖ f − g‖L1 < 2ε
aber auch∣∣∣∣M − ∫

Rn
g dλ
∣∣∣∣ ≤ M −

∫
Rn

fk dλ +
∣∣∣∣∫
Rn

fk dλ −
∫
Rn

g dλ
∣∣∣∣ < 2ε.

Nach Satz A7.17 ist dannf integrierbar mit
∫
Rn f dλ = M. �

BeispieleB1.2.

• SeiA0 ⊂ A1 ⊂ · · · eine Folge integrierbarer Teilmengen
Ak ⊂ R

n. Falls die Folge
(
λ(Ak)

)
beschränkt ist, dann ist

die Vereinigung
⋃

Ak integrierbar mitλ(A) = lim λ(Ak).

• SeienAk ⊂ R
n disjunkte integrierbare Mengen. Falls∑

λ(Ak) < ∞, dann ist die Vereinigung
⋃

Ak integrier-
bar mitλ(

⋃
Ak) =

∑
λ(Ak).

• SeiA0 ⊃ A1 ⊃ · · · eine Folge integrierbarer Teilmengen
Ak ⊂ R

n. Dann ist der Durchschnitt
⋂

Ak integrierbar
mit λ(A) = lim λ(Ak).
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Satz B1.3 (Lemma von Fatou).Seien fk : Rn → [0,+∞]
nichtnegative, integrierbare Funktionen. Dann gilt∫

Rn
lim
k→∞

fk dλ ≤ lim
k→∞

∫
Rn

fk dλ.

BeispielB1.4. Die Ungleichung kann strikt sein. Z.B. seifk =
kχ[0,1/k] . Dann gilt

∫
Rn fk dλ = 1 aber limfk ≡ 0 ausserhalb des

Punktesx = 0. Wenn man hierfk durch− fk ersetzt, wird es
klar, warum die Nichtnegativität wichtig ist.

Beweis.Für k ∈ N sei gk := infm≥k fm. Dann ist (gk) eine
monoton steigende Folge, die per Definition gegenf := lim fk
konvergiert. Nach dem Satz B1.1 über monotone Konvergenz
folgt, dass

∫
Rn f dλ = lim

∫
Rngk dλ. Fürk ≤ m gilt gk ≤ fm und

deshalb ∫
Rn

gk dλ ≤ inf
m≥k

∫
Rn

fm dλ.

Damit gilt∫
Rn

f dλ = lim
k→∞

∫
Rn

gk dλ ≤ lim
k→∞

∫
Rn

fk dλ. �

Korollar B1.5. Sei( fk) eine Folge inF (Rn). Gibt es eine in-
tegrierbare Funktion g mit fk ≤ g für alle k, dann gilt∫

Rn
lim fk dλ ≥ lim

∫
Rn

fk dλ.

Beweis.(Aufgabe.) �

Definition B1.6. Sei (fk) eine Folge inF (Rn). Wir sagen,fk
konvergiert fast überallgegenf ∈ F (Rn), falls fk(x) → f (x)
für alle x ausserhalb einer Nullmenge.

Satz B1.7 (Satz über dominierte Konvergenz).Sei( fk) ei-
ne Folge integrierbarer Funktionen, die fast überall gegen
f ∈ F (Rn) konvergiert. Sei g∈ F (Rn) eine integrierbare
Funktion, die die Folge( fk) dominiertim Sinne, dass| fk| ≤ g
für alle k. Dann ist f integrierbar und es gilt∫

Rn
f dλ = lim

k→∞

∫
Rn

fk dλ.

Beweis.Indem wir die Werte der Funktionen auf einer Null-
menge ändern, dürfen wir annehmen, die Konvergenz ist
punktweise. Es gilt

∣∣∣ f − fk
∣∣∣ ≤ 2g und

lim
k→∞

∣∣∣ f − fk
∣∣∣ = 0.

Nach dem Korollar gilt dann

lim
k→∞

∫
Rn

∣∣∣ f − fk
∣∣∣dλ ≤ ∫

Rn
lim
k→∞

∣∣∣ f − fk
∣∣∣dλ = 0.

Der Satz folgt wegen∣∣∣∣∣∫
Rn

f dλ −
∫
Rn

fk dλ
∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∫

Rn
f − fk dλ

∣∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn

∣∣∣ f − fk
∣∣∣dλ. �
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BeispielB1.8. Die Folge aus Beispiel B1.4 ist durch keine in-
tegrierbare Funktion dominiert, weil supfk =

∑
χ[0,1/k] . Das

Integral davon ist unendlich, weil die harmonische Reihe di-
vergiert.

Korollar B1.9. Seien A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ R
n und sei A :=⋃

Ak. Ferner sei f : A → R eine Funktion, die über jedes
Ak integrierbar ist. Fallslim

∫
Ak
| f |dλ < ∞, dann ist f über A

integrierbar und es gilt∫
A

f dλ = lim
k→∞

∫
Ak

f dλ.

Beweis.(Aufgabe.) �

B2. Funktionenräume integrierbarer Funktionen

a. Der Raum L1

Wir möchten jetzt einen VektorraumL1(Rn) definieren, auf
dem die Pseudonorm‖·‖L1 eine Norm ist.

Definition B2.1. [Vgl. II.B1.6.] Sei V ein Vektorraum. Eine
Funktion‖·‖ : V → R heißt eineSeminorm(oderHalbnorm),
falls für allev,w ∈ V und allec ∈ R die folgenden Bedingun-
gen erfüllt sind:

• Homogenität:‖cv‖ = |c| ‖v‖,

• Dreiecksungleichung:‖v+ w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖.

BemerkungB2.2. Eine Seminorm ist genau dann eine Norm,
wenn sie definit ist, d.h., wenn‖v‖ = 0 nur fürv = 0.

Lemma B2.3. Sei‖·‖ eine Seminorm auf V. Die Menge

W :=
{
w ∈ V : ‖w‖ = 0

}
ist ein Unterraum. Auf dem Quotientenraum V/W ist ‖·‖ eine
wohldefinierte Norm.

Beweis.(Aufgabe.) �

Definition B2.4. Sei

L1(Rn) :=
{
f : Rn→ R : f integrierbar

}
der Raum aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen mit reel-
len Werten.

Satz B2.5. Der RaumL1(Rn) ist ein Vektorraum. Die Abbil-
dung

∫
: L1(Rn) → R ist ein lineares Funktional. D.h., für

f ,g ∈ L1(Rn) und c∈ R gilt∫
Rn

(
f + cg

)
dλ =

∫
Rn

f dλ + c
∫
Rn

g dλ.

Für f ≤ g gilt ferner
∫
Rn f dλ ≤

∫
Rng dλ.

Beweis.Seien (fk) und (gk) Folgen inCc(Rn) mit fk → f und
gk → g in L1. Aus der Homogenität und der Dreiecksunglei-
chung für die Pseudonorm‖·‖L1 folgt, dass

fk + cgk → f + cg in L1.

Deswegen gehörtf + cgzuL1(Rn). Die Rechenregeln folgen
im Limesk→ ∞ aus denen für das Integral aufCc(Rn). �

BemerkungB2.6. Es ist deshalb wichtig, die Werten±∞ aus-
zuschliessen, weil wir sonst keinen Vektorraum hätten. Nach
Korollar A8.12 ist das keine wesentliche Einschränkung, weil
jede integrierbare Funktionf fast überall endlich ist, d.h.,f
ist äquivalent zu einemg ∈ L1(Rn).

BemerkungB2.7. Weil wir schon im Allgemeinen die Drei-
ecksungleichung und Homogenität für‖·‖L1 gezeigt haben,
ist es klar, dass‖·‖L1 eine Seminorm aufL1(Rn) ist. Nach
Satz A8.10 gilt‖ f ‖L1 = 0 genau dann, wennf = 0 fast überall.

Definition B2.8. SeiN :=
{
f : Rn → R : ‖ f ‖L1 = 0

}
der Un-

terraum aller integrierbaren Funktionen, die fast überall Null
sind. Wir definieren

L1(Rn) := L1(Rn)/N

als Quotientenraum.

BemerkungB2.9. Die Elemente vonL1(Rn) sind Äquivalenz-
klassen integrierbaren Funktionen bezüglich der Äquivalenz-
relation „fast überall gleich“. Nach Lemma B2.3 ist‖·‖L1 eine
Norm aufL1(Rn). Nach Lemma A8.13 ist das Integral ein li-
neares Funktional aufL1(Rn).

BemerkungB2.10. Ein Element inL1(Rn) ist keine Funktion,
sondern eine Äquivalenzklasse

[ f ] =
{
g ∈ L1(Rn) : ‖ f − g‖L1 = 0

}
.

Man darf nicht von dem Wert [f ](x) in einem Punktx ∈ Rn

reden: zu jedemc ∈ R gibt esg ∈ [ f ] mit g(x) = c. Deshalb
benutzt man oft eherL1(Rn).

Lemma B2.11. Seien f,g ∈ L1(Rn). Dann gehören auch| f |,
max(f ,g) undmin( f ,g) zuL1(Rn).

Beweis.Dass| f | ∈ L1(Rn), folgt aus Satz A7.20. Danach be-
nutzen wir die Formeln

max(f ,g) = 1
2

(
f + g+ | f − g|

)
,

min( f ,g) = 1
2

(
f + g− | f − g|

)
. �

Satz B2.12.Seien f,g ∈ L1(Rn). Ist eine der beiden Funktio-
nen beschränkt, dann gilt f g∈ L1(Rn).

Beweis.Sei g beschränkt,|g| ≤ M ∈ R. Wir zeigen, dass es
zu jedemε > 0 einh ∈ Cc(Rn) so gibt, dass‖h− f g‖L1 < 2ε.
Nach Satz A7.17 gehört dannf g zuL1(Rn).

Wegen f ∈ L1(Rn) existiertϕ ∈ Cc(Rn) mit ‖ϕ − f ‖L1 <
ε/M. Auch wennf unbeschränkt ist, istϕ (als stetige Funktion
mit kompaktem Träger) beschränkt:

|ϕ| ≤ N := sup|ϕ| < ∞.
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Wegeng ∈ L1(Rn) existiertψ ∈ Cc(Rn) mit ‖ψ − g‖L1 < ε/N.
Nun seih := ϕψ. Es gilt∣∣∣ f g− h

∣∣∣ = ∣∣∣( f − ϕ)g+ ϕ(g− ψ)
∣∣∣ ≤ M

∣∣∣ f − ϕ∣∣∣ + N
∣∣∣g− ψ∣∣∣

und deswegen

‖ f g− h‖L1 ≤ M‖ f − ϕ‖L1 + N‖g− ψ‖L1 < ε + ε. �

Ende der Vorlesung 2009 Mai 28

Satz B2.13.Sei f ∈ L1(Rn) beschränkt und sei p≥ 1. Dann
gilt | f |p ∈ L1(Rn).

Beweis.Indem wir f durch | f |/sup| f | ersetzen, dürfen wir oh-
ne Einschränkung annehmen, dass 0≤ f ≤ 1. Sei fk ∈
Cc(Rn) mit fk → f in L1. Indem wir fk durch die Funktion
min(1,max(0, fk)) ersetzen – die nicht weiter vonf entfernt
ist –, dürfen wir weiter annehmen, dass 0≤ fk ≤ 1.

Auf [0,1] hat die Funktionx 7→ xp nach dem Mittelwertsatz
Lipschitzkonstantep; damit gilt punktweise∣∣∣ f p − f p

k

∣∣∣ ≤ p
∣∣∣ f − fk

∣∣∣.
Es folgt, dassf p

k → f p in L1. �

Definition B2.14. Eine Funktionf : Rn→ R heißtlokal inte-
grierbar, falls für jede kompakte MengeK die FunktionχK f
integrierbar ist. Wir schreibenL1

loc(R
n) für die Menge aller

lokal integrierbaren Funktionen.

BemerkungB2.15. Eine Funktionf ist genau dann lokal in-
tegrierbar, wenn jeder Punktx ∈ Rn eine UmgebungU so
besitzt, dassχU f integrierbar ist.

Satz B2.16. Eine Funktion f: Rn → R ist genau dann inte-
grierbar, wenn f∈ L1

loc(R
n) und‖ f ‖L1 < +∞.

Beweis.Jede integrierbare Funktion hat endlicheL1-Norm.
Ausserdem ist sie nach Beispiel A8.32 über jede kompakte
Teilmenge integrierbar, d.h.L1(Rn) ⊂ L1

loc(R
n).

Umgekehrt, seif ∈ L1
loc(R

n) mit ‖ f ‖L1 < ∞. Setzen wir
Ak := [−k, k]n, dann istχAk

f integrierbar mit∫
Ak

| f |dλ ≤ ‖ f ‖L1 < ∞.

Nach Korollar B1.9 istf überRn =
⋃

Ak integrierbar. �

b. Die Lp-Räume

Definition B2.17. Für p ∈ [1,+∞) definieren wir wie folgt
die Lp-PseudonormaufF (Rn):

‖ f ‖Lp :=
(∫ ∗∣∣∣ f (x)

∣∣∣p dλ(x)
)1/p

∈ [0,+∞].

Definition B2.18. Für p = +∞ definieren wir dieL∞-
Pseudonormmithilfe deswesentlichen Supremums:

‖ f ‖L∞ := ess sup
x∈Rn

∣∣∣ f (x)
∣∣∣ := inf

{
a ∈ R :

∣∣∣ f (x)
∣∣∣ ≤ a fast überall

}
.

BemerkungB2.19. Für c > 0 gilt ‖c f‖Lp = c‖ f ‖Lp. Nach
Satz A8.10 gilt‖ f ‖Lp = 0 genau dann, wennf = 0 fast über-
all.

Definition B2.20. Für p ∈ [1,+∞] gibt es ein eindeutiges
q ∈ [1,+∞] mit 1/p + 1/q = 1, nämlichq = p/(p− 1). Dann
heißenp undq konjugierte Hölder-Exponenten.

BemerkungB2.21. Der konjugierte Exponentq is eine mo-
noton fallende Funktion vonp. Für p = 1 gilt q = +∞ und
umgekehrt. Fürp = 2 gilt q = 2.

Definition B2.22. [Vgl. I.F5.5.] SeiJ ⊂ R ein Intervall. Eine
Funktion f : J→ R heißtkonkav, falls es gilt

(1− t) f (x) + t f (y) ≤ f
(
(1− t)x+ ty

)
für alle x, y ∈ J und allet ∈ [0,1].

Lemma B2.23. [Vgl. I.F5.10.] Eine zweimal differenzierbare
Funktion f ist genau dann konkav, wenn f′′ ≤ 0. �

BeispielB2.24. Der Logarithmus ist wegen log′′(x) = −1/x2

auf (0,+∞) konkav.

Lemma B2.25 (Young’sche Ungleichung).Seien p,q konju-
gierte Hölder-Exponenten und seien a,b ≥ 0. Dann gilt

ab≤ ap
/p + bq

/q.

Beweis.In der Definition einer konkaven Funktion setzen wir
f := log, t := 1/q, x := ap, y := bq. Es gilt 1− t = 1/p und die
Ungleichung heißt

1/p logap + 1/q logbq ≤ log
(
1/pap + 1/qbq),

der Logarithmus der gewünschten Ungleichung. �

Satz B2.26 (Hölder’sche Ungleichung).[Vgl. II.B1.11.]
Seien p und q konjugierte Hölder-Exponenten und seien f,g ∈
F (Rn). Dann gilt

‖ f g‖L1 ≤ ‖ f ‖Lp ‖g‖Lq.

(Falls in f(x)g(x) oder auf der rechten Seite der Produkt+∞·0
auftaucht, betrachten wir den als0.)

Beweis.Wir dürfen annehmen, dassf ,g ≥ 0. Für p = 1, q =
+∞ ändern wirg auf einer Nullmenge, damit

∣∣∣g(x)
∣∣∣ ≤ ‖g‖L∞

für alle x. Dann folgt die Hölder’sche Ungleichung direkt aus
der Monotonie und der Linearität des Oberintegrals. (Der Fall
p = +∞ ist ähnlich.)

Jetzt seienp,q ∈ (1,+∞). Falls‖ f ‖Lp = 0, gilt f = 0 fast
überall (Bemerkung B2.19. Dann gilt auchf g = 0 fast überall,
d.h. ‖ f g‖L1 = 0. Ähnliches gilt im Falle‖g‖Lq = 0. Mit der
Annahme, dass diese Normen positiv sind, gibt es dann nichts
zu zeigen, falls‖ f ‖Lp = +∞ oder‖g‖Lq = +∞.

Das heißt, wir dürfen annehmen, dass‖ f ‖Lp‖g‖Lq ∈ (0,∞).
Indem wir f durch‖ f ‖Lp undg durch‖g‖Lq teilen, dürfen wir
sogar annehmen, dass‖ f ‖Lp = 1 = ‖g‖Lq.

Nach der Young’schen Ungleichung gilt punktweise

f (x)g(x) ≤
f (x)p

p
+

g(x)q

q
.
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Weil das Oberintegral monoton und subadditiv ist, gilt damit

‖ f g‖L1 ≤
1
p
‖ f ‖Lp

p +
1
q
‖g‖Lq

q =
1
p
+

1
q
= 1. �

Ein Korollar ist die sogenannte Minkowski-Ungleichung,
die Dreiecksungleichung für dieLp-Pseudonorm.

Korollar B2.27 (Minkowski-Ungleichung). [Vgl. II.B1.13.]
Sei p∈ [1,+∞] und seien f,g ∈ F (Rn). Dann gilt

‖ f + g‖Lp ≤ ‖ f ‖Lp + ‖g‖Lp.

Beweis.Wir nehmen‖ f + g‖Lp > 0 an, weil es sonst nichts
zu zeigen gibt. Seih := | f + g|p−1 und seiq der konjugierte
Exponent. Es gilt dannhq = | f + g|p und damit

‖h‖Lq = ‖ f + g‖Lp
p/q

Wegen

| f + g|p = | f + g|h ≤ | f h| + |gh|

gilt nach der Monotonie und Subadditivität des Oberintegrals,
dass

‖ f + g‖Lp
p ≤ ‖ f h‖L1 + ‖gh‖L1.

Nach der Hölder’schen Ungleichung ist aber

‖ f h‖L1 + ‖gh‖L1 ≤
(
‖ f ‖Lp + ‖g‖Lp

)
‖h‖Lq.

Die Minkowski-Ungleichung folgt wegenp− p/q = 1. �

Ende der Vorlesung 2009 Juni 2

Lemma B2.28. Sei0 ≤ f ∈ L1
loc(R

n). Es gibt beschränkte
Funktionen0 ≤ fk ∈ L1(Rn) mit kompakten Trägern so, dass
fk monoton steigend gegen f konvergiert.

Beweis.Mit Ak := [−k, k]n können wir fk := χAk
min( f , k)

setzen. �

Definition B2.29. Für p ∈ [1,+∞] sei

Lp(Rn) :=
{
f ∈ L1

loc(R
n) : ‖ f ‖Lp < ∞

}
der Raum allerp-integrierbarenFunktionen.

Satz B2.30.Für jedes p istLp(Rn) ein Vektorraum und‖·‖Lp

ist eine Seminorm aufLp(Rn). Für f ∈ Lp(Rn) gehören auch
f± zuLp(Rn).

Beweis.(Aufgabe.) �

Satz B2.31. Seien p und q konjugierte Hölder-Exponenten,
sei f ∈ Lp(Rn) und sei g∈ Lq(Rn). Dann gehören| f |p und f g
zuL1(Rn).

BemerkungB2.32. Die entsprechende Oberintegrale sind of-
fensichtlich bzw. nach der Hölder’schen Ungleichung endlich.
Die Schwierigkeit besteht darin, dass wir auch lokale Inte-
grierbarkeit zeigen müssen.

Beweis.Weil wir sonstf± (undg±) einzeln betrachten können,
dürfen wir annehmen, dassf ,g ≥ 0. Seien (fk) und (gk) die
monotonen Folgen aus Lemma B2.28. Weil diese beschränkt
sind, geltenf p

k ∈ L
1(Rn) aus Satz B2.13 undfkgk ∈ L

1(Rn)
aus Satz B2.12.

Es gelten∫
Rn

f p
k dλ ≤ ‖ f ‖Lp

p,

∫
Rn

fkgk dλ ≤ ‖ f g‖L1 ≤ ‖ f ‖Lp‖g‖Lq,

wobei wir am Ende die Hölder’sche Ungleichung benutzen.
Es konvergierenf p

k → f p und fkgk → f g monoton steigend.
Die Aussage folgt nach dem Satz über monotone Konvergenz.

�

Lemma B2.33. Für 1 ≤ p < q < r ≤ ∞ gilt

Lp(Rn) ∩ Lr (Rn) ⊂ Lq(Rn).

Falls r = ∞ gilt für f ∈ Lp(Rn) ∩ L∞(Rn), dass

‖ f ‖Lq ≤ ‖ f ‖L∞
1−p/q ‖ f ‖Lp

p/q.

Beweis.Sei f ∈ Lp(Rn) ∩ Lr (Rn); wir dürfen annehmenf ≥
0. Sei zunächstr < ∞. Wir setzeng := min( f ,1) undh :=
f − g. Es sindg,h ∈ L1

loc(R
n). Wir behaupten,‖g‖Lq, ‖h‖Lq <

∞. Damit gehören diese beide Funktionen und deshalb auch
deren Summef zuLq(Rn).

Die Behauptung fürg folgt wegen

0 ≤ g ≤ 1 =⇒ gq ≤ gp ≤ f p =⇒ ‖g‖Lq ≤ ‖ f ‖Lp
p/q.

In einem Punktx mit f (x) ≤ 1 gilt h = 0; in einem Punkt mit
f (x) ≥ 1 gilt hq ≤ f q ≤ f r . Deswegen gilthq ≤ f r überall und
die Behauptung fürh folgt.

Für r = +∞ gilt f q ≤ ‖ f ‖L∞
q−p f p fast überall. �

Lemma B2.34. Sei f ∈ Lq(Rn) mit kompaktem Träger K. Für
1 ≤ p ≤ q gilt f ∈ Lp(Rn) mit

‖ f ‖Lp ≤ ‖ f ‖Lq vol(K)(q−p)/(pq).

Beweis.Wir dürfen annehmen, dassf ≥ 0. Seip′ := q/p ≥ 1
und seiq′ der zup′ konjugierte Exponent. Seig := f p und sei
h := χK . Nach der Hölder’schen Ungleichung gilt∫

Rn
f p dλ = ‖gh‖L1 ≤ ‖g‖Lp′ ‖h‖Lq′ = ‖ f ‖Lq

p vol(K)1/q′ . �

BemerkungB2.35. Sei f ∈ F (Rn). Es gilt ‖ f ‖Lp = 0 genau
dann, wennf = 0 fast überall.

Definition B2.36. Wir setzen wieder

N :=
{
f : Rn→ R : f = 0 fast überall

}
.

Für p ∈ [1,∞] gilt N ⊂ Lp(Rn); wir definieren

Lp(Rn) := Lp(Rn)
/
N

als Quotientenraum.
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BemerkungB2.37. Auf Lp(Rn) ist ‖·‖Lp eine Norm. Die Ele-
menten vonLp(Rn) sind Äquivalenzklassen von Funktionen,
die fast überall gleich sind.

Definition B2.38. Eine Folgefk ∈ Lp(Rn) konvergiert in Lp

gegenf ∈ Lp(Rn), falls ‖ fk − f ‖Lp → 0.

BemerkungB2.39. Weil die Lp-Seminorm aufLp(Rn) kei-
ne Norm ist, ist der „Grenzwert“ hier nicht eindeutig: Falls
fk → f in Lp, dann konvergiert auchfk → f + u für je-
desu ∈ N . Im QuotientenLp(Rn) mit der Lp-Norm ist die-
se Problem behoben: wie in jedem metrischen Raum ist der
Grenzwert einer Folge eindeutig. Obwohl man die Begriffe
„Cauchyfolge“, „Dichtheit“ usw. auf Vektorräume mit Semi-
norm passend erweitern könnte, werden wir jetzt die Räume
Lp(Rn) anvisieren, auch wenn Äquivalenzklassen komplizier-
ter als Funktionen sind.

Satz B2.40.Für p ∈ [1,∞) ist Cc(Rn) dicht in Lp(Rn).

BemerkungB2.41. Das heißt, zu jedemg ∈ Lp(Rn) und je-
demε > 0 müssen wirf ∈ Cc(Rn) finden mit‖ f − g‖Lp < ε.

BemerkungB2.42. Der Satz gilt nicht fürp = ∞. Als Beispiel
können wirg = χ[0,1] ∈ L

∞(Rn) nehmen. Für jede stetige
Funktion f gilt ‖ f − g‖L∞ ≥ 1/2. (Warum?)

Ende der Vorlesung 2009 Juni 4

Beweis.Seig ∈ Lp(Rn) und seiε > 0. Wir dürfen annehmen,
dassg ≥ 0. Sei (gk) die monotone Folge aus Lemma B2.28.
Wegen (g− gk)p ≤ gp folgt ‖g− gk‖Lp → 0 aus dem Satz über
dominierte Konvergenz. Das heißt, wir könnenk so wählen,
dass‖g− gk‖Lp < ε/2. Wir setzenM := ‖gk‖L∞ < ∞.

Wir wählen f ∈ Cc(Rn) mit ‖ f − gk‖L1 < M
(
ε/2M
)p. Wir

dürfen annehmen, dass 0≤ f ≤ M. Dann gilt
∣∣∣ f − gk

∣∣∣ ≤ M
und damit

‖ f − gk‖Lp
p ≤ Mp−1‖ f − gk‖L1 ≤

(
ε/2
)p
.

Nach der Minkowski-Ungleichung gilt

‖ f − g‖Lp ≤ ‖g− gk‖Lp + ‖ f − gk‖Lp < ε/2 + ε/2 = ε. �

BemerkungB2.43. Schon der Unterraum allerC∞-glatten
Funktionen ist dicht inLp(Rn), weil jede stetige Funktion sich
beliebig gut (inLp) durch glatte Funktionen approximieren
lässt.

c. Die Vollständigkeit der Lp-Räume

Wir wollen zeigen, dass der normierte VektorraumLp(Rn)
vollständig ist, d.h. ein Banachraum. Das erste Lemma dazu
ist eineLp-Version des Satzes über dominierte Konvergenz.

BemerkungB2.44. Wir hätten die Ungleichung aus Lem-
ma B2.34 besser für allef ∈ F (Rn) mit kompkaten Trägern
formulieren sollen.

Lemma B2.45. Sei p ∈ [1,+∞). Sei ( fk) eine Folge in
Lp(Rn), die fast überall gegen f∈ F (Rn) konvergiert. Gibt
es eine Funktion g∈ F (Rn) mit ‖g‖Lp < ∞, die die Folge
dominiert (| fk| ≤ g), dann ist f∈ Lp(Rn) und es konvergiert
fk → f in Lp.

Beweis.SeiK ⊂ Rn kompakt. WegenLp(Rn) ⊂ L1
loc(R

n) gilt
fkχK ∈ L

1(Rn). Es konvergiertfkχK → fχK fast überall. Nach
der obigen Bemerkung gilt

∥∥∥gχK

∥∥∥
L1 < ∞. Nach dem Satz über

dominierte Konvergenz giltf ∈ L1
loc(R

n).
Nachdem wirf auf einer Nullmenge ändern gilt| f | ≤ g und

damit‖ f ‖Lp ≤ ‖g‖Lp < ∞. D.h., f ∈ Lp(Rn).
Es konvergiert| fk − f |p→ 0 fast überall. Wegen

| fk − f |p ≤
(
| fk| + | f |

)p
≤ 2pgp

ist diese Funktionenfolge dominiert. Wenden wir den Satz
über dominiert Konvergenz nochmal an, folgt es wie ge-
wünscht, dass

lim
∫
Rn

∣∣∣ fk(x) − f (x)
∣∣∣p dλ(x) = 0. �

Korollar B2.46. Sei p∈ [1,+∞) und seien fk ∈ Lp(Rn). Falls
die Reihe

∑
‖ fk‖Lp < ∞ konvergiert, dann konvergiert

∑
fk

fast überall – und in Lp – gegen eine Funktion f∈ Lp(Rn).

Beweis.Sei M :=
∑
‖ fk‖Lp < ∞. Seiengk :=

∑k
i=0 | fi | die

Partialsummen der Reiheg :=
∑
| fi |. Es giltgp

k ∈ L
1(Rn) und∫

Rn
gp

k dλ = ‖gk‖Lp
p ≤
( k∑

i=0

‖ fi‖Lp

)p
≤ Mp

nach der Minkowski-Ungleichung. Wegengp
k ↑ gp folgt aus

dem Satz über monotone Konvergenz, dass‖gp‖L1 < ∞. Des-
halb gilt g < ∞ ausserhalb einer NullmengeN ⊂ Rn. Das
heißt, fürx < N konvergiert die Reihef (x) :=

∑
fk(x) absolut.

(Für x ∈ N setzen wirf (x) := 0.) Die Folge der Partialsum-
men zu

∑
fk ist durchg dominiert. Die Behauptung folgt aus

dem Lemma. �

Satz B2.47. Sei p∈ [1,+∞]. Sei([ fk]) eine Cauchyfolge in
Lp(Rn). (Hier gilt fk ∈ Lp(Rn).) Dann gibt es eine Teilfolge,
die fast überall gegen eine Funktion f∈ Lp(Rn) konvergiert.
In Lp konvergiert fk → f .

Beweis.Den Fall p = ∞ lassen wir als Aufgabe; sei also
p < ∞. Für i ∈ N gibt eski so, dass fürm,m′ ≥ ki gilt
‖ fm − fm′‖Lp < 2−i . Wir dürfen annehmenki+1 > ki . Insbe-
sondere gilt ∥∥∥ fki − fki+1

∥∥∥
Lp < 2−i .

Deswegen können wir das obige Korollar auf die Reihe∑(
fki+1 − fki

)
anwenden. Seif ∈ Lp(Rn) die Reihensumme;

nach dem Korollar konvergiertfki → f sowohl inLp als auch
fast überall. Aus der Cauchybedingung folgt, dassfk → f
in Lp. �

BemerkungB2.48. Konvergenz inL∞ könnte man „gleich-
mäßige Konvergenz fast überall“ nennen. Im Fallep = ∞ des
obigen Satzes brauchen wir keine Teilfolge wählen.

Korollar B2.49. Sei p∈ [1,+∞]. Der normierte Vektorraum
Lp(Rn) ist vollständig, d.h. ein Banachraum. �

BemerkungB2.50. Die L2-Norm kommt vom Skalarprodukt〈
f ,g
〉

:=
∫
Rn f g dλ. Das heißt,L2(Rn) ist einHilbertraum, ein

vollständiger Skalarproduktraum.

Ende der Vorlesung 2009 Juni 9
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B3. Der Satz von Fubini

Satz B3.1 (Fubini). Sei f: Rn+m → R integrierbar. Für y=
(y1, . . . , ym) ∈ Rm sei fy die Funktion

f y : (x1, . . . , xn) 7→ f (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).

Es gibt eine Nullmenge N⊂ Rm so, dass fy integrierbar ist
für jedes y< N. Wir definieren F∈ F (Rm) wie folgt:

F(y) :=
∫
Rn

f y(x) dλ(x)

=

∫
Rn

f (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) dx1 · · · dxn.

für y < N und F(y) := 0 für y ∈ N. Dann ist F integrierbar
und es gilt ∫

Rm
F dλ =

∫
Rn+m

f dλ.

BemerkungB3.2. Wir sollten nicht erwarten, dassf y für je-
desy integrierbar ist. Weil einen-dimensionale Ebene eine
Nullmenge im RaumRn+m ist, können wir z.B. alle Werte von
einem (oder sogar von abzählbar vielen)f y beiliebig ändern,
ohne die Integrierbarkeit vonf zu beeinträchtigen. Aber es
reicht natürlich schon aus, wennF nur fast überall richtig de-
finiert ist.

Beweis.Sei M :=
∫

f ∈ R. Zu jedemε > 0 gibt es nach
der Definition von Integrierbarkeith ∈ H+(Rn+m) mit h ≥ f
und
∫

h ≤
∫

f + ε. Nach dem Satz A6.37 (Fubini für halb-
stetige Funktionen) gilt für die halbstetige FunktionH(y) :=∫
Rnh

y(x) dλ(x), dass∫
Rm

H dλ =
∫
Rn+m

h dλ ∈ [M,M + ε).

Definieren wirF∗ ∈ F (Rm) durchF∗(y) :=
∫ ∗

f y dλ, dann gilt
F∗ ≤ H.

Jetzt wiederholen wir alles mit− f anstelle vonf . Es gibt
k ∈ H+(Rn+m) mit k ≥ − f und

∫
k ≤
∫
− f + ε. Mit K(y) :=∫

Rnk
y dλ gilt∫

Rm
K dλ =

∫
Rn+m

k dλ ∈ [−M,−M + ε).

Definieren wirF∗ ∈ F (Rm) durchF∗(y) :=
∫
∗
f y dλ, dann gilt

−K ≤ F∗ ≤ F∗ ≤ H.
Es gilt dannM−ε ≤

∫
∗
F∗ dλ ≤

∫ ∗
F∗ dλ ≤ M+ε. Weil ε > 0

beliebig war, sindF∗ und F∗ dann integrierbar mit
∫

F∗ =
M =

∫
F∗. Das Integral der nichtnegativen FunktionF∗ − F∗

ist damit Null, d.h. es gibt eine NullmengeN so, dassF∗(y) =
F∗(y) ∈ R für alle y < N. Damit ist f y integrierbar füry < N
mit F(y) = F∗(y). �

a. Faltung von Funktionen

Eine wichtige Anwendung des Satzes von Fubini ist die so-
genannte Faltung von Funktionen. Zunächst brauchen wir ein
Lemma in die andere Richtung.

Definition B3.3. Für f : Rm → R undg: Rn → R sei f ⊗ g
die durch

( f ⊗ g)(x, y) := f (x)g(y)

definierte Funktionf ⊗ g: Rm+n→ R.

Lemma B3.4. Sei f ∈ L1(Rm) und sei g∈ L1(Rn). Dann
gehört f⊗ g zuL1(Rm+n) und es gilt∫

Rm+n
f ⊗ g dλ =

∫
Rm+n

f (x)g(y) dλ(x, y)

=

∫
Rm

f (x) dλ(x)
∫
Rn

g(y) dλ(y).

BemerkungB3.5. Sobald wir zeigen, dassf ⊗ g integrierbar
ist, können wir den Satz von Fubini anwenden, um die Formel
für das Integral herzuleiten. Fallsf undg stetig sind, ist auch
f ⊗ g stetig und damit integrierbar. Fallsf und g halbstetig
und nichtnegativ sind, dann ist auchf ⊗g halbstetig und damit
integrierbar.

Beweis.SeiM := max
(
‖ f ‖L1, ‖g‖L1

)
+1 < ∞ und sei 0< ε < 1

gegeben. Nach Satz A7.17 gibt es stetige Funktionenϕ, ψ mit
kompakten Trägern so, dass‖ f − ϕ‖L1 < ε und‖ f − ψ‖L1 < ε.
Wir behaupten, dass

‖ f ⊗ g− ϕ ⊗ ψ‖L1 < 2Mε.

Nach dem selben Satz ist dannf ⊗ g integrierbar. Die Formel
für das Integral folgt aus dem Satz von Fubini.

Um die Behauptung zu beweisen, wählen wirh ∈ H+(Rm)
undk ∈ H+(Rn) mit

| f − ϕ| < h, ‖h‖L1 < ε, |g− ψ| < k, ‖k‖L1 < ε.

Es gilt∣∣∣ f ⊗ g− ϕ ⊗ ψ
∣∣∣ = ∣∣∣( f − ϕ) ⊗ g+ ϕ ⊗ (g− ψ)

∣∣∣ ≤ h⊗ |g| + |ϕ| ⊗ k.

Weil |ϕ| ≥ 0 undk ≥ 0 halbstetig sind, ist|ϕ| ⊗ k auch halbst-
etig und deshalb integrierbar. Es folgt dann aus dem Satz von
Fubini, dass ∥∥∥|ϕ| ⊗ k

∥∥∥
L1 = ‖ϕ‖L1‖k‖L1 ≤ Mε.

Wir können aber auch eine halbstetige Funktionk̃ wählen mit
|g| ≤ k̃ und

∥∥∥k̃∥∥∥
L1 ≤ M. Dann gilt∥∥∥h⊗ |g|∥∥∥

L1 ≤ ‖h‖L1

∥∥∥k̃∥∥∥
L1 ≤ εM.

Die Behauptung folgt aus der Dreiecksungleichung. �
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BemerkungB3.6. Später werden wir die Substitutionsregel im
Allgemeinen beweisen. Der Fall einer affin-linearen Transfor-
mation x 7→ Ax + v (mit A ∈ GL(Rn) und v ∈ Rn) folgt
aber direkt aus Beispiel A6.36: Fürf ∈ L1(Rn) gehört auch
x 7→ f (Ax+ v) zuL1(Rn) und es gilt

|detA|
∫
Rn

f (Ax+ v) dλ(x) =
∫
Rn

f dλ.

Definition B3.7. Seien f ,g ∈ L1(Rn). Die Faltung f ∗ g ∈
F (Rn) wird fast überall durch

( f ∗ g)(y) :=
∫
Rn

f (x)g(y− x) dλ(x)

definiert.

BemerkungB3.8. Nach dem Lemma giltf ⊗ g ∈ L1(R2n).
Nach der Bemerkung ist auch (x, y) 7→ f (x)g(y− x) integrier-
bar. Nach dem Satz von Fubini existiert dann das Integral

( f ∗ g)(y) :=
∫
Rn

f (x)g(y− x) dλ(x)

für alley ausserhalb einer NullmengeN. (Die Werte vonf ∗ g
aufN sind unwichtig; zur Bestimmtheit setzen wir (f ∗g)(y) :=
0 für y ∈ N.) Weiter sagt der Satz, dassf ∗ g ∈ L1(Rn) inte-
grierbar ist mit∫

Rn
f ∗ g dλ =

∫
R2n

f (x)g(y− x) dλ(x) dλ(y)

=

∫
R2n

f ⊗ g dλ =
∫
Rn

f dλ
∫
Rn

g dλ

BemerkungB3.9. Ähnlich kann man das Integral vom Betrag
| f ∗ g| berechnen: wegen| f ∗ g| ≤ | f | ∗ |g| gilt

‖ f ∗ g‖L1 ≤ ‖ f ‖L1‖g‖L1.

Die Faltung (f ,g) 7→ f ∗ g ist eine bilineare Abbildung

L1(Rn) × L1(Rn)→ L1(Rn).

Die Faltung ist auch kommutativ:g∗ f = f ∗g fast überall. Das
sieht man leicht mit der Substitutionz := y − x. Fast überall
gilt

(g ∗ f )(y) =
∫
Rn

g(x) f (y− x) dλ(x) =
∫
Rn

g(y− z) f (z) dλ(z)

=

∫
Rn

f (z)g(y− z) dλ(z) = ( f ∗ g)(y).

Ende der Vorlesung 2009 Juni 11

B4. Die Substitutionsregel

Definition B4.1. Für eine TeilmengeA ⊂ Rn seiL1(A) der
Raum aller integrierbaren Funktionenf : A → R. Für f ∈
L1(A) sei‖ f ‖L1 :=

∫
A

f dλ.

BemerkungB4.2. Per Definition ist f genau dann integrier-
bar, wenn die triviale Fortsetzungf : Rn → R integrierbar ist.
Offensichtlich gilt‖ f ‖L1 =

∥∥∥ f ∥∥∥
L1. Der RaumL1(A) ist auf na-

türliche Weise isomorph zum Unterraum{
f ∈ L1(Rn) : f (x) = 0 ∀x ∈ Rn r A

}
.

Lemma B4.3. Sei U⊂ Rn offen und sei f∈ L1(U). Zu jedem
ε > 0 gibt es dann ein g∈ Cc(U) mit ‖ f − g‖L1 < ε.

Beweis.Wegen f ∈ L1(Rn) gibt es einϕ ∈ Cc(Rn) mit∥∥∥ f − ϕ∥∥∥
L1 < ε/2. Dann gilt auch∥∥∥ f − ϕχU

∥∥∥
L1 < ε/2.

WegenχU ∈ H
+(Rn) gibt es eine monotone Folge stetiger

Funktionenuk ∈ Cc(Rn) mit uk ↑ χU . Ohne Einschränkung
dürfen wir annehmen, dassuk ≥ 0 und suppuk ⊂ U. Wegen
|ϕuk| ≤ |ϕ| folgt aus dem Satz über dominierte Konvergenz,
dass

lim
k→∞

∥∥∥ϕχU − ϕuk

∥∥∥
L1 = 0.

D.h., wir könnenk so wählen, dass
∥∥∥ϕχU − ϕuk

∥∥∥
L1 < ε/2. Wir

setzeng := (ϕuk)|U ; die Schranke‖ f − g‖L1 < ε folgt aus der
Dreiecksungleichung. �

Satz B4.4 (Substitutionsregel).Seien U,V ⊂ Rn offen und
ϕ : U → V ein Diffeomorphismus. Eine Funktion f: V → R
ist genau dann integrierbar, wenn

g := ( f ◦ ϕ) |detDϕ| : U → R

integrierbar ist. Dann gilt∫
U

g dλ =
∫

U
( f ◦ ϕ) |detDϕ| dλ =

∫
V

f dλ.

BemerkungB4.5. Sei ψ : V → U der inverse Diffeomor-
phismus. Dann gilt (Dϕ) ◦ ψ = (Dψ)−1 (vgl. IIE8.6). Es
folgt, dass f = (g ◦ ψ) |detDψ|. Dies bedeutet, dass es ge-
nügt, nur eine Richtung des Satzes zu beweisen, zum Beispiel
f ∈ L1(V) =⇒ g ∈ L1(U).

Beweis.Sei f ∈ L1(V). Nach dem Lemma gibt es eine Folge
( fk) in Cc(V), die inL1 gegenf konvergiert. Nach Satz B2.47
gibt es eine Teilfolge, die fast überall gegenf konvergiert. Wir
ersetzen (fk) durch diese Teilfolge und finden eine Nullmenge
N ⊂ V so, dassfk(x)→ f (x) für alle x ∈ V r N.

Nun seigk := ( fk ◦ ϕ) |detDϕ|. Weil wir schon die Substi-
tutionsregel für stetige Funktionen (Satz A5.21) kennen, gilt∫

U
gk =

∫
V

fk aber auch z.B.
∥∥∥gk − g j

∥∥∥
L1 =

∥∥∥ fk − f j

∥∥∥
L1. Damit

ist (gk) eine Cauchyfolge inL1(U).
Nach Satz A8.26 istM := ϕ−1(N) ⊂ U eine Nullmenge.

Offensichtlich giltgk(y) → g(y) für alle y ∈ U r M, d.h. fast
überall. Nach Satz B2.47 giltg ∈ L1(U) mit ‖gk − g‖L1 → 0.
Es folgt, dass∫

U
g dλ = lim

k→∞

∫
U

gk dλ = lim
k→∞

∫
V

fk dλ =
∫

V
f dλ. �
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Bei Anwendung der Substitutionsregel ist es sehr ange-
nehm, dass man Nullmengen nicht beachten muss.

Korollar B4.6 (Polarkoordinaten in der Ebene). Sei P :=
[0,∞) × [0,2π] ⊂ R2 und seiϕ : P → R2 die Polarkoordi-
natentransformationϕ(r, θ) := (r cosθ, r sinθ). Eine Funktion
f : R2 → R ist genau dann integrierbar, wenn r f◦ ϕ über P
integrierbar ist und es gilt∫

R2
f (x, y) dx dy=

∫ 2π

0

∫ ∞
0

f (r cosθ, r sinθ) r dr dθ.

Beweis.SeienU := (0,∞) × (0,2π) ⊂ P und V := R2 r(
[0,∞) × {0}

)
. Dann istϕ|U : U → V ein Diffeomorphismus

und es gilt detDϕ = r. Weil P r U undR2 r V Nullmengen
sind, folgt die Behauptung aus der Substitutionsregel. �

B5. Messbare und nichtmessbare Mengen

BemerkungB5.1. Das Lebesgue-Integral aufR ist viel all-
gemeiner als das Riemann-Integral. Viele Funktionen, die
nicht Riemann-integrierbar sind (und gar nicht Regelfunktio-
nen sind) sind integrierbar. Es gibt aber keine Theorie, die uns
erlaubt, alle Funktionen zu integrieren.

Unser Zeil ist es jetzt, eine nichtintegrierbare Teilmenge
X ⊂ [0,1) zu finden. Eine Funktion kann einfach deswe-
gen nichtintegrierbar sein, weil das Oberintegral unendlich ist.
Aber hier ist es anders: die charakteristische FunktionχX ist
beschränkt mit kompaktem Träger – es gilt

∫ ∗
χX dλ ≤ 1 – aber

sie ist nicht integrierbar.
Zunächst führen wir Carathéodorys Begriff der Messbarkeit

ein, der uns erlaubt auch für Teilmengen unendlicher Volumi-
na zu entscheiden, ob sie „wild“ sind oder nicht.

BemerkungB5.2. SeienA,E ⊂ Rn. Das äußere Lebesgue-
Maßλ∗ ist subadditiv. WegenA = (A∩E)∪ (ArE) heißt das,
dass

λ∗(A) ≤ λ∗(A∪ E) + λ∗(Ar E).

Definition B5.3. Eine TeilmengeE ⊂ Rn heißtmessbar, falls
für jede TeilmengeA ⊂ Rn gilt

λ∗(A) = λ∗(A∩ E) + λ∗(Ar E).

BemerkungenB5.4.

• Eine TeilmengeE ⊂ Rn ist genau dann messbar, wenn
Rn r E messbar ist.

• Um die Messbarkeit vonE zu zeigen, reicht es aus, Teil-
mengenA mit λ∗(A) < ∞ zu betrachten.

• Jede Nullmenge ist messbar. Zum Beispiel sind∅ und
Rn messbar.

Lemma B5.5. Eine Teilmenge E⊂ Rn ist genau dann
messbar, wenn für jede integrierbare offene Menge U⊂ Rn

gilt, dass U∩ E integrierbar ist.

Beweis.Sei E nicht messbar. Per Definition gibt esA mit
λ∗(A) < λ∗(A∪ E) + λ∗(A r E). Nach Satz A8.15 gibt es ein
offenesU ⊃ A mit

λ(U) < λ∗(A∪ E) + λ∗(Ar E) ≤ λ∗(U ∪ E) + λ∗(U r E).

Insbesondere istλ(U) < ∞, d.h., U ist integrierbar. Wäre
U ∪ E integrierbar, dann wäre nach Satz A8.30 auchU r E
integrierbar und es gälteλ(U) = λ∗(U ∪ E) + λ∗(U r E): Wi-
derspruch!

Umgekehrt, seiU ∩ E nicht integrierbar. Dann gilt∫
∗

χ(U∩E) dλ <
∫ ∗

χ(U∩E) dλ ≤ λ(U) < ∞.

Wegen
∫
∗
χ(U∩E) dλ = λ(U) − λ∗(U r E) gilt dann

λ(U) < λ∗(U ∪ E) + λ∗(U r E).

D.h.,U ist das Zeugnis dafür, dassE nicht messbar ist. �

Korollar B5.6. Eine Teilmenge E⊂ Rn ist genau dann inte-
grierbar, wenn E messbar ist undλ∗(E) < ∞.

Beweis.Ist λ∗(E) < ∞ dann gibt es nach Satz A8.15 ein in-
tegrerbares offenesU ⊃ E. Ist E messbar, dann ist nach dem
LemmaE = U ∩ E integrierbar.

Umgekehrt, seiE integrierbar. Wir wissen, dassλ∗(E) < ∞.
Für jedes integrierbareU ist nach Satz A8.30 auchU ∩ E
integrierbar. D.h., nach dem Lemma istE messbar. �
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BemerkungB5.7. Jetzt kommen wir dazu, die nichtmessbare
TeilmengeX ⊂ [0,1) zu finden. Die Grundidee ist, die Menge
X so zu wählen, dass [0,1) die Vereinigung abzählbar vieler
disjunkter Kopien vonX ist. WäreX integrierbar, dann wäre
1 = λ[0,1) =

∑∞
0 λ(X). Die rechte Seite ist aber entweder 0

oder+∞.

Definition B5.8. Sei A := [0,1). Füra,b ∈ A schreiben wir
a� b ∈ A für die Summe modulo 1:

a� b := (a+ b) mod 1=

a+ b, a+ b < 1,
a+ b− 1, a+ b ≥ 1.

Für a ∈ A undB ⊂ A sei

a� B :=
{
a� b : b ∈ B

}
=
(
(a+ B) ∩ A

)
∪
(
(a− 1+ B) ∩ A

)
=
(
(a+ B) ∩ A

)
∪
(
−1+

(
(a+ B) ∩ (1+ A)

))
die Translation (modulo 1) vonB durcha.

Lemma B5.9. Das äußeere Maß ist invariant auch bezüglich
dieser Translation. Das heißt, für a∈ A und B⊂ A gilt

λ∗(a� B) = λ∗(B).
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Beweis.Es gilt λ∗(a + B) = λ∗(B). Weil A messbar ist (und
wegena+ B ⊂ A∪ (1+ A)) gilt

λ∗(a+ B) = λ∗
(
(a+ B) ∩ A

)
+ λ∗
(
(a+ B) ∩ (1+ A)

)
.

Nach zweiter Anwendung der Translationsinvarianz (mit der
Messbarkeit von [a,1)) folgt die Behauptung. �

Definition B5.10. Auf A definieren wir durch

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q

eine Äquivalenzrelation. Für jede Äquivalenzklasse

[x] =
{
y ∈ A : x ∼ y

}
= (x+ Q) ∩ A = x� (A∩ Q)

wählen wir einen Vertreterx ∈ A. SeiX ⊂ A die Menge aller
ausgewählten Vertreter.

BemerkungB5.11. Um die (überabzählbar vielen) Vertreter
zu wählen gibt es keinen expliziten Algorithmus. Wir müssen
uns auf das (manchmal umstrittene)Auswahlaxiomder Men-
genlehre berufen, um zu wissen, dass eine Wahl möglich ist.
Man kann zeigen: ohne das Auswahlaxiom geht es nicht, eine
nichtmessbare Menge zu konstriuieren.

Definition B5.12. Wir brauchen auch Subtraktion modulo 1:
für a,b ∈ A seia�b ∈ A mit a�b = a−b odera�b = a−b+1.

Lemma B5.13. Es gilt

A =
⋃

p∈A∩Q

p� X.

Beweis.Für jedesa ∈ A gibt es einen Vertreterx ∈ X der
Äquivalenzklasse [a]. D.h., a− x ∈ Q. Wir setzenp := a� x,
sodassp ∈ A∩Q unda = p�x. Insbesondere ista ∈ p�X. �

Lemma B5.14. Für p , q ∈ A ∩ Q sind p� X und q� X
disjunkt.

Beweis.Gehörta zu (p � X) ∩ (q � X) dann gehörena � p
unda� q zu X. Wegenp− q ∈ Q gilt a� p ∼ a� q. Aber X
beinhaltet nur einen Vertreter dieser Äquivalenzklasse.�

Satz B5.15.Die Menge X ist nicht messbar.

Beweis.Wir nehmen an, dassX messbar ist, und finden einen
Widerspruch. Wegenλ∗(X) ≤ 1 ist X dann integrierbar. Wir
setzenM := λ(X). Für jedesa ∈ A ist a�X nach Lemma B5.9
integrierbar mitλ(a�X) = M. Mit den letzten beiden Lemma-
ta haben wirA als abzählbare disjunkte Vereinigung solcher
Teilmengen geschrieben:

A =
⋃

p∈A∩Q

p� X.

Es folgt, dass

1 = λ(A) =
∞∑
0

M.

Diese Summe ist allerdings entweder 0 (im FalleM = 0) oder
∞ (im FalleM > 0). Widerspruch! �

BemerkungB5.16 (Banach-Tarski-Paradoxon).Man kann
noch erstaunlichere Dinge mithilfe nichtmessbarer Mengen
beweisen. SeiB = B1(0) ⊂ R3 der drei-dimensionale Ein-
heitsball. Man kannB in fünf Teilen schneiden und diese Teile
dann zu zwei gleichen BällenB∪ (B+ v) wieder zusammen-
fügen. (Die Teile müssen natürlich nichtmessbare MengenXk

sein.)
Genauer gesagt,B =

⋃5
1 Xk ist die disjunkte Vereinigung

fünfer Teilmengen. Es gibt aber fünf euklidische Bewegun-
genϕk so, dassϕk(Xk) disjunkt sind und deren Vereinigung⋃
ϕk(Xk) = B ∪ (B + v) zwei gleiche Bälle ist. (Hier heißt

eine euklidische Bewegung eine affin-lineare Transformati-
on ϕ(x) = Ax + b mit A ∈ O(n) orthogonal. Das (äußere)
Lebesgue-Maß ist natürlich invariant unterϕ.)

B6. Parameterabhängige Integrale

Am Anfang des Semesters (im Satz A3.2) haben wir das In-
tegral einer stetigen Funktion betrachtet, die stetig von einem
Parameter abhängt. Die Konvergenzsätze für das Lebesgue-
Integral erlauben uns jetzt, diesen Satz weitgehend zu verstär-
ken und auch die Differenzierbarkeit von solchen Parameter-
integralen zu untersuchen.

Definition B6.1. SeiY ein metrischer Raum. Seif : Rn×Y→
R eine Funktion. Füry ∈ Y sei f y die Funktionx 7→ f (x, y).
Falls f y integrierbar ist für alley ∈ Y, dann nennen wirf
einParameterintegrandund definieren dasParameterintegral
F : Y→ R durchF(y) :=

∫
Rn f y dλ.

Satz B6.2. Sei f: Rn × Y → R ein Parameterintegrand und
sei p∈ Y. Falls (a) es ein g∈ L1(Rn) gibt mit | f y| ≤ g für alle
y ∈ Y und falls (b) für jedes x∈ Rn die Funktion y7→ f (x, y)
stetig in p ist, dann ist das Parameterintegral F auch in p
stetig.

BemerkungB6.3. Wir können die Aussage so formulieren:

lim
y→p

∫
Rn

f y(x) dλ(x) =
∫
Rn

lim
y→p

f y(x) dλ(x).

Das heißt, wir dürfen Integral und Limes tauschen.

Beweis.Seiyk eine Folge, die gegenp konvergiert. Wegen (b)
konvergiert dannf yk punktweise (d.h. für jedesx ∈ Rn) gegen
f p. Wegen (a) ist diese Folge durchg ∈ L1(Rn) dominiert.
Nach dem Satz über dominierte Konvergenz gilt deshalb

F(p) =
∫
Rn

f p dλ = lim
k→∞

∫
Rn

f yk dλ = lim
k→∞

F(yk). �

BemerkungB6.4. Dieser Satz ist einfach eine Formulierung
des Satzes über dominierte Konvergenz, wo wir den Folgen-
limes durch einen allgemeinen Limesy → p im metrischen
RaumY ersetzt haben.

Satz B6.5.Sei Y= J ⊂ R ein Intervall und sei f: Rn×J→ R
ein Parameterintegrand. Falls für jedes x∈ Rn die Funktion
t 7→ f (x, t) differenzierbar auf J ist, setzen wir

ht(x) := h(x, t) :=
d f
dt

(x, t) für (x, t) ∈ Rn × J
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Falls es ein g∈ L1(Rn) gibt mit |ht | ≤ g für alle t ∈ J, dann ist
F auf J differenzierbar. Außerdem ist ht integrierbar für jedes
t ∈ J und es gilt F′(t) :=

∫
Rnh

t dλ.

BemerkungB6.6. Wir können die Aussage so formulieren:

d
dt

∫
Rn

f (x, t) dλ(x) =
∫
Rn

d
dt

f (x, t) dλ(x).

Das heißt, wir dürfen Integral und Ableitung tauschen.

Beweis.Sei p ∈ J und sei (tk) eine Folge, die gegenp konver-
giert. Für die Funktionen

fk :=
f tk − f p

tk − p
gilt lim

k→∞
fk = hp

punktweise. Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedemk und
jedemx ∈ Rn ein u = u(k, x) ∈ J (zwischentk und p) mit
fk(x) = hu(x). Deswegen gilt| fk| ≤ g. Nun folgt aus dem Satz
über dominierte Konvergenz, dass

lim
k→∞

F(tk) − F(p)
tk − p

= lim
k→∞

∫
Rn

fk(x) dλ(x) =
∫
Rn

hp dλ.

Weil dies für jede Folgetk gilt, ist die linke SeiteF′(p). �

Ende der Vorlesung 2009 Juni 18

B7. Lebesgue-Dichte

Bisher haben wir mehrere schöne Konvergenzsätze für
das Lebesgue-Integral beweisen können, den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung hingegen gar nicht er-
wähnt. Weil die Lebesgue-Theorie keine Nullmengen beach-
tet, muss man bei dem Hauptsatz ein bisschen vorsichtig sein.

BemerkungB7.1. Sei f ∈ L1
loc(R) lokal integrierbar. Dann

existiert
∫ x

a
f dλ für alle a, x ∈ R. Für festesa ∈ R ist die

FunktionF : x 7→
∫ x

a
f dλ einunbestimmtes Integralvon f .

BeispieleB7.2.

• Sei f = χN die charakteristische Funktion einer Null-
mengeN ⊂ R. Dann istF ≡ 0 das unbestimmte In-
tegral. Diese Funktion ist differenzierbar und es gilt
F′ = f fast überall, nicht aber fürx ∈ N.

• Sei F ein unbestimmtes Integral fürf = χ[0,1]. Dann
ist F stückweise linear und fast überall differenzierbar
(nämlich für x < {0,1}). In jedem Punkt der Differen-
zierbarkeit giltF′ = f .

• Sei F die stetige Cantorfunktion aus I.G2.12. Die Ab-
leitung existiert (und es giltF′ = 0) in jedem Punkt
ausserhalb der Cantormenge, d.h. fast überall. Diese
fast überall definierte Ableitung ist natürlich integrier-
bar (F′ = 0 ∈ L1(R)). Die CantorfunktionF ist aber
offensichtlich kein unbestimmtes Integral vonF′.

Um die richtigen Aussagen zu formulieren, müssen wir ein
bisschen vorbereiten.

Definition B7.3. Sei f ∈ L1
loc(R

n) und seiB ⊂ Rn eine be-
schränkte, integrierbare Teilmenge mitλ(B) < ∞. DerMittel-
wert von f überB ist?

B
f dλ :=

∫
B

f dλ∫
B

1dλ
=

∫
B

f dλ

λ(B)
.

Für p ∈ Rn ist die(Lebesgue-)Dichtevon f in p der Limes

Θp( f ) := lim
r→0

?
Br (p)

f dλ

(falls dieser existiert). Insbesondere für eine messbare Men-
geA und f := χA heißt

Θp(A) := Θp(χA ) = lim
r→0

λ(A∩ Br (p))
λ(Br (p))

dieDichtevon A in p.

BeispielB7.4. Sei (0,1)2 ⊂ A ⊂ [0,1]2 ⊂ R2, d.h.,A besteht
aus dem Inneren des Einheitsquadrats zuzüglich einer belie-
bigen Teilmenge des Randes. Dann existiertΘp(A) in jedem
Punktp. Diese Dichte ist 1 im Inneren,1/2 am Rand,1/4 in den
vier Ecken und 0 ausserhalb von [0,1]2.

Definition B7.5. Ein Punkt p ∈ Rn heißt Lebesguepunkt
von A, fallsΘp(A) = χA (p).

Definition B7.6. Ein Punktp ∈ Rn heißtLebesguepunktvon
f ∈ L1

loc(R
n), falls

Θp

(∣∣∣ f − f (p)
∣∣∣) = 0.

BemerkungB7.7. Es folgt, dass für einen Lebesguepunkt gilt
Θp( f ) = f (p). Die beiden Aussagen sind im Fallef = χA
äquivalent.

BemerkungB7.8. Im letzten Beispiel haben wir gesehen, fast
jeder Punktp ∈ Rn ist ein Lebesguepunkt vonA. Allgemei-
ner werden wir zeigen, dass für jedesf ∈ L1

loc(R
n) fast jeder

Punktp ∈ Rn ein Lebesguepunkt vonf ist.

Definition B7.9. Sei f : Rn → R und seip ∈ Rn. Wir sagen,
y ∈ R ist derapproximative Limesvon f in p,

y = lim ap
x→p

f (x),

falls für jedesε > 0 die Menge
{
x : | f (x) − y| < ε

}
Dichte 1

in p hat. Wir sagen,f ist approximativ stetigin p, falls f (p) =
lim apx→p f (x).

BeispielB7.10. Sei f ∈ L1
loc(R

2) durch f (x, y) = |x||y| defi-
niert. Wegenf (x,0) = |x|0 = 1 und f (0, y) = 0|y| = 0 hat f
im Ursprung (0,0) keinen Limes. Es stellt sich die Frage, was
sollte 00 heißen? Wir behaupten (Beweis als Aufgabe), dass

lim ap
(x,y)→(0,0)

|x||y| = 1,

d.h., dass oft 00 = 1 die sinnvollste Definition ist.
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BeispielB7.11. Sei A :=
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < y < x2} und sei

p = (0,0) der Ursprung. Dann istp Lebesguepunkt vonA.
Die charakteristiche FunktionχA ist in p approximativ stetig
(obwohl unstetig).

BemerkungB7.12. Ist p ein Lebesguepunkt vonf , dann istf
in p approximativ stetig. (Aufgabe.) Hingegen ist nicht jeder
Punkt der approximativen Stetigkeit ein Lebesguepunkt.

a. Der Überdeckungssatz von Besicovitch

Wir betrachten hier Überdeckungen durch abgeschlossene
Bälle Br (x) ⊂ Rn (mit r > 0).

Definition B7.13. Eine FamilieC abgeschlossener Bälle heißt
kontrolliert, falls folgende zwei Bedingungen erfüllt sind:

1. ein gibt einenmittlerenBall Br (x) ∈ C, der alle Bälle
ausC trifft und dessen Radiusr kleiner oder gleich alle
Radien ist.

2. Der Mittelpunktx von jedem BallBr (x) ∈ C liegt aus-
serhalb oder am Rand jedes anderen Balls ausC.

Es ist intuitiv klar, dass die Anzahl der Bälle in einer kon-
trollierte Familie imRn begrenzt ist.

Definition B7.14. Seiβn die Anzahl der Einheitsbälle, welche
in den BallB5(0) gepackt werden können (d.h. mit disjunkten
Inneren), wobeiB1(0) unter den Einheitsbällen ist.

BemerkungB7.15. Wenn man die Radien in einer solchen Ku-
gelpackung verdoppelt, erhält man eine kontrollierte Familie.
Umgekehrt sei eine kontrollierte Familie gegeben, in denen al-
le Radien gleich sind; man erhält eine solche Kugelpackung,
indem man die Radien halbiert.

BemerkungB7.16. Kugelpackungen sind mathematisch gut
untersucht; bessere Schranken als die trivialeβn ≤ 5n sind
bekannt. Es gilt z.B.β2 = 19 und 67≤ β3 ≤ 87. Der Wachs-
tumsrate vonβn liegt zwischen 2n unden.

Lemma B7.17. Eine kontrollierte Familie imRn besteht aus
höchstensβn Bälle.1

Beweis.Nach der obigen Bemerkung bleibt nur zu zeigen,
dass jede kontrollierte Familie durch eine gleich große ersetz
werden kann, in der alle Radien gleich sind.

Sei C eine kontrollierte Familie. Nach einer euklidischen
Ähnlichkeitstransformation dürfen wir annehmen, der mittle-
re Ball ist der EinheitsballB1(0). Jetzt ersetzen wir jeden Ball
Br (x) ∈ C mit einem inBr (x) enthaltenen Einheitsball, näm-
lich B1(x) (falls |x| ≤ 2) oderB1

(
2x/|x|
)

(falls |x| ≥ 2).
Wir müssen zeigen, diese neue Familie ist wieder kontrol-

liert. Es ist klar, dass jeder neue Ball immer noch den mitt-
lerenB1(0) trifft. Weil die neuen Bälle Teilmengen der alten
sind, liegen die unbewegten Mittelpunkte immer noch ausser-
halb aller anderen Bälle. Weil die neuen Bälle alle den glei-
chen Radius haben, ist die Relation „Mittelpunkt vonB′ liegt
ausserhalb vonB“ symmetrisch inB und B′. Das heißt, wir
müssen nur noch den Fall betrachten, dass beide Mittelpunkte
bewegt wurden. Hier folgt die Aussage aus einer trigonome-
trischen Berechnung. (Aufgabe.) �

Ende der Vorlesung 2009 Juni 23

Definition B7.18. Sei A ⊂ Rn und seiC eine Familie ab-
geschlossner Bälle mit beschränkten Radien. Falls für jedes
a ∈ A es einen Ball inC mit Mittelpunkt a gibt, nennen wir
C eine zentrierte Überdeckungvon A. (Das heißt,A ist die
Menge der Mittelpunkte der Bälle ausC.)

Satz B7.19 (Überdeckungssatz von Besicovitch).Sei A⊂
Rn und seiC eine zentrierte Überdeckung von A. Dann gibt es
(jeweils abzählbare) UnterfamilienCi ⊂ C (für i = 1, . . . , βn)
mit folgenden Eigenschaften: Die Bälle in jedemCi sind dis-
junkt und die Unterfamilien zusammen überdecken A, d.h.,

A ⊂
βn⋃
i=1

⋃
Ci =

βn⋃
i=1

⋃
B∈Ci

B.

Beweisidee.Die Idee ist, die Unterfamilien rekursiv zu de-
finieren. In jedem Schritt nehmen wir einen größten BallB
ausC und behaupten, dass es (mindestens) einCi gibt, dessen
VereinigungBnicht trifft. Wir fügenBzu diesemCi hinzu und
entfernen ausC alle Bälle, deren Mittelpunkte inB liegen.

1 Siehe: „Sphere Packings Give an Explicit Bound for the Besicovitch Cove-
ring Theorem“, J. M. Sullivan,J. Geom. Anal.4:2 (1994) 219-231.
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Um die Behhauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass
kein Ci verfügbar ist. Dann gibt es zu jedemi einen Ball
Bi ∈ Ci , welcherB trifft. Wir erhalten einen Widerspruch zum
Lemma, indem wir zeigen, die Menge{B, B1, . . . , Bβn} ist dann
eine kontrollierte Familie mit mittlerem BallB. Für je zwei
Bälle Bi undBj wurde einer (sagen wirBi) früher ausgewählt.
Deswegen liegt der Mittelpunkt vonBj nicht in Bi undBi hat
den grösseren Radius. Es folgt, dass der Mittelpunkt vonBi

auch nicht inBj liegt.
Um diesen Beweis vollständig zu machen, muss man zwei

technischen Details klären. Erstens, weilC normalerweise
überabzählbar ist, benutzt man nicht die gewöhnliche „voll-
ständige Induktion“ überN, sondern die sogenannte „trans-
finite Induktion“ über größere Ordinalzahlen. Zweitens, weil
der supremale Radius vielleicht nicht angenommen wird,
muss man erlauben, dass in jedem Schritt ein „fast größter“
Ball B ausgewählt wird. Dann muss man aber mit Familien
umgehen, die nur „bis auf einem Faktor (1+ ε) kontrolliert“
sind. �

BemerkungB7.20. Die Vereinigung der FamilienCi ist ei-
ne Überdeckung vonA mit der Eigenschaft, dass jeder Punkt
höchstensβn-mal überdeckt wird.

Als Korollar erhalten wir eine Variante des Überdeckungs-
satzes von Vitali:

Korollar B7.21. Sei A⊂ Rn integrierbar und seiC eine zen-
trierte Überdeckung von A. Falls für jedes a∈ A es Bälle
B ∈ C mit Mittelpunkt a und beliebig kleinem Radius gibt,
dann existiert eine abzählbare UnterfamilieD ⊂ C disjunkter
Bälle so, dass Ar

⋃
D eine Nullmenge ist.

Beweisskizze.Sei 1> ρ > 1− 1/βn
. Wir wenden den Satz an.

Eine der Unterfamilien überdeckt mindestens Anteil1/βn
des

Volumen vonA. Deswegen gibt es davon eine endliche Unter-
familieD0 disjunkter Bälle so, dass fürA1 := A r

⋃
D0 gilt

λ(A1) ≤ ρλ(A). Nun seiC1 ⊂ C die Unterfamilie aller Bälle,
die
⋃
D0 nicht treffen. Dann erfüllenA1 undC1 die Voraus-

setzungen des Korollars. Wir wiederholen die obigen Schrit-
ten und erhalten eine endliche FamilieD1 disjunkter Bälle so,
dass fürA2 := A1 r

⋃
D1 gilt λ(A2) ≤ ρλ(A1) ≤ ρ2λ(A).

Wir machen per Induktion weiter. Am Ende setzen wirD :=⋃∞
i=0Di . �

b. Lebesguepunkte

Jetzt wollen wir die versprochenen Aussagen über Le-
besguepunkte beweisen. Dazu brauchen wir auch dieuntere
Dichte

Θ∗,p(A) := lim
r→0

λ(A∩ Br (p))
λ(Br (p))

.

Lemma B7.22. Sei f ∈ L1
loc(R

n). Dann giltΘp( f ) = f (p) fast
überall.

Beweis.Um der Einfachheit willen betrachten wir nur den
Fall f = χA . (Für den allgemeinen Fall benutzt man – wie
im Korollar unten – die Tatsache, dassQ dicht inR liegt.)

Es reicht aus zu zeigen, dassΘ∗,p(A) = 1 für fast allep ∈ A.
Falls nicht, können wirδ < 1 so wählen, dass

A′ :=
{
p ∈ A : Θ∗,p(A) < δ

}
keine Nullmenge ist. Fürp ∈ A′ gilt dann

Θ∗,p(A′) ≤ Θ∗,p(A) < δ.

Nun können wir eine offene MengeU ⊃ A′ so finden, dass
δλ(U) < λ(A′). Sei nunC die Familie aller abgeschlossenen
Bälle B = Br (p) ⊂ U mit p ∈ A′ und

λ(A′ ∩ B) < δλ(B), d.h.
?

B
χA dλ < δ.

Zu jedemp ∈ A′ gibt es wegenΘ∗,p(A′) < δ beliebig klei-
ne Bälle inC mit Mittelpunkt p. Nach dem Korollar gibt es
eine abzählbare UnterfamilieD disjunkter Bälle, die fast alle
Punktep ∈ A′ überdeckt. Das heißt,

λ(A′) =
∑
B∈D

λ(A′ ∩ B) < δ
∑
B∈D

λ(B) ≤ δλ(U).

Widerspruch! �

Korollar B7.23. Sei f ∈ L1
loc(R

n). Dann ist fast jeder Punkt
p ∈ Rn ein Lebesguepunkt von f .

Beweis.Für jedesq ∈ Q wenden wir das Lemma auf die
Funktion x 7→ | f (x) − q| an. Es giltΘp(| f − q|) = | f (p) − q|
für alle p ausserhalb einer NullmengeNq. Weil Q abzählbar
ist, ist die VereinigungN :=

⋃
q∈Q Nq wieder eine Nullmenge.

Nun seip ∈ Rn r N und sei (qi) eine Folge inQ, die gegen
f (p) konvergiert. Es gilt (warum?)

Θp

(∣∣∣ f − f (p)
∣∣∣) = lim Θp

(∣∣∣ f − qi

∣∣∣) = lim
∣∣∣ f (p) − qi

∣∣∣ = 0,

d.h.,p ist ein Lebesguepunkt vonf . �

BemerkungB7.24. Zum Schluss kommen wir zum Hauptsatz
zurück. SeiF ein unbestimmtes Integral vonf ∈ L1

loc(R
1).

Wir wissen, dass für fast jedesp ∈ R gilt f (p) = Θp( f ), d.h.

f (p) = lim
h→0

? p+h

p−h
f (x) dx= lim

h→0

F(p+ h) − F(p− h)
2h

.

Falls F′(p) existiert, gilt deswegenF′(p) = f (p). (Um die
Existenz zu beweisen, müssten wir die ganzen obigen Sätze
auch für asymmetrische DichtenΘ±p beweisen, was aber nicht
schwieriger ist.)

BemerkungB7.25. Aus unserem Zugang zum Hauptsatz weiß
man nicht, wo die NullmengeN := {p : F′(p) , f (p)} liegt.
Man kann aber zeigen, dass nur Punkte, in denenf unstetig
ist, in N auftauchen können.

BemerkungB7.26. Wir haben schon die stetige Cantorfunk-
tion F im Beispiel B7.2 benutzt:F ist fast überall differen-
zierbar, aber wegenF′ = 0 (fast überall) giltF ,

∫
F′. Der

Begriff absolut stetigwurde erfunden um dieses Problem zu
vermeiden. Falls eine FunktionF absolut stetig ist, dann ist
F fast überall differenzierbar, die AbleitungF′ ist integrierbar

und es giltF(b) − F(a) =
∫ b

a
F′ dx.
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BemerkungB7.27. Man kann eine differenzierbare Funk-
tion F finden, deren AbleitungF′ zu viel oszilliert, um
(Lebesgue-)integrierbar zu sein. Hier hilft das Gauge-Integral
(vgl. II.A8.10). Man kann folgendes zeigen: SeiF eine ste-
tige Funktion, die ausserhalb einer abzählbaren Menge dif-
ferenzierbar ist. Dann istF′ Gauge-integrierbar und es gilt

F(b) − F(a) =
∫ b

a
F′ dx.

Ende der Vorlesung 2009 Juni 25
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