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C. INTEGRATION AUF MANNIGFALTIGKEITEN Beweis.(Aufgabe.) ]

. . S . ... Definition C1.7. [Vgl. 11.LE9.14.] SeiU c R" offen und sei
Was ist das Integral einer Funktion Uber die E|nhe|ts-f: U — RM stetig diferenzierbar. Ein Punkt € R™ heift

sphare oder eine andere_ Fla‘?he im RaRﬁ? Im__ Smn“e Jreguléarer Wertvon f, falls Dy f surjektiv ist fiir jedenx € U
des Lebesgue-Integrals sind diese ,unendlich diinnen Flar'nit () =y

chen Nullmenge. Hier wollen wir aber nicht einfach sagen,
das drei-dimensionale Integral ist Null, sondern ein zwei-Satz C1.8.[Vgl. II.E9.17.] Eine Teilmenge Mt R" ist genau
dimensionales Integral berechnen. dann eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem
Punkt pe M eine gfene Umgebung W& R" und eine stetig
o differenzierbare Abbildung:hU — R"* so gibt, dass M
C1l. Mannigfaltigkeiten U = h™(c), wobei ce R¥ ein regulérer Wertvon hist. o

Wir wiederholen aus I1.E9 die Definition einer Unterman- Korollar C%;%- [Vgl. 11.E9.18.] Ist c ein regularer Wert von
nigfaltigkeit und die wichtigsten Folgerungen aus dem Sath: U — R™, dann ist die Niveaumenge'tfc) c U c R
iiber implizite Funktionen. eine Mannigfaltigkeit.

Definition C1.1. [Vgl. IlLE9.11.] Eine TeilmengeM c R"  BeispielC1.1Q [Vgl. .E9.19.] Die Einheitsspharé™?! c
heiBtk-dimensionale (Unter)mannigfaltigkefalls es zu je- R"ist eine Hyperflache.

dem Punkip € M folgendes gibt: BemerkundC1.11 Diese ,implizite* Charakterisierung einer
e eine dfene Umgebungy c R" von p, Mannigfaltigkeit ist sehr schon aber nicht direkt geeignet fir

« eine dfene Menge/ c R" und Integration.

e einen Difeomorphismug: U — V so, dass Definition C1.12. SeiU c R¥ offen. Eine stetig dierenzier-
_ k _ ‘0= L bare Abbildungy: U — R" heitimmersionfalls Dyy injek-
PUNM) =V ERDXHO) = X eVI0= X1 ="+ = X} tiv ist fiir jedesx € U.

Eine (h—1)-dimensionale Mannigfaltigkel c R" hei3t auch i ‘ i )
Hyperflache Satz C1.13.Sei U c R* offen und seip: U — R" eine Im-

) S mersion. Dann hat jedes p U eine Umbegung \& U so,
Bemerkun@1.2 Man kann Mannigfaltigkeiten auch abstrakt g555 W:= ¢(V) eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, und
definieren. Es stellt sich aber heraus, dass jede abstkakte ;. - v — W ein Homéomorphismus ist.

dimensionale Mannigfaltigkeit auch als Untermannigfaltig-
keit im R? eingebettet werden kann. Wir betrachten nur Un-Beweis.Weil Dpy injektiv ist, nach Umordnung der Koor-
termannigfaltigkeiten, die wir deswegen einfach Mannigfal-dinaten inR" kénnen wirg = (¢’,¢”) schreiben, wobei
tigkeiten nennen. Dpy’: R* — RKinvertierbar ist. (Vgl. 11.E9.16.) Nach dem
BemerkungC1.3 Seip: U — V ein Diffeomorphismus. Falls Umkehrsaiz 1I.E8.15 gibt es daihc U so, dasg'ly : V —
¢ und ¢~ beidee-mal stetig diferenzierbar sind, dann heift ¢'(V) €in I_D|ffeomorph|smus ist. Nun definieren wir einen Dif-
¢ ein Diffeomorphismus der Klas&¥. Man redet dann auch feomorphismus

von Mannigfaltigkeiten der Klasse”. Die meisten Sétze un-
ten gelten entsprechend, wenn alle Funktionemal diffe-
renzierbar sind. Wir betrachten aber nur den kaH 1.

BemerkungC1.4 Wenn wir k-dimensionale Mannigfaltig-

keiten imR" betrachten, werden wir oft den Isomorphismus W' (X, X") = ¢ (X), (X, X)) =" (X) + X,

R" = R x R"* benutzen, wobei wix € R" alsx = (X, X”)

schreiben mitx' € R¥ und x” € R™X. (Diese Notation hat Offensichtlich gilty(V x {0}) = ¢(V) = W und damit istw

w — (wl, wu): V % Rn_k N (,D’(V) % Rn_k

durch

naturlich gar nichts mit Ableitungen zu tun!) per Definition eine Mannigfaltigkeit. Die Einschrénkung des
BeispielC1.5 [Vgl. I.E9.12.] Der Graphi(x,x”) : x* =  Homéomorphismug auf die Teilmenge/ x {0} ist ein Ho-
g(X)} einer stetig dferenzierbaren Funktiog: U — R™k  moomorphismus, deswegen auchV — W. o

k - - . - .

(U c R¥ offen) ist eine Manr?lgfaltlgkelt: _ Korollar C1.14. Eine Teilmenge Mc R" ist genau dann eine

Aus dem Satz Uber implizite Funktionen folgt, dass jedey_gimensionale Mannigfaltigkeit, wenn es zu jederg
Mannigfaltigkeit lokal um jeden Punkt ein solcher Graph ist: fo|gendes gibt: eine Umgebung %Vp (mit W gfen in M), ein
Lemma C1.6. Sei M c R" eine k-dimensionale Mannigfal- offenes Uc R¥ und eine Immersiop: U — R" mit (U) =
tigkeit und sei xc M. Nach einer Umordnung der Koordina- W, wobeip: U — W ein Homéomorphismus ist.
ten gibt es zu »x (X, X”) Umbegebungen’» U’ c R¥ und
X’ € U” c R"* sowie eine stetig gferenzierbare Funktion

g: U — U” so, dass
, . S s , BeispielC1.16 SeiM = {(X,g(x)} der Graph der stetig dif-
M A (U U7) = (< x7) X7 = g(X)) ferenzierbaren Funktiog. Dann istM durchx’ — (X, g(X))
der Graph von g ist. parametrisiert.

BemerkungC1.15 Diesen Hom&éomorphismus nennt man
Parametrisierungur M.
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Beweis.Eine Richtung folgt aus dem Satz: weil wir hier ver- BemerkungC2.5 Der Normalenraum hat Dimension— k.

langen, dasg: U — W ein Homdomorphismus ist, ist das

Schreiben wir (lokalM = h=%(c) mit h = (hy, ..., h,_), dann

Bild der Immersion lokal eine Mannigfaltigkeit, d.h. eine bilden die Vektoren gragh; eine Basis fuiT,M. Eine Hyper-

Mannigfaltigkeit.

fliche{h = 0} hat in jedem Punkt bis auf Vorzeichen einen

Die andere Richtung folgt aus Lemma C1.6 und dem letzterindeutigen Normaleneinheitsvektor

Beispiel: der Graph vog hat eine Parametrisierung. 0O

Ende der Vorlesung 2009 Juni 30

C2. Der Tangetenraum

Definition C2.1. SeiM c R" eine Mannigfaltigkeit und sei
p € M. Ein Vektorv € R" heit Tangentenvektor zu M in, p
falls es eine stetig dlierenzierbare Kurveg: (-¢,&) > M C
R" gibt mit y(0) = p undy’(0) = v. Der RaumT,M aller
Tangentenvektoren heilBangentenraum zu M in.p

Satz C2.2. Sei Mc R" eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit
und sei pe M. Dann ist T,M c R" ein k-dimensionaler Un-
tervektorraum. Insbesondere sei U — M (U offen inR¥)
eine lokale Parametetrisierung fir M mg{x) = p. Ferner sei
h: V - Rk (V 3 p offen inR") eine stetig dferenzierbare
Abbildung so, dass M lokal die Niveaumeng&(b) ist, wobei

¢ = h(p) ein regulérer Wert ist. Dann gilt

Dyg(R¥) = TyM = kerDph.

BemerkungC2.3 Es folgt, dass die partiellen Ableitungen
die(X) (furi =1,...,K) eine Basis fuil ,M darstellen.

Beweis.Weil ¢ eine Immersion ist, isDye injektiv, d.h.,

Dy¢(R¥) hat Dimensiork. Weil ¢ ein regularer Wert voh ist,

ist Dyh surjektiv, d.h., keDgh hat Dimensiork. Deswegen
reicht es aus zu zeigen, dass

Dyg(R¥) € TyM c kerDph.

Fir die erste Inklusion, sei € R¥ beliebig. Definieren wir
v(t) := (X + tu), dann isty eine Kurve inM. Nach der Ket-
tenregel gilty’(0) = Dxe(u), d.h.,Dyp(u) € TpM.

Fir die zweite, set € T,M. Wir wahlen eine Kurve in M
durchp = y(0) mity’(0) = v. Firt| klein genug gilty(t) €
M NV und deswegeh(y(t)) = c. Nach der Kettenregel gilt
0= (hoy)(0) = Dph(v), d.h.v € kerD;h. m]

a. Der Normalenraum

Jetzt versehen wik" mit dem gewdéhnlichen Skalarprodukt

(v,w) := 37 viw;. Dies erlaubt uns den Normalenraum zu de-
finieren. (Spater benutzen wir auch den induzierten Skalarpro-

dukt aufT,M c R", um das Volumenelement zu definieren.)

Definition C2.4. SeiM c R" eine Mannifaltigkeit. DeiNor-
malenraum NM zu M in pist das orthogonale Komplement
vonTyM cR", d.h.

NoM :=TyM = {veR":(v,w) =0 Vwe TyM}.

Ein Vektorv € NpM heilstNormalenvektarFalls ||v|| = 1,
heiRtv Normaleneinheitsvektor

forad, ]

(Das Vorzeichen kann problematisch werden. Lokal kénnen
wir es so wahlen, dags — vj stetig ist. Das geht aber nur
dann global, wenrM ,orientierbar” ist, z.B. nicht fur einen
Mobiusband.)

BemerkungC2.6 SeiM c R" eine kompakte Hyperflache.
Man kann zeigen, dadd den umgebenden RauRf in ge-

nau zwei Teilen zerschneidet. Das heil3t, das Komplement hat
genau zwei Zusammenhangskomponerfni M = BU C,
wobei eine (sagen wiB) beschrankt ist und die andere un-
beschrankt. Dann ik := M U B = B auch kompakt und

es giltM = 9K = 9B. Weil der Beweis dazu eher schwierig
ist, fangen wir hier lieber miK an, und sagen, unter welchen
Bedingungen der RangK eine Hyperflache ist.

Definition C2.7. Eine kompakte Teilmeng& c R" heif3t
Kompaktum mit glattem Ranéalls es zu jedenp € oK ei-

ne dfene Umgebung) c R" und eine stetig dierenzierbare
Funktionh: U — R so gibt, dass O ein reguléarer Wert vbn
ist und

KNU={xeU:h(x)<0}.

BemerkungC2.8 Tatséachlich gibt es eine globale Funktion
h: R" > RmitK = {xeR": h(x) < 0}.

Lemma C2.9. Sei Kc R" ein Kompaktum mit glattem Rand.
Dann istdK eine kompakte Hyperflache.

Beweis.Fir p € dK seienU undh: U — R wie in der Defini-
tion. Wir behaupten, dagi "U = {x € U : h(x) = 0}. Damit
ist der RandK eine Hyperflache; als abgeschlosse Teilmenge
eines Kompaktums igtK auch kompakt.

Um die Behauptung zu beweisen nehmenxve U. Falls
h(x) > 0, dann giltx ¢ K; damit istx sicherlich kein Rand-
punkt. Fallsh(x) < 0, gibt es (wegen der Stetigkeit vbheine
Umgebungv von x mit h < 0; deswegen ist c K und damit
x kein Randpunkt.

Falls hingeger(x) = 0, setzen wiw := grad h # 0. Flr
kleinest gilt

h(x + tv) = h(x) + Dxh(tv) + o(t)
= h(X) + (v, tv) + o(t)
= h(x) + |V[’t + o(t).
Deswegen gibt es > 0 so, dass

te(0,e) = h(x+tv) >0 = x+tv¢K,
te(-¢0) = h(x+tv)<0 = x+tve K

Das heif3t, eine beliebig kleine Umgebung woenthalt Punk-
te sowohl auK als auch aus dem Komplememntist Rand-
punkt vonK. O
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BemerkungC2.1Q Der Vektor Die Lange der Kurve ist dann natirlich das Integral dieser
Schnelligkeit.
grad, h
m € Np(9K) BemerkungC2.16 Die Idee der Riemann’schen Geometrie
grad, ist, dass man eine Metrik auf einer abstrakten Mannigfaltig-

heiRt auRerer Normaleneinheitsvektoon K in p, weil er  Kkeit (ohne Einbettung iix") definieren kann, indem man ei-
,nach auRen“ zeigt im Sinne, dags+ ev ¢ K. (Der Rand he Metriktensolg auf dem (abstrakten) Tangentenraum fest-

K istimmer orientierbar.) legt. Dieser hat bezuglich eines Koordinatensystems die Form
g(x) = (gij). Mit dem Metriktensor kann man Langen von
Ende der Vorlesung 2009 Juli 2 Kurven usw. ausrechnen.

b. Der Metriktensor .
c. Volumina

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sep € M. Als Unter- o )
raum im euklidischen Raui" hatT,M den induzierten Ska- SeiV ein Skalarproduktraum. Mit dem Skalarprodukt kann

larprodukt(v, w). Es gibt leider keine natiirliche Wahl einer Man nicht nur die Langen der Vektoren und die Winkel dazwi-
Orthonormalbasis. Wie sieht ein Skalarprodukt beziiglich eiSchen messen, sonder auch Volumina von Parallelotopen.

ner beliebigen Basis aus? Man benutzt hier die sogenannte M R hat der Einheitswiirfel [@]* Volumen 1. Nun sei
Gram’sche Matrix. A: R¥ > R¥ eine lineare Abbildung. Nach dem Substitutions-

o o . regel hatP := A([0, 1]%) VolumenA(P) = |detA|.
Definition C2.11. SeiV ein Vektorraum mit Skalarprodukt
¢,yundseilb; ;i =1,...,k} eine Basis fuW. Die Gram’'sche  Definition C2.17. Sei{by, ..., by} eine Basis fuiv. Die Men-
Matrix beziiglich dieser Basis ist geP ={Y Aib : 0 < 4 < 1} c V heil3t das durckb;} erzeugte
Parallelotop

9:=(gj).  gj=(bi.bj)=gj.

BemerkungC2.12 Seienv,w € V. Beziiglich der Basigb;}
schreiben wiv = 3 vibj undw = 3 wib;. Aus der Bilinearitat
des Skalarproduktes gilt dann

Ist {ey, ..., &} eine Orthonormalbasis fi¥, dann gibt uns
diese Basis einen Isomorphismis— R¥ von Skalarproduk-
trAdumen, wobeig} auf die Standardbasis abgebildet wird.
Wir benutzen diesen Isomorphismus um den B&gyiolu-

k men“ vomRK aufV zu Ubertragen. (Dabei merken wir, dass
(v, W) = Z Viw; gij . der Volumen unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis
ij=1 ist.)

Folgendes Lemma erlaubt uns, Volumina von Parllelotopen
zu berechnen, ohne eine Orthonormalbasis (d.h. einen Isomor-
phismus ztR¥) auswéhlen zu missen.

Definition C2.13. SeiU c R offen und seip: U — M eine
lokale Parametrisierung der Mannigfaltigkdit. Fir x € U
sei p = ¢(X) € M. Bezlglich der Basis der partiellen
Ableitungendie(x) hat der aust" induzierte Skalarprodukt | emma C2.18. Sei (b} eine Basis fur den Skalarproduk-
aufT,M die Gram'sche Matrix traum V und sei g= (g;) die Gram'sche Matrix dazu.
Gy = gy () = <8i<p(x),aj<p(x)>. Dgztgurch{b.} erzeugte Parallelotop hat Volumesl(P) =

Die Eintrage der Matribxg(x) = (gij) hangen stetig vox ab. . ) , L .
Die Abbildungg: U — R¥ heiRt (Riemann’schetyletrik- Beweis.Sei{ey, ..., &} eine beliebige Orthonormalbasis und

tensorvon M beziiglich der Parametrisierung sei A die durche — b; definierte lineare Abbildung. Nach
Vergleich zum Falle/ = R" gilt vol(P) = |detA|. Es gilt aber
BemerkungC2.14 SeiJyp die Jacobimatrix, d.h. die Darstel- auchg = ATA und deswegen degt= (detA)2. O

lungsmatrix fiirD,e beziiglich der Standardbasen Rirbzw.
R". Dann ist der Metriktensor der Produkt vdgy mit der

Transponierteng(X) = (Jxp)" (Ixp). C3. Das Integral
BemerkungC2.15 Seiy = (y1,...,7y«) eine stetig dieren-
zierbare Kurvey: [a,b] — U c R“. Danniistp oy eine Kurve SeiM c R" einek-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei
in M. Die Geschwindigkeit dieser Kurve ist f: M - R eine Funktion. Wir wollen das Integral voh
K UberM definieren. Das letzte Lemma sollte als Begriindung
(poy) () = Z ¥ (©)dip(y(t)). dazu dienen, welche Formel wir beziiglich einer lokalen Para-
00 metrisierung benutzen mussen.
Deswegen ist die Schnelligkeit die Wurzel aus Definition C3.1. Seig: U — V c M eine Parameterisierung
K (U c R¥ offen) und seg die Metriktensor fiitM beziigliche.
||(<poy)’(t)||2 _ Z?’i/(t)y}(t) 9 ((1)). Eine Funktionf: M — R mit f(p) = O fir p ¢ V hei3t
=1 integrierbar tiber M falls die Funktion € o ¢) +/detg tberU
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integrierbar ist. Wir definieren dann dedegral

fM F(p)dS(p) = fu F(p(x)) v/detg() dA(X).

BemerkungC3.2 Man sagt,dS(¢(X)) = +/detg(x) dA(x) ist
dask-dimensionale Flachenelement adf Tatsachlich defi-

Korollar C3.6. Das oben definierte Integral ist von der Para-
metrisierung unabhangig.

Beweis.Seieng, ¢, ¢, g,  wie im Lemma. Seiemn: U - R
undh: U — R die Funktionerh = (f o ¢)+/detg undh =
(f o %) y/detd. Dann gilt nach dem Lemnta= (hoy) |detDy.
Nach der Substitutionsregel gilt deswegen

niert diese Formel ein MalR3; wir benutzen sie eher nur als Ge-

dachtnisstitze.

BemerkungC3.3 Wir miissen noch zeigen, diese Definition

hangt nicht von der Parametrisierupgab. Seierp: U — V
und¢: U — V zwei Parametrisierungen mgg # W =
VNV c M. Weil g7}(W) c U undg (W) c U offen sind

fﬁd/lthd/l. O
V] U

Um das Intergral auf allgemeine Funktionen zu erweitern,
benutzen wir eine Zerlegung der Eins.

(wegen der Stetigkeit vopundy) dirfen wir annehmen, dass Definition C3.7. Sei{U,, : a € A} eine diene Uberdeckung
V = V = W. Das nachste Lemma sagt, dass die Parameteeines metrischen Raums Eine dieser Uberdeckung unter-

transformation ein Dfeomorphismug) — U ist.

Lemma C3.4. Seieny: U — V und@: U — V zwei Para-
metrisierungen von = M. Dann ist

yi=¢lop:U—-U
ein Diffeomorphismus.

Beweis.Weil ¢ und¢g Homéomorphismen sind, ist augtein
Homdoomorphismus. Wegen der Symmetie( = $2 o ¢)
reicht es aus zu zeigen, dasstetig diterenzierbar ist.

Sei nunp € V. Nach der Definition von Mannigfaltigkeit
gibt es eine Umgebun@ c R" von p und einen Difeomor-
phismusd: G — ®(G) c R" mit ®(M N G) c R x {0}. Seill
die ProjektionR" — RK. Wir setzen

gi=Ilo®og: U — R*

Weil ¢ eine Immersion ist, ist auch o ¢ eine Immersion. Die
ProjektionII ist zwar keine Immersion, am* x {0} ist sie
aber doch eine Immersion. DeswegenDsf ist injektiv und
damit bijektiv; g ist nach dem Umkehrsatz lokal ein fi&o-
morphismus. Wegenr = g~ o I1 o @ o § folgt, dassy stetig
differenzierbar ist. O

Jetzt méchten wir die Metriktensoren bezuglich der beide

Parametrisierungen vergleichen.

Lemma C3.5. Seieny: U — V und@: U — V zwei Para-
metrisierungen von = M und sei

U= ) =9 o

die Transformation dazwischen. Sefen) bzw.(gi;) die Me-
triktensoren bezugliclh bzw.g. Dann gelten

k

Gim = > (Own)@myi)gi,  detd(x) = (detDyy)” detg(y(x).

hj=1

Beweis.Wegenyg = ¢ o ¢ gilt nach der Kettenregalp =

>i oidie. Die gewlinschten Formeln folgen dann direkt aus

der Definition vong;. O

Ende der Vorlesung 2009 Juli 7

geordnet&erlegung der Eingst eine Familie reeller Funktio-
nen/, : X — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

1. supp,, c U, fur jedesa € A,

2. jedesx € X hat eine Umgebuny so, dasg,|,, = O fir
alle @ ausserhalb einer endlichen Indexmeiige A,

3. Z lo=1.
aeA
Falls die Funktioned,, stetig bzw. integrierbar bzw: - sind,
dann heil3t die Zerlegung der Eins aigthtighzw. integrier-
barbzw.---.

Bemerkund:3.8 Weil jeder metrische Raum ,parakompakt*
ist, gibt es zu jederfienen UberdeckunglJ,} eine unterge-
ordnete stetige Zerlegung der Eins. Fir den Kall R" kann

man sogar verlangen, dass die Funktioggr(beliebig oft)
stetig diferenzierbar sind.

BeispielC3.9 Die Wavelet—Basi?.H].m : ] € Z"}, die wir am
Anfang des Semesters benutzten, ist eine stetige Zerlegung
der Eins. (Vgl. A4.5.) Wie wir schon bemerkt haben, kann
man mit einer &hnlichen Konstruktion auchfdrenzierbare
Zerlegungen bauen.

Bemerkund.3.1Q SeiM eine Mannigfaltigkeit. Jedgse M
hat eine Umgebuny, mit einer Parametrisierung: U — V.

'biese Umgebungen Uberdeckidh Um der Einfachheit wil-

len, betrachten wir nur den Fall, dass es eine endliche Teil-
Uberdeckung gibt. (@ensicht stimmt dies z.B. fir jedes kom-
pakte M. Es gibt aber Mannigfaltigkeiten — z.B. eine Ebene
mit unendlich vielen Henkeln —, die unendlich viele Parame-
trisierungen brauchen.)

BemerkundC3.11 Fur das Integral benutzen wir eine Zerle-
gung der Eins. Diese muss lokal integrierbar sein aber nicht
unbedingt stetig. SeiV; : 1 < i < m} eine endliche fie-

ne Uberdeckung voM. Sei/; die charakteristische Funktion
vonV; \ Ui Vj. Dann ist{¢i} eine lokal integrierbare Zerle-
gung der Eins.

Definition C3.12. SeiM eine Mannigfaltigkeit und seien
©i . U->VicM
Parametrisierungen mig™, Vi = M. Sei{¢} eine der Uber-

deckung{V;} untergeordnete, lokal integrierbare Zerlegung
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der Eins. Eine Funktiorf: M — R heil3t dannintegrierbar ~ wobei v das &uBere Normaleneinheitsvektor wnst. Die

Uber M, faIIsf|\A fur jedesi integrierbar ist. Dantegral ist Divergenz divX wird als Quellendichte interpretiert, d.h.
div X di ist das Gesamftekt aller Quellen und Senken in-
m nerhalb vorK. Der Gaul¥'sche Integralsatz sagt, dass die bei-
fde Zf Gifds den gleich sind:
i=1

Bemerkung-3.13 Fiir die Funktionerf|v bzw. f benutzen f (X,v) dS = fdivx da.
wir die erste Definition von Integrierbarkeit Giblgt. Dassf| o «

integrierbar ist heiRt, das$ ¢ ¢;) \/detg; auf U mtegrlerbar Insbesondere ist genau dann divergenzfrei, wenn der Durch-

ist. Weil & o lokal integrierbar und beschrankt ist, folgt, dass 4SS durch jede kompakte Hyperflaasi€ Null ist.
¢ f iiberM integrierbar ist. Firn = 1 ist dieser Integralsatz nichts anderes als der

Hauptsatz der Diierential- und Integralrechnung. Das heif3t,
Lemma C3.14. Diese Definition ist von der Uberdeckung und wir betrachten hier eine (andere als die in B7 betrachtete) Er-
der Zerlegung der Eins unabhéangig. weiterung auf héhere Dimensionen. Eine erhebliche Erwei-
terung des Gaul¥'schen Satzes stellt der allgemeine Satz von
Stokes Uber Integration von fbérentialformen dar. Dieser
sehr grundlegende Ergebnis derfiBientialgeometrie wird
wiederum in der geometrischen Mal3theorie erweitert, um sehr

Zm:ffifd5=zm:2fééfd5 nglfds allgemeine nichtglatte Mannigfaltigkeiten zu betrachten.
i=1 M i=1 j=1 Ende der Vorlesung 2009 Juli 9

Beweis.Seieng;: U; — V; andere Parametrisierungej £
1,...,m) und sei{{;} eine Zerlegung der Eins dazu. Es gilt

o Mithilfe einer Zerlegung der Eins werden wir den Beweis
des Gaul¥'schen Satzes auf zwei Sonderféllen aufbauen.

Weil wir Hyperflachen inR" betrachten, ist es oft niitzlich
folgende Koordinaten zu benutzen:

Definition C3.15. Eine TeilmengeéA c M heil3tintegrierbar,
falls , integrierbar ibeM ist. Das Integral

Vok(A) := fds B fXA ds R"=R"™ xR, X=(Y.1), y=(X.....X1). t=X.
A M
heiRt k-dimensionales Volumefoder k-dimensionaler Fla- Lemma C4.1. Sei U c R" offen und sei fe Cc(U) stetig
cheninhalj von A. differenzierbar. Dann giltfU gradf da=0.

BemerkungC3.16 Das Hausddf-MaR ¥ wird definiertum  Beweis.Indem wir f durch seine triviale Fortsetzung erset-
dask-dimensionale Volumen einer beliebigen Teilmerge zen, dirfen wir annehmeld = R". Es reicht aus, die letzte
R" zu messen. Dies existiert auch Kig Z. Es gilt z.B. firdie  Komponente),, f des Gradients zu betrachten. e+ 0 grof
Cantormeng€, dass O< H*(C) < oo nur fiirk = log 2/|Og 3. genug, dass suppc R"! x (<R R). Fiir jedesy € R™1 gilt

BemerkungC3.17. Einen-dimensionale Mannigfaltigkep ~ Nach dem Hauptsatz
im R" ist einfach eine fiene Teilmenge. Wir konnen idJ — R
U als einzige Parametrisierung wahlen. Das Integral dber fanf(y’ t)dt = f 2f(y,tydt= f(y,R) - f(y,-R) = 0
als Mannigfaltigkeit ist nichts anderes als das Integral liber R -R

als integrierbare Teilmenge. . . -
¢ g Deswegen gilt nach dem Satz von Fubini (bzw. der Definition

BemerkungC3.18 Ist f = (fy,..., fm) eine vektorwertige 4eog Integrals fiir stetige Funktionen), dass
Funktionf: M — R™, dann setzen wir

fods:z(folds...,fomds). Rnaﬂf(x)dﬂ(XFLnflfﬂfnf(yvt)dtdﬂ(w

= 0da(y) = 0. ]
Fir jeden konstanten Vektore R™ gilt (v, [ f) = [(v, f). jﬂ;m »

Korollar C4.2. Sei X R" — R" ein stetig diferenzierbares
C4. Der GauR'sche Integralsatz Vektorfeld mit kompaktem Trager. Dann gﬂ];div Xdi=0.

Beweis.Wir schreiben diX = Y 9;X; und wenden das Lem-

. "o :
SeiK c U c R" ein Kompaktum mit glattem Rand und ma auf jede Komponentg an: insbes. gilt G- faixi- O

sei X: U — R" ein stetig diferenzierbares Vektorfeld, die
man sich z.B. als Strémungsfeld einer Flissigkeit vorstellt

H n-1 _ H
Der Durchfluss vorX durchdK ist Lemma C4.3. Sei U € R™? offen und |= (a, b) ein gfenes

Intervall. Der Produkt V:= U x | ist offen imR". Sei
X
Joem s M= (.0 € V: t=h@))
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der Graph einer stetig gierenzierbaren Funktion:hU — |
und sei

E={(y.t) e V:t>h(y)}

der sogenannteéEpigraph Fir jede stetig dferenzierbare
Funktion fe C¢(V) gilt

fgradfd/l:ffvds,
E M

wobeiv der auflere Normaleneinheitsvektor ist.

Beweis.Die MannigfaltigkeitM wird durche: y — (y, h(y))
parametrisiert und ist auch die Niveaumefiget) : h(y)-t =
0}. Das heif3t, (gratl, —1) ist ein Normalenvektor. Mis(y) :=

v/1+ |lgradh||2 gilt v = ﬁ(gradh, -1). Fur den Metriktensor

beziiglichy gilt /detg = s(y).

Beweis.Weil die kompakte Mannigfaltigkei#K lokal bei je-
dem Punkt als Graphen dargestellt werden kann (C1.6) kon-
nen wir eine endlicheffene Uberdeckung

m
Jvio oK
=1

so finden, das¥; (nach Umordnung bzw. Vorzeichenwech-
sel der Koordinaten) die Form aus dem letzten Lemma hat.
D.h.,Vj = U x (a,b) und es gibt eine stetig fierenzierbare
Funktionh: U — (&, b) mit

KnUj={y.t) eUj:t=h(y)}
Mit Vo := K\ dKist{V;: j=0,...,m}dann eine endliche

offene Uberdeckung voli. Nun sei{j} eine zu{V;} unterge-
ordnete stetig dierenzierbare Zerlegung der Eins. (Vgl. C3.8,

Wir betrachten die Integralformel komponentenweise, zuL3.9.)

nachst die letzte Komponente. Nach dem Hauptsatz gilt

b
f dnf(y.t)dt = 0 (. h(y)) = — ()
h(y)

fir jedesy € U. Wegenv, = -V getg gilt dann

Jonf a9 = [ ~fetndie = [ trads
E V] M
Nun sei 1< i < n— 1. Wir definierenF : V — R durch
b
F(y,t) := f f(y,7)dr.
t

Es gelterv,F = —f und

b
aiF(y,t):[aif(y,r)dT.

Wir betrachten nun die FunktioB = Fog : U — R, d.h,,
G(y) = F(y, h(y)). Nach der Kettenregel gilt

b
8iG(y) = fh A1) 0 3h0).
V)

Nach dem ersten Lemma gilt abﬁraiG d1 = 0, weil G kom-
pakten Trager itJ hat. Deswegen erhalten wir

b
f i f da(x) = f ( f 3£y, 7) dT)d/l(y)
E u\Jne)
- [ teomany e = [ tds o
U M
Satz C4.4 (GaulB'scher Integralsatz).Sei Kc U c R" ein

Kompaktum mit glattem Rand und sei ¥ — R" ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

f(X,v)dS:fdiVXd/l,
oK K

wobeiv das aulRere Normaleneinheitsvektor von K ist.

Weil die gewlinschte Formel linear X ist, reicht es aus,
die Formel fir jedeg;X zu beweisen, d.h. fiir ein stetig dif-
ferenzierbares Vektorfeld (das wir jet¢tnennen) mit Trager
in V.

Irr]1 Falle j = O ist der Durchfluss Null; die Formel folgt
direkt aus dem Korollar zum ersten Lemma.

Im Falle j > 0 wenden wir das zweite Lemma auf jede
KomponenteX; an. Es gilt insbesondere

faiXi d/l=f XividS.
K oK

Die Summe Uber=1,...,nist die GauRR’'sche Formel. O

Korollar C4.5 (Green’'sche Formel). Seien Kc U undyvy
wie im Satz. Seien §: U — R zweimal stetig gferenzierbar.
Dann gilt

f(ng —gAf)da = f (fo,g9-go,f)ds.

K oK

Beweis.Wir wenden den Satz auf das Vektorfeld
X := f gradg — ggradf

an. Details als Aufgabe. O

Ende der Vorlesung 2009 Juli 14
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