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C. INTEGRATION AUF MANNIGFALTIGKEITEN

Was ist das Integral einer Funktion über die Einheits-
sphäre oder eine andere Fläche im RaumR3? Im Sinne
des Lebesgue-Integrals sind diese „unendlich dünnen“ Flä-
chen Nullmenge. Hier wollen wir aber nicht einfach sagen,
das drei-dimensionale Integral ist Null, sondern ein zwei-
dimensionales Integral berechnen.

C1. Mannigfaltigkeiten

Wir wiederholen aus II.E9 die Definition einer Unterman-
nigfaltigkeit und die wichtigsten Folgerungen aus dem Satz
über implizite Funktionen.

Definition C1.1. [Vgl. II.E9.11.] Eine TeilmengeM ⊂ Rn

heißtk-dimensionale (Unter)mannigfaltigkeit, falls es zu je-
dem Punktp ∈ M folgendes gibt:

• eine offene UmgebungU ⊂ Rn von p,

• eine offene MengeV ⊂ Rn und

• einen Diffeomorphismusϕ : U → V so, dass

ϕ(U ∩ M) = V ∩ (Rk × {0}) = {x ∈ V : 0 = xk+1 = · · · = xn}.

Eine (n−1)-dimensionale MannigfaltigkeitM ⊂ Rn heißt auch
Hyperfläche.

BemerkungC1.2. Man kann Mannigfaltigkeiten auch abstrakt
definieren. Es stellt sich aber heraus, dass jede abstraktek-
dimensionale Mannigfaltigkeit auch als Untermannigfaltig-
keit im R2k eingebettet werden kann. Wir betrachten nur Un-
termannigfaltigkeiten, die wir deswegen einfach Mannigfal-
tigkeiten nennen.

BemerkungC1.3. Seiϕ : U → V ein Diffeomorphismus. Falls
ϕ undϕ−1 beideα-mal stetig differenzierbar sind, dann heißt
ϕ ein Diffeomorphismus der KlasseCα. Man redet dann auch
von Mannigfaltigkeiten der KlasseCα. Die meisten Sätze un-
ten gelten entsprechend, wenn alle Funktionenα-mal diffe-
renzierbar sind. Wir betrachten aber nur den Fallα = 1.

BemerkungC1.4. Wenn wir k-dimensionale Mannigfaltig-
keiten imRn betrachten, werden wir oft den Isomorphismus
Rn � Rk × Rn−k benutzen, wobei wirx ∈ Rn als x = (x′, x′′)
schreiben mitx′ ∈ Rk und x′′ ∈ Rn−k. (Diese Notation hat
naturlich gar nichts mit Ableitungen zu tun!)

BeispielC1.5. [Vgl. II.E9.12.] Der Graph{(x′, x′′) : x′′ =
g(x′)} einer stetig differenzierbaren Funktiong: U → Rn−k

(U ⊂ Rk offen) ist eine Mannigfaltigkeit.

Aus dem Satz über implizite Funktionen folgt, dass jede
Mannigfaltigkeit lokal um jeden Punkt ein solcher Graph ist:

Lemma C1.6. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mannigfal-
tigkeit und sei x∈ M. Nach einer Umordnung der Koordina-
ten gibt es zu x= (x′, x′′) Umbegebungen x′ ∈ U′ ⊂ Rk und
x′′ ∈ U′′ ⊂ Rn−k sowie eine stetig differenzierbare Funktion
g: U′ → U′′ so, dass

M ∩ (U′ × U′′) = {(x′, x′′) : x′′ = g(x′)}

der Graph von g ist.

Beweis.(Aufgabe.) �

Definition C1.7. [Vgl. II.E9.14.] SeiU ⊂ Rn offen und sei
f : U → Rm stetig differenzierbar. Ein Punkty ∈ Rm heißt
regulärer Wertvon f , falls Dx f surjektiv ist für jedenx ∈ U
mit f (x) = y.

Satz C1.8. [Vgl. II.E9.17.] Eine Teilmenge M⊂ Rn ist genau
dann eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem
Punkt p∈ M eine offene Umgebung U⊂ Rn und eine stetig
differenzierbare Abbildung h: U → Rn−k so gibt, dass M∩
U = h−1(c), wobei c∈ Rk ein regulärer Wert von h ist. �

Korollar C1.9. [Vgl. II.E9.18.] Ist c ein regulärer Wert von
h: U → Rn−k, dann ist die Niveaumenge h−1(c) ⊂ U ⊂ Rn

eine Mannigfaltigkeit.

BeispielC1.10. [Vgl. II.E9.19.] Die EinheitssphäreSn−1 ⊂

Rn ist eine Hyperfläche.

BemerkungC1.11. Diese „implizite“ Charakterisierung einer
Mannigfaltigkeit ist sehr schön aber nicht direkt geeignet für
Integration.

Definition C1.12. SeiU ⊂ Rk offen. Eine stetig differenzier-
bare Abbildungϕ : U → Rn heißtImmersion, falls Dxϕ injek-
tiv ist für jedesx ∈ U.

Satz C1.13. Sei U ⊂ Rk offen und seiϕ : U → Rn eine Im-
mersion. Dann hat jedes p∈ U eine Umbegung V⊂ U so,
dass W:= ϕ(V) eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, und
ϕ|V : V →W ein Homöomorphismus ist.

Beweis.Weil Dpϕ injektiv ist, nach Umordnung der Koor-
dinaten inRn können wir ϕ = (ϕ′, ϕ′′) schreiben, wobei
Dpϕ

′ : Rk → Rk invertierbar ist. (Vgl. II.E9.16.) Nach dem
Umkehrsatz II.E8.15 gibt es dannV ⊂ U so, dassϕ′|V : V →
ϕ′(V) ein Diffeomorphismus ist. Nun definieren wir einen Dif-
feomorphismus

ψ = (ψ′, ψ′′) : V × Rn−k → ϕ′(V) × Rn−k

durch

ψ′(x′, x′′) := ϕ′(x′), ψ′′(x′, x′′) := ϕ′′(x′) + x′′.

Offensichtlich giltψ(V × {0}) = ϕ(V) = W und damit istW
per Definition eine Mannigfaltigkeit. Die Einschränkung des
Homöomorphismusψ auf die TeilmengeV × {0} ist ein Ho-
möomorphismus, deswegen auchϕ : V →W. �

Korollar C1.14. Eine Teilmenge M⊂ Rn ist genau dann eine
k-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem p∈ M
folgendes gibt: eine Umgebung W3 p (mit W offen in M), ein
offenes U⊂ Rk und eine Immersionϕ : U → Rn mit ϕ(U) =
W, wobeiϕ : U →W ein Homöomorphismus ist.

BemerkungC1.15. Diesen Homöomorphismus nennt man
Parametrisierungfür M.

BeispielC1.16. Sei M = {(x′,g(x′)} der Graph der stetig dif-
ferenzierbaren Funktiong. Dann istM durchx′ 7→ (x′,g(x′))
parametrisiert.
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Beweis.Eine Richtung folgt aus dem Satz: weil wir hier ver-
langen, dassϕ : U → W ein Homöomorphismus ist, ist das
Bild der Immersion lokal eine Mannigfaltigkeit, d.h. eine
Mannigfaltigkeit.

Die andere Richtung folgt aus Lemma C1.6 und dem letzten
Beispiel: der Graph vong hat eine Parametrisierung. �

Ende der Vorlesung 2009 Juni 30

C2. Der Tangetenraum

Definition C2.1. Sei M ⊂ Rn eine Mannigfaltigkeit und sei
p ∈ M. Ein Vektorv ∈ Rn heißtTangentenvektor zu M in p,
falls es eine stetig differenzierbare Kurveγ : (−ε, ε) → M ⊂
Rn gibt mit γ(0) = p und γ′(0) = v. Der RaumTpM aller
Tangentenvektoren heißtTangentenraum zu M in p.

Satz C2.2. Sei M⊂ Rn eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit
und sei p∈ M. Dann ist TpM ⊂ Rn ein k-dimensionaler Un-
tervektorraum. Insbesondere seiϕ : U → M (U offen inRk)
eine lokale Parametetrisierung für M mitϕ(x) = p. Ferner sei
h: V → Rn−k (V 3 p offen inRn) eine stetig differenzierbare
Abbildung so, dass M lokal die Niveaumenge h−1(c) ist, wobei
c = h(p) ein regulärer Wert ist. Dann gilt

Dxϕ(Rk) = TpM = kerDph.

BemerkungC2.3. Es folgt, dass die partiellen Ableitungen
∂iϕ(x) (für i = 1, . . . , k) eine Basis fürTpM darstellen.

Beweis.Weil ϕ eine Immersion ist, istDxϕ injektiv, d.h.,
Dxϕ(Rk) hat Dimensionk. Weil c ein regulärer Wert vonh ist,
ist Dph surjektiv, d.h., kerDph hat Dimensionk. Deswegen
reicht es aus zu zeigen, dass

Dxϕ(Rk) ⊂ TpM ⊂ kerDph.

Für die erste Inklusion, seiu ∈ Rk beliebig. Definieren wir
γ(t) := ϕ(x + tu), dann istγ eine Kurve inM. Nach der Ket-
tenregel giltγ′(0) = Dxϕ(u), d.h.,Dxϕ(u) ∈ TpM.

Für die zweite, seiv ∈ TpM. Wir wählen eine Kurveγ in M
durch p = γ(0) mit γ′(0) = v. Für |t| klein genug giltγ(t) ∈
M ∩ V und deswegenh(γ(t)) ≡ c. Nach der Kettenregel gilt
0 = (h ◦ γ)′(0) = Dph(v), d.h.v ∈ kerDph. �

a. Der Normalenraum

Jetzt versehen wirRn mit dem gewöhnlichen Skalarprodukt
〈v,w〉 :=

∑n
1 viwi . Dies erlaubt uns den Normalenraum zu de-

finieren. (Später benutzen wir auch den induzierten Skalarpro-
dukt aufTpM ⊂ Rn, um das Volumenelement zu definieren.)

Definition C2.4. Sei M ⊂ Rn eine Mannifaltigkeit. DerNor-
malenraum NpM zu M in pist das orthogonale Komplement
vonTpM ⊂ Rn, d.h.

NpM := T⊥p M =
{
v ∈ Rn : 〈v,w〉 = 0 ∀w ∈ TpM

}
.

Ein Vektor v ∈ NpM heißt Normalenvektor. Falls ‖v‖ = 1,
heißtv Normaleneinheitsvektor.

BemerkungC2.5. Der Normalenraum hat Dimensionn − k.
Schreiben wir (lokal)M = h−1(c) mit h = (h1, . . . ,hn−k), dann
bilden die Vektoren gradp hi eine Basis fürTpM. Eine Hyper-
fläche{h = 0} hat in jedem Punkt bis auf Vorzeichen einen
eindeutigen Normaleneinheitsvektor

vp = ±
gradp h∥∥∥gradp h

∥∥∥ .
(Das Vorzeichen kann problematisch werden. Lokal können
wir es so wählen, dassp 7→ vp stetig ist. Das geht aber nur
dann global, wennM „orientierbar“ ist, z.B. nicht für einen
Möbiusband.)

BemerkungC2.6. Sei M ⊂ Rn eine kompakte Hyperfläche.
Man kann zeigen, dassM den umgebenden RaumRn in ge-
nau zwei Teilen zerschneidet. Das heißt, das Komplement hat
genau zwei Zusammenhangskomponenten:Rn r M = B∪C,
wobei eine (sagen wirB) beschränkt ist und die andere un-
beschränkt. Dann istK := M ∪ B = B auch kompakt und
es gilt M = ∂K = ∂B. Weil der Beweis dazu eher schwierig
ist, fangen wir hier lieber mitK an, und sagen, unter welchen
Bedingungen der Rand∂K eine Hyperfläche ist.

Definition C2.7. Eine kompakte TeilmengeK ⊂ Rn heißt
Kompaktum mit glattem Rand, falls es zu jedemp ∈ ∂K ei-
ne offene UmgebungU ⊂ Rn und eine stetig differenzierbare
Funktionh: U → R so gibt, dass 0 ein regulärer Wert vonh
ist und

K ∩ U = {x ∈ U : h(x) ≤ 0}.

BemerkungC2.8. Tatsächlich gibt es eine globale Funktion
h: Rn→ R mit K = {x ∈ Rn : h(x) ≤ 0}.

Lemma C2.9. Sei K⊂ Rn ein Kompaktum mit glattem Rand.
Dann ist∂K eine kompakte Hyperfläche.

Beweis.Für p ∈ ∂K seienU undh: U → Rwie in der Defini-
tion. Wir behaupten, dass∂K∩U = {x ∈ U : h(x) = 0}. Damit
ist der Rand∂K eine Hyperfläche; als abgeschlosse Teilmenge
eines Kompaktums ist∂K auch kompakt.

Um die Behauptung zu beweisen nehmen wirx ∈ U. Falls
h(x) > 0, dann giltx < K; damit ist x sicherlich kein Rand-
punkt. Fallsh(x) < 0, gibt es (wegen der Stetigkeit vonh) eine
UmgebungV von x mit h < 0; deswegen istV ⊂ K und damit
x kein Randpunkt.

Falls hingegenh(x) = 0, setzen wirv := gradx h , 0. Für
kleinest gilt

h(x+ tv) = h(x) + Dxh(tv) + o(t)

= h(x) + 〈v, tv〉 + o(t)

= h(x) + ‖v‖2t + o(t).

Deswegen gibt esε > 0 so, dass

t ∈ (0, ε) =⇒ h(x+ tv) > 0 =⇒ x+ tv < K,

t ∈ (−ε,0) =⇒ h(x+ tv) < 0 =⇒ x+ tv ∈ K.

Das heißt, eine beliebig kleine Umgebung vonx enthält Punk-
te sowohl ausK als auch aus dem Komplement:x ist Rand-
punkt vonK. �
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BemerkungC2.10. Der Vektor

gradp h∥∥∥gradp h
∥∥∥ ∈ Np(∂K)

heißt äußerer Normaleneinheitsvektorvon K in p, weil er
„nach außen“ zeigt im Sinne, dassp + εv < K. (Der Rand
∂K ist immer orientierbar.)

Ende der Vorlesung 2009 Juli 2

b. Der Metriktensor

Sei M eine Mannigfaltigkeit und seip ∈ M. Als Unter-
raum im euklidischen RaumRn hatTpM den induzierten Ska-
larprodukt〈v,w〉. Es gibt leider keine natürliche Wahl einer
Orthonormalbasis. Wie sieht ein Skalarprodukt bezüglich ei-
ner beliebigen Basis aus? Man benutzt hier die sogenannte
Gram’sche Matrix.

Definition C2.11. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt
〈·, ·〉 und sei{bi : i = 1, . . . , k} eine Basis fürV. DieGram’sche
Matrix bezüglich dieser Basis ist

g := (gi j ), gi j :=
〈
bi ,b j

〉
= g ji .

BemerkungC2.12. Seienv,w ∈ V. Bezüglich der Basis{bi}

schreiben wirv =
∑

vibi undw =
∑

wibi . Aus der Bilinearität
des Skalarproduktes gilt dann

〈v,w〉 =
k∑

i, j=1

viw j gi j .

Definition C2.13. SeiU ⊂ Rk offen und seiϕ : U → M eine
lokale Parametrisierung der MannigfaltigkeitM. Für x ∈ U
sei p := ϕ(x) ∈ M. Bezüglich der Basis der partiellen
Ableitungen∂iϕ(x) hat der ausRn induzierte Skalarprodukt
aufTpM die Gram’sche Matrix

gi j := gi j (x) :=
〈
∂iϕ(x), ∂ jϕ(x)

〉
.

Die Einträge der Matrixg(x) = (gi j ) hängen stetig vonx ab.
Die Abbildungg: U → Rk×k heißt (Riemann’scher)Metrik-
tensorvon M bezüglich der Parametrisierungϕ.

BemerkungC2.14. SeiJxϕ die Jacobimatrix, d.h. die Darstel-
lungsmatrix fürDxϕ bezüglich der Standardbasen fürRk bzw.
Rn. Dann ist der Metriktensor der Produkt vonJxϕ mit der
Transponierten:g(x) = (Jxϕ)T(Jxϕ).

BemerkungC2.15. Sei γ = (γ1, . . . , γk) eine stetig differen-
zierbare Kurveγ : [a,b] → U ⊂ Rk. Dann istϕ ◦ γ eine Kurve
in M. Die Geschwindigkeit dieser Kurve ist

(ϕ ◦ γ)′(t) =
k∑

i=0

γ′i (t)∂iϕ
(
γ(t)
)
.

Deswegen ist die Schnelligkeit die Wurzel aus

∥∥∥(ϕ ◦ γ)′(t)
∥∥∥2 = k∑

i, j=1

γ′i (t)γ
′
j(t) gi j

(
γ(t)
)
.

Die Länge der Kurve ist dann natürlich das Integral dieser
Schnelligkeit.

BemerkungC2.16. Die Idee der Riemann’schen Geometrie
ist, dass man eine Metrik auf einer abstrakten Mannigfaltig-
keit (ohne Einbettung inRn) definieren kann, indem man ei-
ne Metriktensorg auf dem (abstrakten) Tangentenraum fest-
legt. Dieser hat bezüglich eines Koordinatensystems die Form
g(x) = (gi j ). Mit dem Metriktensor kann man Längen von
Kurven usw. ausrechnen.

c. Volumina

SeiV ein Skalarproduktraum. Mit dem Skalarprodukt kann
man nicht nur die Längen der Vektoren und die Winkel dazwi-
schen messen, sonder auch Volumina von Parallelotopen.

Im Rk hat der Einheitswürfel [0,1]k Volumen 1. Nun sei
A: Rk → Rk eine lineare Abbildung. Nach dem Substitutions-
regel hatP := A

(
[0,1]k

)
Volumenλ(P) = |detA|.

Definition C2.17. Sei{b1, . . . ,bk} eine Basis fürV. Die Men-
geP = {

∑
λibi : 0 ≤ λi ≤ 1} ⊂ V heißt das durch{bi} erzeugte

Parallelotop.

Ist {e1, . . . ,ek} eine Orthonormalbasis fürV, dann gibt uns
diese Basis einen IsomorphismusV → Rk von Skalarproduk-
träumen, wobei{ei} auf die Standardbasis abgebildet wird.
Wir benutzen diesen Isomorphismus um den Begriff „Volu-
men“ vomRk auf V zu übertragen. (Dabei merken wir, dass
der Volumen unabhängig von der Wahl der Orthonormalbasis
ist.)

Folgendes Lemma erlaubt uns, Volumina von Parllelotopen
zu berechnen, ohne eine Orthonormalbasis (d.h. einen Isomor-
phismus zuRk) auswählen zu müssen.

Lemma C2.18. Sei {bi} eine Basis für den Skalarproduk-
traum V und sei g= (gi j ) die Gram’sche Matrix dazu.
Das durch{bi} erzeugte Parallelotop hat Volumenvol(P) =√

detg.

Beweis.Sei {e1, . . . ,ek} eine beliebige Orthonormalbasis und
sei A die durchei 7→ bi definierte lineare Abbildung. Nach
Vergleich zum FalleV = Rn gilt vol(P) = |detA|. Es gilt aber
auchg = AT A und deswegen detg = (detA)2. �

C3. Das Integral

Sei M ⊂ Rn einek-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei
f : M → R eine Funktion. Wir wollen das Integral vonf
über M definieren. Das letzte Lemma sollte als Begründung
dazu dienen, welche Formel wir bezüglich einer lokalen Para-
metrisierung benutzen müssen.

Definition C3.1. Seiϕ : U → V ⊂ M eine Parameterisierung
(U ⊂ Rk offen) und seig die Metriktensor fürM bezüglichϕ.
Eine Funktion f : M → R mit f (p) = 0 für p < V heißt
integrierbar über M, falls die Funktion (f ◦ ϕ)

√
detg überU
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integrierbar ist. Wir definieren dann dasIntegral∫
M

f (p) dS(p) :=
∫

U
f (ϕ(x))

√
detg(x) dλ(x).

BemerkungC3.2. Man sagt,dS(ϕ(x)) =
√

detg(x) dλ(x) ist
dask-dimensionale Flächenelement aufM. Tatsächlich defi-
niert diese Formel ein Maß; wir benutzen sie eher nur als Ge-
dächtnisstütze.

BemerkungC3.3. Wir müssen noch zeigen, diese Definition
hängt nicht von der Parametrisierungϕ ab. Seienϕ : U → V
und ϕ̃ : Ũ → Ṽ zwei Parametrisierungen mit∅ , W :=
V ∩ Ṽ ⊂ M. Weil ϕ−1(W) ⊂ U und ϕ̃−1(W) ⊂ Ũ offen sind
(wegen der Stetigkeit vonϕ undϕ̃) dürfen wir annehmen, dass
V = Ṽ = W. Das nächste Lemma sagt, dass die Parameter-
transformation ein DiffeomorphismusU → Ũ ist.

Lemma C3.4. Seienϕ : U → V undϕ̃ : Ũ → V zwei Para-
metrisierungen von V⊂ M. Dann ist

ψ := ϕ−1 ◦ ϕ̃ : Ũ → U

ein Diffeomorphismus.

Beweis.Weil ϕ undϕ̃ Homöomorphismen sind, ist auchψ ein
Homöomorphismus. Wegen der Symmetrie (ψ−1 = ϕ̃−1 ◦ ϕ)
reicht es aus zu zeigen, dassψ stetig differenzierbar ist.

Sei nunp ∈ V. Nach der Definition von Mannigfaltigkeit
gibt es eine UmgebungG ⊂ Rn von p und einen Diffeomor-
phismusΦ : G→ Φ(G) ⊂ Rn mit Φ(M ∩G) ⊂ Rk × {0}. SeiΠ
die ProjektionRn→ Rk. Wir setzen

g := Π ◦ Φ ◦ ϕ : U → Rk.

Weil ϕ eine Immersion ist, ist auchΦ ◦ϕ eine Immersion. Die
ProjektionΠ ist zwar keine Immersion, aufRk × {0} ist sie
aber doch eine Immersion. Deswegen istDg ist injektiv und
damit bijektiv; g ist nach dem Umkehrsatz lokal ein Diffeo-
morphismus. Wegenψ = g−1 ◦ Π ◦ Φ ◦ ϕ̃ folgt, dassψ stetig
differenzierbar ist. �

Jetzt möchten wir die Metriktensoren bezüglich der beiden
Parametrisierungen vergleichen.

Lemma C3.5. Seienϕ : U → V undϕ̃ : Ũ → V zwei Para-
metrisierungen von V⊂ M und sei

ψ = (ψ1, . . . , ψk) = ϕ
−1 ◦ ϕ̃

die Transformation dazwischen. Seien(gi j ) bzw.(g̃i j ) die Me-
triktensoren bezüglichϕ bzw.ϕ̃. Dann gelten

g̃lm =

k∑
i, j=1

(∂lψi)(∂mψ j)gi j , detg̃(x) =
(
detDxψ

)2 detg(ψ(x)).

Beweis.Wegenϕ̃ = ϕ ◦ ψ gilt nach der Kettenregel∂l ϕ̃ =∑
i ∂lψi∂iϕ. Die gewünschten Formeln folgen dann direkt aus

der Definition vongi j . �

Ende der Vorlesung 2009 Juli 7

Korollar C3.6. Das oben definierte Integral ist von der Para-
metrisierung unabhängig.

Beweis.Seienϕ, ϕ̃, ψ, g, g̃ wie im Lemma. Seienh: U → R
und h̃: Ũ → R die Funktionenh = ( f ◦ ϕ)

√
detg und h̃ =

( f ◦ϕ̃)
√

detg̃. Dann gilt nach dem Lemmãh = (h◦ψ) |detDψ|.
Nach der Substitutionsregel gilt deswegen∫

Ũ
h̃ dλ =

∫
U

h dλ. �

Um das Intergral auf allgemeine Funktionen zu erweitern,
benutzen wir eine Zerlegung der Eins.

Definition C3.7. Sei {Uα : α ∈ A} eine offene Überdeckung
eines metrischen RaumesX. Eine dieser Überdeckung unter-
geordneteZerlegung der Einsist eine Familie reeller Funktio-
nenζα : X→ [0,1] mit folgenden Eigenschaften:

1. suppζα ⊂ Uα für jedesα ∈ A,

2. jedesx ∈ X hat eine UmgebungU so, dassζα
∣∣∣
U
≡ 0 für

alleα ausserhalb einer endlichen IndexmengeE ⊂ A,

3.
∑
α∈A

ζα ≡ 1.

Falls die Funktionenζα stetig bzw. integrierbar bzw.· · · sind,
dann heißt die Zerlegung der Eins auchstetigbzw. integrier-
bar bzw. · · · .

BemerkungC3.8. Weil jeder metrische Raum „parakompakt“
ist, gibt es zu jeder offenen Überdeckung{Uα} eine unterge-
ordnete stetige Zerlegung der Eins. Für den FallX = Rn kann
man sogar verlangen, dass die Funktionenζα (beliebig oft)
stetig differenzierbar sind.

BeispielC3.9. Die Wavelet-Basis{Hm
j : j ∈ Zn}, die wir am

Anfang des Semesters benutzten, ist eine stetige Zerlegung
der Eins. (Vgl. A4.5.) Wie wir schon bemerkt haben, kann
man mit einer ähnlichen Konstruktion auch differenzierbare
Zerlegungen bauen.

BemerkungC3.10. SeiM eine Mannigfaltigkeit. Jedesp ∈ M
hat eine UmgebungVp mit einer Parametrisierungϕ : U → V.
Diese Umgebungen ÜberdeckenM. Um der Einfachheit wil-
len, betrachten wir nur den Fall, dass es eine endliche Teil-
überdeckung gibt. (Offensicht stimmt dies z.B. für jedes kom-
pakteM. Es gibt aber Mannigfaltigkeiten – z.B. eine Ebene
mit unendlich vielen Henkeln –, die unendlich viele Parame-
trisierungen brauchen.)

BemerkungC3.11. Für das Integral benutzen wir eine Zerle-
gung der Eins. Diese muss lokal integrierbar sein aber nicht
unbedingt stetig. Sei{Vi : 1 ≤ i ≤ m} eine endliche offe-
ne Überdeckung vonM. Seiζi die charakteristische Funktion
von Vi r

⋃
j<i V j . Dann ist{ζi} eine lokal integrierbare Zerle-

gung der Eins.

Definition C3.12. SeiM eine Mannigfaltigkeit und seien

ϕi : Ui → Vi ⊂ M

Parametrisierungen mit
⋃m

i=1 Vi = M. Sei {ζi} eine der Über-
deckung{Vi} untergeordnete, lokal integrierbare Zerlegung
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der Eins. Eine Funktionf : M → R heißt dannintegrierbar
über M, falls f

∣∣∣
Vi

für jedesi integrierbar ist. DasIntegral ist∫
M

f dS :=
m∑

i=1

∫
M
ζi f dS.

BemerkungC3.13. Für die Funktionenf
∣∣∣
Vi

bzw.ζi f benutzen

wir die erste Definition von Integrierbarkeit überM. Dassf
∣∣∣
Vi

integrierbar ist heißt, dass (f ◦ ϕi)
√

detgi auf Ui integrierbar
ist. Weil ζi ◦ϕi lokal integrierbar und beschränkt ist, folgt, dass
ζi f überM integrierbar ist.

Lemma C3.14.Diese Definition ist von der Überdeckung und
der Zerlegung der Eins unabhängig.

Beweis.Seienϕ̃ j : Ũ j → Ṽ j andere Parametrisierungen (j =
1, . . . , m̃) und sei{ζ̃ j} eine Zerlegung der Eins dazu. Es gilt

m∑
i=1

∫
M
ζi f dS =

m∑
i=1

m̃∑
j=1

∫
M
ζ̃ jζi f dS =

m̃∑
j=1

∫
M
ζ̃ j f dS.

�

Definition C3.15. Eine TeilmengeA ⊂ M heißtintegrierbar,
falls χA integrierbar überM ist. Das Integral

volk(A) :=
∫

A
dS =

∫
M
χA dS

heißt k-dimensionales Volumen(oder k-dimensionaler Flä-
cheninhalt) von A.

BemerkungC3.16. Das Hausdorff-MaßHk wird definiert um
dask-dimensionale Volumen einer beliebigen TeilmengeA ⊂
Rn zu messen. Dies existiert auch fürk < Z. Es gilt z.B. für die
CantormengeC, dass 0< Hk(C) < ∞ nur fürk = log 2/log 3.

BemerkungC3.17. Einen-dimensionale MannigfaltigkeitM
im Rn ist einfach eine offene Teilmenge. Wir können id:U →
U als einzige Parametrisierung wählen. Das Integral überM
als Mannigfaltigkeit ist nichts anderes als das Integral überU
als integrierbare Teilmenge.

BemerkungC3.18. Ist f = ( f1, . . . , fm) eine vektorwertige
Funktion f : M → Rm, dann setzen wir∫

M
f dS :=

(∫
M

f1 dS, . . . ,
∫

M
fm dS

)
.

Für jeden konstanten Vektorv ∈ Rm gilt
〈
v,
∫

f
〉
=
∫
〈v, f 〉.

C4. Der Gauß’sche Integralsatz

Sei K ⊂ U ⊂ Rn ein Kompaktum mit glattem Rand und
sei X : U → Rn ein stetig differenzierbares Vektorfeld, die
man sich z.B. als Strömungsfeld einer Flüssigkeit vorstellt.
Der Durchfluss vonX durch∂K ist∫

∂K
〈X, ν〉 dS,

wobei ν das äußere Normaleneinheitsvektor vonK ist. Die
Divergenz divX wird als Quellendichte interpretiert, d.h.∫

K
div X dλ ist das Gesamteffekt aller Quellen und Senken in-

nerhalb vonK. Der Gauß’sche Integralsatz sagt, dass die bei-
den gleich sind:∫

∂K
〈X, ν〉 dS =

∫
K
div X dλ.

Insbesondere istX genau dann divergenzfrei, wenn der Durch-
fluss durch jede kompakte Hyperfläche∂K Null ist.

Für n = 1 ist dieser Integralsatz nichts anderes als der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Das heißt,
wir betrachten hier eine (andere als die in B7 betrachtete) Er-
weiterung auf höhere Dimensionen. Eine erhebliche Erwei-
terung des Gauß’schen Satzes stellt der allgemeine Satz von
Stokes über Integration von Differentialformen dar. Dieser
sehr grundlegende Ergebnis der Differentialgeometrie wird
wiederum in der geometrischen Maßtheorie erweitert, um sehr
allgemeine nichtglatte Mannigfaltigkeiten zu betrachten.
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Mithilfe einer Zerlegung der Eins werden wir den Beweis
des Gauß’schen Satzes auf zwei Sonderfällen aufbauen.

Weil wir Hyperflächen imRn betrachten, ist es oft nützlich
folgende Koordinaten zu benutzen:

Rn = Rn−1 × R, x = (y, t), y = (x1, . . . , xn−1), t = xn.

Lemma C4.1. Sei U ⊂ Rn offen und sei f∈ Cc(U) stetig
differenzierbar. Dann gilt

∫
U

grad f dλ = 0.

Beweis.Indem wir f durch seine triviale Fortsetzung erset-
zen, dürfen wir annehmenU = Rn. Es reicht aus, die letzte
Komponente∂n f des Gradients zu betrachten. SeiR> 0 groß
genug, dass suppf ⊂ Rn−1 × (−R,R). Für jedesy ∈ Rn−1 gilt
nach dem Hauptsatz∫

R

∂n f (y, t) dt =
∫ R

−R

∂
∂t f (y, t) dt = f (y,R) − f (y,−R) = 0.

Deswegen gilt nach dem Satz von Fubini (bzw. der Definition
des Integrals für stetige Funktionen), dass∫

Rn
∂n f (x) dλ(x) =

∫
Rn−1

∫
R

∂n f (y, t) dt dλ(y)

=

∫
Rn−1

0dλ(y) = 0. �

Korollar C4.2. Sei X: Rn → Rn ein stetig differenzierbares
Vektorfeld mit kompaktem Träger. Dann gilt

∫
Rndiv X dλ = 0.

Beweis.Wir schreiben divX =
∑
∂iXi und wenden das Lem-

ma auf jede KomponenteXi an; insbes. gilt 0=
∫
∂iXi . �

Lemma C4.3. Sei U ∈ Rn−1 offen und I= (a,b) ein offenes
Intervall. Der Produkt V:= U × I ist offen imRn. Sei

M :=
{
(y, t) ∈ V : t = h(y)

}
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der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion h: U → I
und sei

E =
{
(y, t) ∈ V : t ≥ h(y)

}
der sogenannteEpigraph. Für jede stetig differenzierbare
Funktion f ∈ Cc(V) gilt∫

E
grad f dλ =

∫
M

f ν dS,

wobeiν der äußere Normaleneinheitsvektor ist.

Beweis.Die MannigfaltigkeitM wird durchϕ : y 7→
(
y,h(y)

)
parametrisiert und ist auch die Niveaumenge

{
(y, t) : h(y)− t =

0
}
. Das heißt, (gradh,−1) ist ein Normalenvektor. Mits(y) :=√
1+ ‖gradh‖2 gilt ν = 1

s(y) (gradh,−1). Für den Metriktensor

bezüglichϕ gilt
√

detg = s(y).
Wir betrachten die Integralformel komponentenweise, zu-

nächst die letzte Komponente. Nach dem Hauptsatz gilt∫ b

h(y)
∂n f (y, t) dt = 0− f

(
y,h(y)

)
= − f

(
ϕ(y)
)

für jedesy ∈ U. Wegenνn = −1/√detg gilt dann∫
E
∂n f dλ(x) =

∫
U
− f
(
ϕ(y)
)
dλ(y) =

∫
M

f νn dS.

Nun sei 1≤ i ≤ n− 1. Wir definierenF : V → R durch

F(y, t) :=
∫ b

t
f (y, τ) dτ.

Es gelten∂nF = − f und

∂iF(y, t) =
∫ b

t
∂i f (y, τ) dτ.

Wir betrachten nun die FunktionG = F ◦ ϕ : U → R, d.h.,
G(y) = F

(
y,h(y)

)
. Nach der Kettenregel gilt

∂iG(y) =
∫ b

h(y)
∂i f (y, τ) dτ − f

(
ϕ(y)
)
∂ih(y).

Nach dem ersten Lemma gilt aber
∫

U
∂iG dλ = 0, weilG kom-

pakten Träger inU hat. Deswegen erhalten wir∫
E
∂i f dλ(x) =

∫
U

(∫ b

h(y)
∂i f (y, τ) dτ

)
dλ(y)

=

∫
U

f
(
ϕ(y)
)
∂ih(y) dλ(y) =

∫
M

f νi dS. �

Satz C4.4 (Gauß’scher Integralsatz).Sei K ⊂ U ⊂ Rn ein
Kompaktum mit glattem Rand und sei X: U → Rn ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt∫

∂K
〈X, ν〉 dS =

∫
K
div X dλ,

wobeiν das äußere Normaleneinheitsvektor von K ist.

Beweis.Weil die kompakte Mannigfaltigkeit∂K lokal bei je-
dem Punkt als Graphen dargestellt werden kann (C1.6) kön-
nen wir eine endliche offene Überdeckung

m⋃
j=1

V j ⊃ ∂K

so finden, dassV j (nach Umordnung bzw. Vorzeichenwech-
sel der Koordinaten) die Form aus dem letzten Lemma hat.
D.h., V j = U × (a,b) und es gibt eine stetig differenzierbare
Funktionh: U → (a,b) mit

K ∩ U j =
{
(y, t) ∈ U j : t ≥ h(y)

}
.

Mit V0 := K r ∂K ist
{
V j : j = 0, . . . ,m

}
dann eine endliche

offene Überdeckung vonK. Nun sei{ζ j} eine zu{V j} unterge-
ordnete stetig differenzierbare Zerlegung der Eins. (Vgl. C3.8,
C3.9.)

Weil die gewünschte Formel linear inX ist, reicht es aus,
die Formel für jedesζ jX zu beweisen, d.h. für ein stetig dif-
ferenzierbares Vektorfeld (das wir jetztX nennen) mit Träger
in V j .

Im Falle j = 0 ist der Durchfluss Null; die Formel folgt
direkt aus dem Korollar zum ersten Lemma.

Im Falle j > 0 wenden wir das zweite Lemma auf jede
KomponenteXi an. Es gilt insbesondere∫

K
∂iXi dλ =

∫
∂K

Xiνi dS.

Die Summe überi = 1, . . . ,n ist die Gauß’sche Formel. �

Korollar C4.5 (Green’sche Formel). Seien K⊂ U und ν
wie im Satz. Seien f,g: U → R zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt∫

K

(
f∆g− g∆ f

)
dλ =

∫
∂K

(
f∂νg− g∂ν f

)
dS.

Beweis.Wir wenden den Satz auf das Vektorfeld

X := f gradg− ggrad f

an. Details als Aufgabe. �
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