Lineare Algebra 11

Kapitel 7 Euklidische u. unitare Vektorraume

1. Bilinearform

Sei K ein Korper und V ein K-VR.

Definition 1.1

Eine Abbildung f : V x V — K heifit_K-Bilinearform, falls
flax + By, z) = af(z,2) + Bf(y,z) Ya,B € K,Vr,y,2 €V
flx,ay + Bz) = af(zx,y) + Bf(x,2) Va,B € K,Vz,y,z€V

Falls gilt: f(z,y) = f(y,x) Vx,y € V so heifit f symmetrisch.

Die Bilinearform f heifit reflexiv, falls
Vu,v e Vi f(u,v) =0 <= f(v,u) =0

Beispiel (Standardskalarprodukt)

Sei K beliebig und V = K™, n € N.
Uy U1

Firu= | : o= | : setze f(u,v) :==u" - v = ugv; + U + ... + uyv,
Up, Up,

Offenbar ist f bilinear und symmetrisch.

Sei u # 0. Ohne Einschrankung sein u; # 0.

Zeige: Ex v € V mit f(u,v) # 0.

Wabhle vq, vs, ...,v,, € K. Setze x := ugvy + ... + upv, € K
und vy = (1 — 2)u;!

= f(u,v) = uvy + Uugvo + ... F Uy = ugvy + = u (1 —2)u; 2 =1#0

Definition 1.2
Eine symmetrische Bilinearform f.V x V — K heifit ausgeartet, falls ex.

u# 0 mit f(u,v) =0Yv eV



Skalarprodukt = nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform.

2. Das euklidische Skalarprodukt

Definition 2.1
Im Fall K = R heifit das Standardskalarprodukt auch euklidisches
Skalaprodukt(SKP)

Notation: (u,v) := uv = uvy + ... + Uy v,

Proposotion 2.2

Das euklidische SKP auf R” ist R-linear, symmetrisch und positiv definit,

d.h. es gilt: (u,u) >0 Vu € R"und (u,u) >0 falls u # 0

Definition 2.3
Die euklidiche Norm eines Vektors v € R" ist definiert als

ol = V/{v,v) = /vf + ...+ 0}

3. Das hermitesche Skalarprodukt auf C”

Beispiel 3.1
Sei f: C? x C? — C Standard SKP.
f((L4), (L) =12+ =0

Die komplexe Konjugation
CoC:z=x+iy—2z:=2—1iy

ist ein Korperautomorphismus von C.

z,w e C

e 2 t+tw=Z+4+w
e ITW=7Z-W
e bijektiv



Zusétzlich: involution: (Z) = z

Komplexe Zahlen lassen sich als Paare reeller Zahlen auffassen. Daher

haben Vektoren aus C" auch euklidische Lange.
2| =z +iy| = [z, 9)| = Va2 + 4?2 = /(z +iy)(z —iy) = Vz - Z

Wir setzen die Konjugation fort auf C”
uy

C"—-=C":ur—u=

Definition 3.2
Das hermitesche SKP auf C" ist definiert durch
z,w € C (x,y) == 2" Y= 2191 + ... + T0Tn

Proposition 3.3
Das hermitesche SKP auf C™ ist semi-bilinear, d.h.
a,feC, z, 2, ww eC”
(%) {< az + B2, w >= afz,w) + Bz, w)

(z,aw + pw') = a(z,w) + F(z,w')
() (z,w) = (w,2) = (reflexiv)
(5 *){(z, z) > 0 (insbesondere reell)

(z,2z) >0 falls 2 £ 0

Bemerkung 3.4
eine reflexive, nicht ausgeartete(*) Semi-Bilinearform heifit auch
Skalarprodukt.

(*) <= :Yu#03v: f(u,v) #0 (und f(v,u) #0)

4. Euklidische und unitare Raume

Definition 4.1



Sei V' ein R-VR mit einer symmetrischen, positiv definiten
R — Bilinearform (-,-) : V- x V' — R. Dann heifit (V] (,-))

euklidischer Raum.

Definition 4.2
Sei V' ein C-VR mit einer hermiteschen, positiv definiten
C-Semi-Bilinearform (-,-) : V' x V' — C. Dann heiit (V, (-,-))

unitiarer Raum.

Beispiel 4.3
Sei V euklidischer Raum und W < V Unterraum von V'
= (W, {(-,-) | W x W) euklidisch. (analog fii unitdre Raume)

Sei (V, (-,-)) unitdrer Raum. Insbesondere ist V' ein C-VR mit
komplexer Skalarmultiplikation: C x V' — V : (A\,v) — Av

Diese lasst sich einschranken auf reelle Skalare:
RxV —=V:A\v)—

Man erhélt einen reellen Vektorraum, Vi (der doppelten Dimension)

Definiere (-,-) : Vg x Vg = R : (v, w) := Re(v,w) = %((v,w) + (v,w))

= 5((v,w) + (w,v))

Diese Abbildung ist eine symmetrische, positiv definite R-Bilinearform,
d.h. (Vg, (+,-)) ist ein euklidischer Raum

Definition 4.4
Sei (V, (-, -)) euklidischer oder unitdrer Raum. Dann definiert
lv]| := +/(v,v) die Norm (oder Lénge) von V.

Zwei Vektoren v, w € V heilen orthogonal, falls (v, w) =0 = (w,v).

Man schreibt v L w. Vektoren der Norm 1 heiflen Einheitsvektoren.

Reflexivitat von (-,-) = Orthogonalitétsrelation symmetrisch.



Koeffizientenkorper: K
V euklidisch: K =R
V unitar: K=C

Bemerkung 4.5
Fiir ein Skalar a € K und v € V' gilt:

[l wf} = e f|v]]

Bemerkung 4.6

es gelten die Polarisierungsidentitaten:
(i) euklidisch: (z,y) = § (& +y[* - = = y[)
(i) wnitéir: (z,y) = § (|2 +yl* = o = ylI* +ille +ay)” = o - iy]*)

5. Geometrische Eigenschaften

Satz 5.1 (Cauchy-Schwarz)
Fiie 2,y € V gilt [(z,y)| < l=[| - |yl

Beweis: Da a +— a? als Abb. von Rs in sich monoton ist, geniigt es

(@, y)(x,y) = (z,y) - (y,x) < (z,2) - (y,y) zu zeigen:
Falll: y = 0 (klar)

Fall2: y # 0 = (y,y) > 0. Setze v := Exy; = 0<(zx—9yy,x—yy)

Y,z

= (z,7) — (z,7y) — (vy, ) + (yW,7Y)
= (z,z) =¥z, y) — (Y, ) + 77y, v)

Definition 5.2



Zu z,y € V\ {0} sei der Winkel 7 € [0, 7] definiert durch

 Relew) B
o8y = oy € [P 1]

Bemerkung 5.3

Cauchy-Schwarz = —1 < % <1
Damit ist v € [0, 7] eindeutig festgelegt.

Insbesondere: z Ly <= (1,y) =0 <= v=73

Satz 5.4(Pythagoras)

Fir z,y € V mit z Ly ist |z 4+ y|* = ||z|* + ||y|I*

Beweis: Sei z Ly = (2,9) =0=(y,2)= |z +y|° =z +y,z +y)
= (z,2)+(y.2) + (x.9) + (y,9) = |2|I” + |ly]*

([

6. Metrische Raume

Definition 6.1

Sei M beliebige Menge. Eine Abbildung

0: M x M — R

mit: 0(x,y) =0(y,z) Yo,y € M (symmetrie)
d(z,y) =0 <= z =y (definitheit)

§(x,z) < 0(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)
heifit Metrik auf M. (M, ¢) heifit metrischer Raum.

Satz 6.2
Sei (V, (-, -)) ein euklidischer oder unitédrer Raum. Dann definiert

dz,y) = ||z —y|| = V/{r — y,z — y) eine Metrik auf V.

Proposition 6.3

Sei (V, (-,-)) ein euklidischer bzw. unitdrer Raum. Dann gilt: Vz,y € V
i) o +yll = llzll +[lyll <= exeina€Rxp:ar =y

i) [(z,y)| = ||z] - |ly]| <= 2 und y linear abhéngig



Beweis: UA

Lemma 6.4

Sei (V, (-, -)) euklidisch mit Metrik 6. Vz,y € V' : 3lm,,, € V mit
0(x, May) = 0(y, May) = 50(z,y).

Beweis: UA

Proposition 6.5
Sei (V, (-, -)) euklidisch mit Metrik 6. Eine Abbildung ¢ : V' — V mit
©(0) =0 und 6(p(x), p(y)) = 0(x,y) Va,y € V ist linear.

7. Weitere Beispiele

(1) Sei K ein belibiger Kérper und f eine K-Bilinearform auf dem K-VR V.

Wir setzen voraus, dass die Dimension von V' endlich ist.(dimg (V) < 00)

Sei B = (v, vy, ... ,v,) Basis von V.
Definiere Matrix [f]5 = (f), ; € K™ durch f; == f(vi, v)).

Z‘i

Fir alle u,v € V gilt:

- ) - ol = Fu,) (9

weil f bilinear ist. Die Matrix [f], ist symmetrisch, d.h. [f]5 = [f]s
falls f symmetrisch ist, Umgekehrt definiert jede symmetrische Matrix
M € K™ vie (*) eine symmetrische Bilinearform auf K™.

f ist nicht ausgeartet <= det[f]z # 0

Beispiel 7.1

H = ((1) (1) > € K**? definiert symmetrische K-Bilinearform %k auf K? durch

(1, uz) (f . ) (5; ) — (uz,u1) - (2 ) = uyvy + w10y = h(u,v)



Speziel: K =R {h(v,v)|v € R’} = R (nicht ausgeartet)

(C (1) e r-
(()0)) -0
(()0)) -

h(au, au) = a?h(u,u), a € Rsg

Beispiel 7.2

Fiir m,n € N definiert die reelle Diagonalmatrix (nicht ausgeartet)

diag(1,1,...,1,~1,~1,..., 1)
m mal n?ITal

eine symmetrische Bilinearform auf R™*"

(W, v) = w1 + oo+ UV — Ut 1Umt1 — oo — U Umen
ist postiv definit <= n =0

ist negativ definit <= m =10

Analoges gilt fiir K = C und hermitesche Semi-Bilinearformen.
Eine Matrix M € C™*" heiit hermitesch, falls M = M. Jede
hermitesche Matrix M definiert eine hermitesche Semi-Bilinearform:
fu(u,v) :==u" - M -v, dann: fy(v,u) =0"-M-u=1u"- M"-v

ﬂtr_M.@:utr'M'@:fM(U/’U)

(2) Bilinearform(en) auf Funktionen.

Sei V' = CJ0, 1] die Menge der stetigen Funktionen
f:10,1] — R Via

(f +9)(x) = fx) +g(z) Ve e[0,1]

und (Af)(z) = A[f(z)] VAeER

ist (V,4+,-) ein R-VR

Setze (f, g) : ff r)dx € R

Eigenschaften: symmetrlsch, weil Multiplikation in R kommutativ.

R-Bilinear wegen bekannte Rechenregeln fiir Integrale.



Proposition 7.4
Das Paar (C[0,1], (-, -)) ist ein euklidischer Raum.

Beweis: Zu zeigen‘ (-,-) positiv definit. Sei f € C[0, 1] beliebig.

ff2 Ydx >0 f2:00,1] 5 Rsg : z+— [f(x)]?

Mit f ist auch f? stetig. Damit folgt aus (f, f) =0 = ff2 dXA:> f2=0

= f=0

Bemerkung 7.5
Es folgt Cauchy-Schwarz etc.

Die zugehorige Norm || f|| = +/(f f f?(z)dx ist ein spezialfall von

1
171, = A/ [If(z)dx|p fir 1<p<oo L —Norm auf V.
0

8. Orthonormalbasen

Sei (V, (-,-)) ein euklidischer oder unitdrer Raum. Der Fall dimgV = oo

ist zugelassen.

Definition 8.1

Eine Familie O = (v, vg, ..., v,) in V' \ {0} heifit Orthogonalsystem falls
v; L, fiur alle ¢ # j

falls zusétzlich ||v;]] =1 Vi A(v;,vj) = 0 so heifit O

Orthonormalsystem.

Ein Orthonormalsystem, das V' linear erzeugt, heifit Orthonormalbasis von
V (ONB)




10

Lemma 8.2
Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhéngig.

Beweis: Sei (vy, ..., v,) Orthogonalsystem. Angenommen es ex.

A1y A2y oo s Ay € Kmit " Nv; = 0 dann gilt Vi € {1,2,...,m} :
i=1
#0

—
<Z)\ UZ,Uk> Z)\ <UZ,Uk> = /\k<vk,vk> =M\=0
=Ve{l,..,k}:v#0={(vi,v) = vl #0

= v Vg, ..., ——wv. ) ONB von ling(vy, ... ,v
(Ilvlll 1’Hv2|| 25 Jogll k) w(V1, oo s vg)

Toa Vi ||Uz|| =1

”Uz "Uz ‘

Beispiel 8.3
(i) Die Standardbasis von R" bzw. C™ sond ONB.

(ii) Fir beliebige v € R ist ((Cf)s7 ), <_Silw )) eine ONB von R? :

siny cosy

cosy —sinvy _ . . o
< (sinfy ) ) < cosy ) > = —cosysiny + sinycosy = 0

' <C987 ) H = cos?y +sin’y =1

sinvy

Bemerkung 8.4 (Koordinaten bzgl Orthogonalbasis)
Sei (by,bo, ..., b,) eine ONB von V' (= dimgV-)
Dann lasst sich ein beliebiger Vektor v € V' eindeutig darstellen

als v =Y \b; fir \; e K

=1

S (0,b) = <2Akbk,bi> S Ao b = Al b = A,
k=1 k=1

Beispiel 8.5
Betrachte ONB

™ 3 T
COS» —S1n -+
A, i aus R?
SIHZ COSZ



9. Trigonometrische Funktionen

1

vV =Cl0,1], {f,9) = {f($)g($)dx

Lemma 9.1 Fir m,n € N gilt:

1 0, firm #n
[sin(2rma) - sin(2rnz)dx = ¢ 3.firm=n>0
0 0, firm=n=20

Beweis: Wir betrachten m # n. Partielle Integration liefert:

} dx = L (Sin@ﬂ(m*n)w) _ Sin(Qﬂ(ern)x))
0 e

m—n m-+n

1
=0-0=0
0

1 1 , 1
[sin*(0)dx =0, Fiir m > 0: [sin?(2rmaz)dx= 2mma—sin(2rma)cos(2rma)
0

0 4d™m 0

_ 2mmzx __ 1

4mm 2

Lemma 9.2
1

Fiir m,n € N gilt [sin(2rma)cos(2rnz)dx = 0
0

Lemma 9.3

Fir m,n € N gilt:

1 0, firm #n
[cos(2rma)cos(2mnz)dx = < 5, firm=n >0

1
2
0 1, firm=n=0

11
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Aus 9.1 bis 9.3 folgt:

Proposition 9.4

Die Funktion vg, vy, v9, ... , w1, wa, ... mit

vg(x) = cos(2mkz), wy(x) = sin(2rkx)

fiir k£ € N bilden ein Orthogonalsystem in CJ0, 1]

Durch Skalieren mit /2 erhilt man ein Orthonormalsystem:
’(76 = ’007171 = \/5’[]1,’[)3 = \/§U2, ,ﬂ)\I = \/le,

Definition 9.5
Der Lineare Teilraum 7,, = ling(vg, vy, ... , w1, ...) in C[0, 1]

heifit Raum der trigonometrischen Polynome vom Grad n <1

Die Elemente von 7,, bestehen aus Linearkombinationen
T = agvo + > (agvy + Brwy), d.h.
k=1

T(x)=ap+ zn: (agcos(2mkx) + Prsin(2mk))
k=1

10. Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt

Sei (V, (-, -)) euklidisch oder unitér. Sei (by, ..., b,) eine linear
unabhéngige Familie in V. Setze U := ling (b1, ... , by).

Ziel: Konstruiere eine ONB von U.

Dazu: u; := by und vy := —
Ug ‘= b2 — <b2,1)1>'l]1 Vo = 7

Usg = b3 - <b3,U1>U1 - <b3,’l)2>’02 Uk “= Turll

n—1

U = by — 3 (bn, v3);

=1



Satz 10.1  Die Familie (vy, ..., v,,) ist eine Orthonormalbasis von
U= hl’lK(bl, ceny bk) Vk = 1, e,

Beweis: Induktionsbeweis uber k.

IA: Fir k=11ist v = eine Orthonormalbasis von ling (b;)

Hb Il
k
Induktionsschritt: Sei ugy1 = bgr1 — D (brs1, vi)vi (%)

i=1

Da by1 € ling (b, ..., be) = ling(vr, ..., vp) ist sy # 0

und wir konnen vg,q = Hu—+H definieren.

Nach (*) gilt w1 € ling(vq, ... , Vg, bry1) = ling (b1, ... , b).
k

Stellt man (*) um, so erhdlt man by, 1 = ugy1 + Y (bgs1, v5)v; und
i=1

damit ist by, € ling (v, ... , Vg, Ugy1) = ling (vy, ..., Vkt1)

Also gilt ling (by, ... , bgr1) = ling (v, ..o, Vgy1)-

Daraus folgt, dass (vy, ... ,vg+1) eine Basis von ling (b, ..., bgi1)
weil dim ling (by, ... , bgy1) =k + 1

Nach IV gllt <'Ui,1)j> = 5ij fr ’l,j € {1, ,k}

Fir ug4q gilt:

k
(Ukg1,v5) = <bk+l - Z<bk+1/"j>7’j7""i>

J=1

= (breyrs v0) = D2 (bryr, v3) {0y, vi)

J:

k
= (bp+1,0i) — Z<bk+1’vﬂ> i

Jj=
= <bk+17 Uz> <b/€+17 U2> =0

—_

Fir vy, = ”ZZE” gilt dann:

N = Mktl Sy = 1 P
<Uk+1>Uz> <Huk+1ll’vl> Tunsl <uk+1avz> 0
O

Korollar 10.2

Jeder endlich dimensionale Teilraum besitzt eine Orthonormalbasis

13
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11. Orthogonale Teilraume

Definition 11.1
Sei V ein euklidischer bzw. unitarer VR und M C V. Dann ist
Mt ={veV|{v,m)=0Vme M}

das orthogonale Komplement von M, bzw. der zu M orthogonale Teilraum.

Lemma 11.2
M+ ist ein UVR von V.

Beweis: v/

Lemma 11.3

Seien A, B C V. Dann gilt:
i) AC B= B+ C At

ii) AC Bt < BC At
iii) AC (AY)"

iv) AL = ((AL)L)L

Beweis: i) Sei v € B+, d.h. (v,b) =0Vb e B

Da A C B ist, gilt insbesondere (v,a) =0Va € AC B

zu i) =" Sei b € B. Dan gilt (a,b) = 0Va € A,

da A C Bt. Da (.,.) symmetrisch ist gilt: (b,a) = 0Va € A, also
be At = B C At

7<«<" folg aus =" per Symmetrie.

Bemerkung 11.4
Betrachte den endlich dimensionalen Spzialfall V' = K" mit
Standardskalarprodukt.
Sei a € V. Dann ist {a}" = {v € K" | (a,v) = 0}
a1 U1
Fira= | : undv = | 1 |, a;,v; € K fiir alle ¢

Gn Un

Dann ist (a,v) = a1v; + ... + a,v, = 0 d.h. v ist die Losung einer
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homogenen linearen Gleichung.

Fiir a # 0 ist {a}L eine lineare Hyperebene. Sind a,b, ¢, ... € K", dann
ist {a,b,¢,..}" = {a} N{b}"N{c}" N... die Lésung des homogenen
linearen Gleichungssystems.

(a,v) =0, (b,v) =0,{c,v) =0,...

Lemma 11.5

Sei {ay,...,a} C V und U = ling{ay, ... ,ax}. Dann gilt
Ut ={ay,...,a5}"

Beweis: "C” folgt aus Lemma 11.3.(1) mit {ay,...,ax} CU
= U+ C{ay, ... ,ak}L.

727 Seiu € U. Da U = ling{ay, ... ,ax} ist, existieren \; € K

k

i=1

Sei v € {ay,...,a;}". Dann gilt

(v,u) = <Ué)\a> - éxw: 0

Also liegt v € v Vu € U und damit in U+,

Satz 11.6
Sei U <V endlich dimensionaler UVR von V und (uy, ... , ug)
eine Orthonormalbasis von U.
Fiir die Abbildung
k
V= Vo (v,u)u
i=1

(2

gelten folgende Eigenschaften:
i) 7 ist linear

ii) m(v) € U fir allev € V

i) m(u) = u Yu € U

w)momw =

v) img(7) = U und ker(r) = U+
vi)v — m(u) € Ut Vo



vii) ||lv —7(v)|| < ||lv —ul| Vv € V und Vu € U
Gleichheit gilt nur fir v = 7(v)

Beweis:

i) Vi:m(u) = >, (wi,u)  uj =1
j=1 S
(1 fiiri = j
| Osonst

7 heifit orthogonal Projektion auf U.

Bemerkung 11.7
7 hangt nicht von nicht von der gewahlten ONB ab.

12. Fouriertransformation

Sei 7, : C[0,1] — 7, die orthogonale Projekton vom Raum aller
stetigen Funktionen auf die trigonometrischen Polynome vom Grad < n.
Aus 11.6 folgt, dass 7,(f) die beste Approximation von f € C[0,1] durch

durch trigonometrische Polynome vom Grad < n ist bzgl (. ,.).

Bs gilt: m,(f) = (f, %) + kg (F. 50) 5 + (f W) o)

=ap+ Zn: (agcos(2mka) + Prsin(2mkx))
k=1
mit o = }f(a:)dx
0
1

ar = V2 [ f(x)cos(2rkr)dx k> 1
0

und Gy = ﬂ}f(x)sin(%rkm)dx k>1
0

Die Koefhizienten «;, 3; heiflen Fourierkoeffizienten von f.

Die unendliche Reihe ag + > (agcos(2mka) + Bisin(2wkx)) heifdt
k=1

Fourierreihe von f.
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Satz 12.2 (ohne Beweis)
Falls f zweimal stetig differenzierbar ist und periodisch, dann konvergiert

die Fourierreihe von f gleichmaflig gegen f.

f periodisch: f(0) = f(1) A f'(0) = f'(1) A f7(0) = f"(1)

13. Summen in Vektorraumen

Innere direkte Summen von Teilraumen

Sei V' ein (moglicherweise undendlich dimensionaler) VR iiber K

Definition 13.1
Fiir beliebige Teilmengen A, B C V heifit
A+B:={a+bla€ A bec B}

die Minkowski-Summen von A und B.

Lemma 13.2

Falls A und B Teilrdume sind, so auch A + B.

Beweis: Seien a +b,a’ +b € A+ B,\,u € K

= AMa+b)+pla +V)=Aa+pd)+Nb+pb) € A+ B

€A €B

Beispiel 13.3 K =R,V = R? Betrachte

0@l 1O O

Definition(Wdh.) [z,y]:=={Az+(1-Ny|0< A <1}

Konvexe Hiille von z und y (Verbindungsstrecke)
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Lemma 13.4

Seien A, B <V endlich dimensionale Teilraume

= dimg (A + B) = dimg A + dimg B — dimg (AN B)

Beweis: Sei (cy, ..., ¢x) Basis von AN B. Aus dem Basisergénzungssatz,
folgt: Jay,...,am € A,by,.... ., b, € B mit (ay,...,am,c1, ..., ) ist

Basis von A und (b, ... , by, ¢1, ..., ¢x) ist Basis von B.

= (ay, .., Ay, b1, ..., by, €1, ..., ¢k) ist dann Basis von A + B.

= dimg(A+B)=m+n+k=(m+k)+(n+k)—k

= dimg A + dimg B — dimg (AN B)

Definition 13.5

Seinen A, B <V Teilraume mit AN B = 0.

Dann heifit die Summe A 4+ B auch innere direkte Summe
von A und B in V. Wir schreiben: A ® B.

Bemerkung 13.6
dimg (A @ B) = dimg (A) + dimg (B).

Aufere direkte Summen von Vektorrdume

Seien V, W Vektorraume tiber dem selben Korper K.
Dann ist das Kartesische Produkt V- x W = {(v,w) |v € V;w € W}

mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation ein K — VR.

Fir V x W ist auch der Begriff duflere direkte Summe {iblich, denn:
V' x {0} und {0} x W sind zu V' bzw. W isomorphe Teilrdume von
V x W, und es gilt:

(Vx{0}) + ({0} x W) =V x W

i o/

Vv vV
<VxW <VXW

Bemerkung/Warnung
Auch fur auflere direkte Summe schreiben wir 7 @”

Unterscheidung innere/duflere Summe aus dem Kontext!



Seien f:V xV — Kund g: W x W — K beides K-Bilinearformen auf
V bzw. W.
Dannist fdg: (VW) x (Ve W):((v,w),(v,w))— flv,v )+ g(w,w)

Lemma 13.7
Sind f und g beide symmetrisch/nicht ausgeartet, dann ist auch

f @ g symmetrisch/nicht ausgeartet.

Beweis: z.b. seien f und g beide symmetrisch h = f @ g

F,) = F(,0), glw, w) = gw',w)

d.h. h((v, W), (v,w)) = f(',v) + g(w',w) = f(v,v") + g(w,w’)
= h((v,w), (V")) Yo, v" € V,w,w' € W.

O

Analoges gilt fiir (komplexe) Semi-Bilinearform:

fiir endlich-dimensionale gilt Folgendes:

Seien B = (by, ... ,by) und C = (cq, ..., ¢,) Basen von V
bzw. W. Dann ist

(B,C) := ((b1,0), (b,0), ..., (b, 0),(0,¢1),...,(0,¢,))
eine Basis der direkten Summe V & W.

Lemma 13.8 Fir A= [f]; € K™ und B = [g], € K™ ist

A 0 m-rnXm-rn
[f@g](&c):(() B)GK +nxm+

Beweis: f @g((blv()) ) (bj70)) = f(bub]) + 9(070) = f(bwb]) = Qi
f S g(<bl70) ) (O7Cj)) = f(liléo + g<0:700j> =0

0

Beispiel 13.9
Fiir das Standard SKP f: K™ x K" — K gilt:
f= \(1) e1l)e...d (1)/

n—mal

AeK
(A):K'x K': (z,y) — A-x-y
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Beispiel 13.10
Fiir die Bilinearform f,, ,, auf R™*" gilt

fom :\(1) e1)®..d (1)/@\(—1) ®...e(—1)

S

TV TV
n mal m mal

Orthogonale Summen in euklidischen oder unitiren Raumen

Sei (V,(.,.)) eunklidischer oder unitdrer Raum.

Proposition 13.11

Sei U <V endlich dimensionaler Teilraum. Dann gilt
V =U @ U™* (als innere direkte Summe)

Falls dimgV < o0, so ist dimgl*+ = dimgV — dimgU.

Beweis: Es gilt U NU* = 0, weil {.,.) positiv definit ist.
Wir zeigen nun V = U + U+,

Sei m die orthogonale Projektion von V' auf U,

aus Satz 11.6 7(u) € U und v — 7(u) € U+

=V = We(zij) + (v —LZ(U))

O

Korollar 13.12
Sei U < V endlichdim. Teilraum. Dann gilt (UL)" = U

Beweis: Es gilt stetstd C (Z/IL l CAus 13.11: V =UU =

@n @)+ (utn @)’

=U+0=U

14. Orthogonale und unitare Abbildungen

Sei (V, (., .)) euklidischoder unitér.

@) =

20
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Definition 14.1
Eine lineare Abbildung ¢ : V' — V heit (im euklidischen/unitéren Fall)
orthogonal /unitér, falls Va,y € V : (g(x),g(y)) = (x,y) .

Orthogonale bzw. unitare Abbildungen respektieren die
Langenfunktion (Norm) die Abstandsfunktion und Winkel,
da diese durch das Skalarprodukt ausgedriickt werden.

Lemma 14.2

Jede orthogonale oder unitare lineare Abbildung ist injektiv.
Beweis: Sei g : V' — V linear, aber nicht injektiv.

=exx €V \{0}:g9(x)=0

=(9(x), g(x)) =0 A{z,z) >0

Widerspruch

Definition 14.3
Eine bijektive orthogonale lineare Abbildung heif3t

orthogonale Transformation (analog fiir unitéar)

Definition 14.4

Wir bezeichnen(im euklidischen Fall) mit

O(V) :={g € GL(V) | g orthogonal }

die orthogonale Gruppe auf V und(im unitéren Fall) mit
U(V):={g € GL(V) | g unitér}

die unitére Gruppe auf (V, (.,.))

Fall dimgV < oo = jede orthogonale bzw. unitare

lineare Abbildung ist bijektiv, also eine Transformation.

Bemerkung 14.5
Es ist zu zeigen, dass O(V') und U (V') tatséchlich Untergruppen
von GL(V') sind.



Beispiel 14.6

Sei (V,(.,.)) euklidisch. Dann ist das Skalarprodukt
bilinear und symmetrisch.

Fir a € V'\ {0} ist

(a,"): V—->R:z (a,z)

eine Linearform d.h. ein Element aus Homg(V,R).

Die Abbildung

sa:V—>V:x»—>x—2<“’z>

(a,a)

heifit Spiegelung an der linearen Hyperebene ker(a, -).
Offenbar ist s, linear. Es gilt Vz,y € V

(o). 5a) = (= 265 - 00~ 2238 -a)

= (@9) =22 - (a,) 2088 - (0, 2) + 4258 (0,0)

(a,a) (a,a) (a,a)

- a

= (z,y)

Es gilt: s,(2) =2 <= (a,2) =0 <= z € ker(a, )
Zusatzlich ist Vo € V/

Sa(84()) = 54 (:v — 9faz) a) o _glen) 9

(a,a) (a,a)

<a,x—2 {a,2) -a>

(a,a)
<ava>

::13—222’3 -a—2%-a+4—£gé {a,a)-a=ux
D.h. s, ist eine Involution, insbesondere ist s, bijektiv,

also eine orthogonale Transformation.
im Folgenden Sei V' endlich dimensional.

Bemerkung 14.7
Aus Satz 6.5 und den Polarisierungsidentitéiten 4.6 folgt, dass

jede Isometrie auf R™ einer orthogonale Transformation ist.

Proposition 14.8

Sei (v1, vz, ... ,v,) eine ONB von V. Eine Lineare Abbildung
gV — V ist genau dann orthogonal (bzw. unitér), wenn
(g(v1),9(ve), ..., g(v,)) ONB von V ist.

- a
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- o [1firi=
Beweis: Nach Vor. (v;,v;) =0, ; = { 0 sonst
Sei g orthogonal(bzw. unitéir) = (g(v;), g(v;)) = (v, vj) = ;4

= (g(v1), ..., g(v,)) ONB

Umgekehrt seien © = > \jv; ,y =
i=1

7

wiv; €V beliebig.
=1

)

= ). at0) = (oS ).o( S ) ) = (Enatw), Sra(w)

= DAl (9(vi), g(v;)) = 2oNift;0i5 = 2o Nift; (i, v5)
,] 2,] 2Y)

= <Z:1)\’vaa Z:l:ulvz> = <xuy>
O]

SL(V) :={g € GL(V) | det(g) = 1} ist eine Untergruppe von GL(V)

die spezielle lineare Gruppe.

Definition 14.9

Wir bezeichnen (im euklidischen Fall) mit

SO(V) := O(V) N SL(V) die spezielle orthogonale Gruppe
und(im unitaren Fall) mit

SU(V) := U(V)NSL(V) die spezielle unitiare Gruppe.

Definition 14.10
Eine Matrix ) € R™ " heifit orthogonal, falls

Q : Qtr =k,
Eine Matrix @) € C™*" heifit unitar, falls
Q : Q* =E,

wobei Q* := Qtr = (@)tr Fiir Q € R™" is Q* = Qtr

Die Menge der orthogonalen bzw. unitaren Matrizen wird mit
Q.R bzw. U,C bezeichnet. Entsprechend:
SO,R :=0O,RNSL,R, SU,,C :=U,Cn SL,C.
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Aufgabe
Die Mengen O,R, U,C, SO,R, SU, C bilden
Untergruppen von GL,R bzw. GL,C es gilt O,R = O(R")

Lemma 14.11
Fir @ reell orthogonal gilt: det Q € {£1}
Beweis: @ orthogonl = @ - Q" = E,, = det(Q - Q%) = (detQ)(det Q')

= (det Q)* =1
Drehgruppe von R" = SO,,R
O

Beispiel 14.12

a)

V=R%yeR
CoS sin CoS sin cosy —sin
Q:(—sir? v);&Q,Qtr:(_.’v 7)'<'v 7)
v cosy siny cosy siny  cosy
_ (cos?y + sin*y 0 _z
N 0 sin®y 4 cos?y ) ~ 2

Also ist ) orthogonal.

det(Q) =1
= @ € SO;R

( =Drehung um ~ im positiven Sinn.

Speziell: v =7 = Q = (_01 (1)>

= (v, Qu) = 0 Vv € R?

Jedes Element aus SO,R sieht so aus!
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saler) = <1> _Q.M.a: (1— o z@%)

T 4102
e T ||2a1“2
[Sa] = 2 1— 2a2
T la 9192 lal®

det [sa] = (1 P ) (1 - Ha||25> B (nf?“la?y =1

Satz 14.13

Fiir eine Matrix ) € K"*" sind aquivalent:
(i) Die lineare Abbildung ¢¢ : K* — K" ist orthogonal(bzw. unitér)
(i) Spalten von @ bilden ein Orthonormalsystem

(iii) Zeilen vom @) bilden ein Orthonormalsystem

(V) Q- Q" =E

(V) Q-Q=E,

(vi) Q € GL,K A Q7! = Q*

Beweis: Die Standardbasis (e, ..., e;) in K" ist eine ONB.

Proposition 14.8:¢¢ ist orthogonal bzw unitar <= Bild der Standardbasis
unter g eine ONB ist.

w(e;) = q.; (i-te Spalte von Q) @ = (g;;) Also (i) < (ii)

Betrachte Q@ - @ = (r;;), ; .Dann gilt:

qu Qj = quz Qj = i Qg = (5> Q)

0 t#y

Also Q*-Q = F, <— rij:(i-j <~ (q.7j,q.,i>:{1 i =

Satz 14.14 (QR-Zerlegung)

Jede Matrix A € K"™*" mit vollem Spaltenrang n lasst sich schreiben als
A = Q- R, wobei die Spalten von ) € K™*" ein Orthonormalsystem
bilden und R € K"*" eine obere /A Matrix.

Beweis: Seien $1, sg, ... , s, die Spalten von A. Wegen rank(A) = n, bildet

(81,82, ..., Sy) Basis des Spaltenraum U = ling{sy, sa, ..., Sp}
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Wende Gram-Schmidt an auf (sq, s9, ..., S,)
ONB von U
/_/\—
s1=||s1]]-q, Q= (q1,q, - ,qn) € K"

sy = (S2,q1)q1 + HQIQHQQ

Sn = <8n? q1>Q1 + <8n7 Q2>Q2 + ...+ <5n7 Qn71>Qn71 + HSnHQn

[s1ll  (s2,q1) -+ (Sn,q1)
0 q;H T (Snsq2)
Setze R = . ' ‘ = A=Q-R
0 0 q;L
O

Aufgabe 14.15: Ist die QR-Zerlegung stets eindeutig?

Bemerkung 14.16
Aus Satz 14.14 folgt fiir m = n insbesondere, dass sich jede Matrix
A € GL,K schreiben lésst als das Prdukt einer orthogonalen/unitéren

Matrix und einer oberen A-Matrix.

Beispiel 14.17

2 3 1 1 0 0

01 -1 01 0

S1 S2 83
[s1]l = 2

1
a1=10

0

3 1 0

HqéH%:SZ_(S%%)Cllz o|l-=3lo]=1|o0

1 0 1



laof| = 1

qé =83 — <S3,CI1>Q1 - <S37Q2>QQ = (

2 1
R=10 -1
0 4

S = W

1
—4
-1

)

S O =

27
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15. Exkurs: Spiegelungsgruppen

Fiir v € R ist a = (cosy, siny) € R\ {0}, [ja]| =1

Bezgl Standardbasis hat die Spiegelung s, aus Bsp. 14.6

. . _( 1—cos?y —2cosysiny)  [—cos(2y) —sin(2y)
die Matrix [s,] = <—2cosvsin7 2cos*y —1 ) \ —sin(2y) cos(2v)

B <cos(27 +7)  sin(2y+7) )

~ o \sin(2y +7) —cos(2y +7)

Betrachtet man zwei Winkel «, § € R

(cosa sina ) . (cosﬂ sinf3 ) B (cosacosﬁ + sinasinf  cosasing — sinacosﬁ)

sinae —cosa sinf —cos( sinacos3 — sinfcosa  sinasinf + cosacos3

_ [ cos(a— ) sin(a— ) :
= (—sin(a _8) cos(a— 5)) ~~Drehung um Winkel o — (3

Bemerkung 15.1

Alle verwendeten trigonometrischen Identitdten folgen aus
e = cosy + isiny = sin(a — 3) = £ ('@ — g7ie=A)
= o (e 7 — el )

= o-((cosar + i sina) (cosf — i sinff) — (coser — i sina) (cos3 + i sin3))

Rest bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen -)

Beispiel 15.2

Betrachte (O) ' 5 ( \/§)’

N[
VR
|
R
~__
VRS
=
—
~_
|
N | =
7N
QI —
w
~__
N[
/|\

g1 .= 8(170)

09 = S%(_l,\/g)

= 01 0 02 Drehung um 7 + %
Ord(al, 0'2) =3



Kapitel 8 Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Definitionen und Beispiele

Sei V' ein endlich-dimensionaler VR iiber einem Korper K. Sei ¢ : V — V

K-linear.

Definition 1.1
Ein Skalar A € K heifit Eigenwert von ¢, falls ex. v € V '\ {0} : p(v) = X - 0.
Und v heifit Eigenvektor von ¢ bzgl. A.

Der Unterraum V), := V() := ker(¢ — Aid) = {v € V' | p(v) = \v}

— pv)—A=0 <= (p—Aid)(v) =0

heifit Eigenraum von ¢ bzgl. A.

Die Dimension d) := dimgV) > 1, heifit geometrische Vielfachheit von .

Bemerkung 1.2
Eigenwerte linearer Abbildung treten in der Physik auf.

z.B. als Eigenfrequenzen schwingfahiger Systeme.

Definition 1.3

Eine lineare Abbildung heifit diagonalisierbar, falls V' eine Basis

aus Eigenvektoren(zu moglicherweise versch. EW) von ¢ besitzt.
<= ex Basis B von V so dass
[CP]B = diag\(/\l, ,)\1}:\2, ,)\2,... ,)\7«, ,/\T)

~ ———
TV vV
dkl d,\2 d/\r
wobei Ay, Ao, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von ¢ sind.

Beispiel 1.4
Sei V =R? K =R. Sei G eine Gerade aus R? durch 0.
Wiéhle ONB (v, w) derart, dass ling(v) = G.



Sei o = s,, die orthogonale Spiegelung an G.

= o(w) = —w,o(v) =v

Also ist w Eigenvektor zum Eigenwert —1 und v ist Eigenvektor zum

Figenwert 1.

1 0 .
= 0] () = (O _1) = diag(1,—1)

d.h. o diagonalisierbar.

Beispiel 1.5

Sei wiederrum G Ursprungsgerade in R?.

Sei 7 : R? — R? die orthogonale Projektion auf G.
Wéhle ONB (v, w) wie oben.

=7(v) =v, 7(w) =0

o= (o o)

v ist Eigenvektor zum Eigenwert 1
w ist Eigenvektor zum Eigenwert 0

7 diagonalisierbar.

Beispiel 1.6

Sei v € (0, ) und p Drehung um den Winkel v in R2.
_ [cosy —siny

le] = (sin7 cosy )

Dann besitzt o keinen EW in R:

Angenommen es ex ein A € R und = # 0 mit

cosy —sinvy T1 T1 cosy — A —siny 1
siny  cosy T2 T2 sinvy cosy — A T2
aus xr # 0 = det <cos'y A sy

sin-y cosy — A

= A —2)\cosy + 1 = A2 = cosy £ y/cos?y — 1 = cos?y =1
Widerpsruch, da v # 0 und vy # 7.

) = cos?y + A2 — 2)\cosy — sin?y

Bemerkung 1.7
Es gilt: A ist Eigenwert von ¢ <= Jv #0: p(v) = v
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< ker(p — Aid) # {0}
A
Auflerdem gilt:

v ist Eigenvektor zu Avon ¢ <= v € ker(¢ — Aid) \ {0}.

Satz 1.8 (Charakteristische Gleichung)

Sei ¢ € End(V) und dimgV < co. Das Skalar A € K ist genau dann

Eigenwert von ¢, wenn det(p — Aid) = 0.

Beweis: A Eigenwert von ¢ <= ker(¢ — Aid) # {0}

<= (¢ — Aid) nicht injektiv <= (¢ — Aid) nicht bijektiv <= det(¢ — Aid) =0

Definition 1.9
Sei M € K™". Dann heifit A € K Eigenwert von M, falls A\ Eigenwert von
oy K" — K" :v+— Mv

Analog fiir Eigenvektoren.

Beispiel 1.10

.. (0 1 99
SelA—(_1 O)GR

Dann ist det(pa — AEs)

_ U R N
—det<_1 _)\)—)\ +1#0

Beispiel 1.11

.. (0 1 952
Sei A = (_1 0) ecC

Die characteristische Gleichung ist dann:
det(pa — AEo) = N2+ 1

Also sind A; =7 und Ay = —i Eigenwerte von A.

Berechne passende Eigenvektoren durch losen der LGS:
0 # V1 € ker(A — )\1E2) und 0 7£ Vo € ker(A — )\QEQ)

—i 1[0\ (=i 1|0\ . _ (1
—1 —ilo 0 00 U=y
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- .. . 0 1 1 1 A1
Uberpriife: Avy = vy, d.h. (_1 O> <z> = (_1> —z(l.>
Fur Ay = —i ist vy = <_12) ein Eigenvektor.

Da v; und v, lin unabh. sin, bilden sie eine Basis B von C2.

Damit ist

eali=(p )

Also ist ¢4 diagonalisierbar.

Bemerkung 1.12
Sei A € C™*™ mit reellen Eintragen.
Falls v Eigenvektor zum Eigenwert A ist, so ist v Eigenvektor zum

Eigenwert ), denn aus Av = \v = Av = \v <= AT =)\T

Beispiell.13

01 0
A=(0 0 1 | eF
2 0 -1

det(A — \id) = ...

Wende Regel von Sarrus an:
det(A — Mid) = 2X\3 + 222 + 2

~» A =1 ist Eigenvalue
Eigenvektor v; = (1,1,1)"

2. Diagonalisierbarkeit von Matrizen

Satz 2.1
Seien Ay, ..., A\, paarweise verschiedene Eigenwerte mit Eigenvektoren
U1, ..., Up. Dann ist {vy, ..., v, } linear unabhéngig.

Beweis: Beweis per Induktion tiber r. Fiir r =1 gilt {v;} # 0,

also ist {v1} linear unabhéngig. Wir nehmen an, dass {vy,... ,v,_1}



lin. unabh. sind. Seien p; € K mit pqvq, govs, ... , v, = 0 ()
Nach Anwendung von ¢ erhalt man:
P(p1v1) + @(pava) + ... + p(prv,) = 0
AL U1, AoflgUay vy AUy = 0 ()
Zieht man das A-Fache von (*) von (**) ab, so erhdlt man:
pr( A = Ar) v+ pi2 (A2 = Ar) Voo + e (A — Ap)vp = 0
Da {vy,...,v,_1} lin. unabh. sind laut I.V. folgt:
pr(Ar — Ap)vr 4 pa(Xa — Ap)vaees A plr1(Ar1 — Ap)vp1 = 0
—— —— ————
£0 £0 £0
da \; # \;Vi # j
==y =...=plp—1 =0
Da v, # 0 ist auch p, = 0 also ist {vy, ..., v, } linear unabh..

Korollar 2.2
Eigenraume V), V), zu verschiedenen Eigenwerten \; # Ao
schneiden sich nur an der 0, d.h. V), N V), = {0}.

Korollar 2.3

Sei dimgV = n und Ay, ..., A\, paarweise vescheidene Eigenwerte von

¢ € End(V). Wenn dy, + dy, + ... +d,, = n, dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis: Seien {bi,l, ,deM} CV,, firalleie{l,...,r}
Basen der Eigenraume V),. Dann ist
Vi + Vo, +..+ V), CV.

Nach Korollar 8.2.2 ist diese Summe direkt und es gilt:
dim(Vy, & Vi, @ .. @ V3,) = Yody, =1

Alsoist V=V, @& V,, ® ... QE_XI/AT und

B = 'LTJlBZ- mit B; = {bivl, ,b,-dAi} eine

Basis von V. Insbesondere sind alle b; ; Eigenvektoren

und die darstellende matrix von ¢ bzgl. B ist.
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Y 0 0 0
B 0 ’\02 ;)2 0 0
[©] B —
0 0 0
A O
0 0 0
0 A

3. Wiederholung Polynome

Sei K ein Korper.

> Ein Polynom p mit Koeff. in K ist eine Abbildung.

p:N— K

mit i | p(i) £ 0} < o0

>(K[t], +,-) ist eine K-Algebra der Polynome in dieser

unbestimmten ¢. Da {1,¢,¢?,...} lin. unabh. sind, ist dimgx K[t] =< oo
> Zu jedem Polynom p € K|[t] gibt es eine Einsetzungasbbildung

p' i K — K,x— p*(x) = po +px + ... + pax?.

> d heiffit Grad von p.

> Kt] ist ein nullteilerfreier Ring: Vp,q € K[t] \ {0}, p,q¢ # 0

weil deg(pq) = deg(p) + deg(q)

> Fiir eine Nullestelle A € K von p, also p*(A) = 0, gilt:

(t— ) teilt p

= Jedes Polynom vom Grad d hat hochstens d Nullstellen.
> Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom in Clt] vom
Grad > 1 besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

<= Jedes Polynom vom Grad > 1 zerfillt in Linearfaktoren.

Definition 3.1

Seien a € K[t] und A\ € K, so dass a = (t — \)” - b fiir b € K[t]
und b*(\) #0, s € N\ {0}

Dann heifit A s-fache Nullstelle von «.

Vielfachheit der Nullstelle A



Bemerkung 3.2

Seien Aq, Ag, ..., A, die paarweise verschiedenen Nullstellen des
Polynoms a € K[t] mit Vielfachheiten sy, s, ..., ;.

Dann ex. eindeutig b € K[t] mit
a=(t—M)"(t—X)%2--(t—\)™D

4. Das charakteristische Polynom einer Matrix

8.4.1 Definition und Beispiele

Sei A € K™*™ quadratische Matrix mit koeffizienten in einem Koérper K.

Definition 4.1  Der Ausdruck
xa(t) =det(A—tE,)

heifit charakteristisches Polynom vom A.

Beispiel 4.2 [vgl. Bsp. 8.1.6]

Sei K =R und A = (C"S’V —siny > fiir v € (0, )

siny  cosy

cosy —t  —sinvy

Dann ist x4(t) = det(A — tEy) = siny cosy — t

= (cosy — t)? + siny
= cos?y — 2cosyt + % + sin*y = 1 — 2cosyt + 2

Beispiel 4.3

Sei nun K beliebig und A = (“11 “12) € K22 ebenfalls beliebig.
21 (22
ajp —t  a

xa(t) =det(A—tEy) = g o1

= (a1 — t)(agy — t) — aipas = aj1ag — ajpas — (ayg + ag)t + 2
det(A) trace(A)
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Satz 4.4
Fir A = (a;;) € K™ : trace(A) := a1y + az + ... + @y, Spur von A.

Satz 4.5

Das charakteristische Polynom x 4(t) ist ein Polynom in ¢ vom Grad n.
Es gilt:

xa(t) = (=1)"t" 4+ (=1)" *(trace(A))t" ! + ... + det(A).

Beweis: Leibnitzformel 5.4.4 - fiir die Determinante:

xa(t) = (a1 = t) (az2 = 1) -~ (ann — t)

+Produkte mit Vorzeichen, in denen hochstens n — 2

Faktoren (a;; — t) auftreten.

= (=1)"t" + (=1)" Nay, + - + @)t + ...+ det(A)
=trace(A)

O

Bemerkung 4.6(Lebenswichtig)

Wir haben die Leibnitzformal angewendet auf eine Matrix, deren
Koeffizienten in dem Ring K[t] liegen. Aber der Ring K[t] ist nullteilerfrein
daher eingebettet in seinen Quotientenkdrper K (t), den Korper der

rationalen Funktionen mit Koeffizienten in K.

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des

charakteristischen Polynoms y 4.
A EW von A:
ex. veV\{0}: Av=X <= (A-AE,)v=0<= x4 =0

Aus deg(xa) = u folgt (wiederum), dass A hochstens n EW besitzt.

Definition 4.7
Sei A Eigenwert der Matrix A. Dann heifit die Vielfachheit der Nullstelle
A in x4 die algebraische Vielfachheit von .

Proposition 4.8
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Fiir jeden Eigenwert A von A ist die geometrische Vielfachheit

stets kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit.

Beweis: UA

Beispiel 4.9

Sei K =R und A = ((1) ?) € R?x2

1—-t 2

0 1-t
und 1 ist die einzige Nullstelle(mit Vielfachheit 2) zur Bestimmung von
Eigenvektoren betrachten LGS

. . 0 2 U1 . . . 1
(A—1E))v=0: (0 0) <v2> =0, d.h. Losungsraum = R(O)

D.h. ((1)) Eigenvektor zum Eigenwert 1, dimg(V;) =1

Dann ist x4 = ‘ = (1-1)

geometrische Vielfachheit = 1.

Satz 4.10

Die Matrix A € K™*" ist genau dann iiber K diagonalisierbar, wenn
X4 € K[t] in Linearfaktoren zerfallt, d.h.

Xa= (1" ({E=X"(E =N (E =7

und falls fiir jeden Eigenwert die algebraische Vielfachheit e;

mit der geometrischen tibereinstimmt.

Beweis: Seien Aq, Mg, ..., A, die paarweise verschiedenen EW von A

mit geometrischen Vielfachheit dy, ds, ... , d,.

A 000
0 . ord 0 0
0 0 X
A= STTAS = 0 0
A 00
0 0 0O . 0 d,
0 0 A

Spalten vom S = Eigenvektoren
Dann ist x4(t) = det(A — tE,) = det(SA'S™! — tE,)
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= det(SA'S™! —tSE,S™)

= det(S(A"' —tE,)S™)

— det(A' — 1B, = yar(t) = i =+ O — £)°
Es gilt: d; = e;Vi

Bemerkung 14.4
Diese Rechnung zeigt auch, dass ahnliche Matrizen das selbe

charakteristische Polynom haben.

Sei umgekehrt y4 = (A\y — )¢ -+ (A, — ) und e; = d;Vi
Dann ist n =degya=e1+...+e. =dy + ... + d,

Also ist A diagonalisierbar.
[

4. Exkurs: das Page-Rank-Verfahren von Google

Sergej Bruin & Lawrence Page:
The anatomy of a large scale hypertextual web search engine ->Wikipedia
Maf fiir wichtigkeit einer Webseite=Zeitanteil den der zuf. Surfer auf

der Seite verbringt.

Idee: Modell " zufalliger Web-Surfer”

eStart mit zufdlliger Seite (gleichverteilung)

eKlicke auf ausgehende Links (zuféllig)

ekalls eine Seite keine Links hat: Erfinde kiinstliche zuséatzliche Seite o,
so dass jede Seite nur ohne Links auf o verweist und o verweist auf jede
Seite ein Netz.

eZusatzlich: "Dampfungsfaktor” d mit 0 < d <1

d : Wahrscheinlichkeit, dass der Surfer weiterklickt(iiber Links) zuféllig von
vorn anfangt

1—d= 7

empirisch d = 0,85
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Betrachte WW W *:

(hier: gerochteter Graph mit Weg von jeder Seite zu jeder Anderen)
Pr,(X) : Wahrscheinlichkeit, dass Surfer sich zum Zeitpunkt ¢ € N
auf der Seite X aufhalt

PI‘Q(A) = PI‘Q(B) = PI‘Q(C) = PI'(](D) = le

Im néchsten Schritt kann z.B. die Seite C' iiber A, B oder D erreicht werden.
Prt+1(c) — Prt2(A) + Prtl(B) + Prtl(D)
(ohne Dampfung)(*)

PI"l (C) _ Pr02(A) + Prgl(B) + Pro(D) _

-

oo~
+

INES

+1-3_0625

Fiir Webseiten pq, po, ... , p, entsteht das folgende Schema:

Proi(py) = 54 +d. Y Dued
pi€M (p.)
M (py) = {Seiten die einen Link auf p; haben}

l(p;) =#Links auf seite p;

limPry(X) =: Pr(X) existiert

t—o00

Beispiel M(A) = {C}, M(B) = {A}, M(C) = {A, B, D}, M(D) = {C}.
und I(A) = 2,1(B) = 1,1(C) = 2,1(D) = 1

Pr(p1)
Setze R := : eR”
Pr(p,)
(1—=d)/n S11 ** Sin
Dann gilt: R = : +df - .. T |-R
(1—d)/n Smi t Smn
Wieder: d =1

1/1(p;) fallsp; € M
S = (Ski), Spi = {Oéoglpst) p (pr)

D.h. S-R=1-R, d.h. R ist ein Eigenvektor der Matrix S zum Eigenwert



Wichtige Eigenschaft von S : Vi € {i,... ., n} - > sk = l(p;) - l;_) =1
k=1 ’

—~

wobei sy; > 0.
D.h. S ist stochastisch

0 0 1/2 0\ A
g_ |20 0 0 B
~ 121 0 1] C
0 01/2 0/ D

A B C D

Die Bedingung (*) ist dquivalent dazu, dass die
Matrix S den Eigenwert 1 besitzt.

In unserem Beispiel ist der Eigenraum 1-dimensional

2 2/9 C
z.B. }L eVi R= Zg — Reihenfolge : A, D < besser als B, da von
2 2/9 B wichtigeren Seite C' verlinkt

Will man die Dampfung einbeziehen, so ergibt es sich,

dass (**) dquivalent zu:

1 n+1
(r) €®

1 0 - 0
1 (1—=d)/n dsi1 -+ dsin 1
(R) B o (R)
(1—=d)/n dsp -+ dspn

N J/

—
cR(n+1)x(n+1)

d.h. ( }1%) Eigenvektor zum EW 1 der modifizierten Matrix

Homogenisierung

Korollar 3.15
Eine Matrix A € C™*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden
Eigenwert vonA die algebraische und die geometrischen Vielfachheit

ubereinstimmen.



Beweis: Folgt aus Satz 3.13 und dem Fundamentalsatz der Algebra

Korollar 3.16

Jede komplexe Matrix besitzt(mindestens) einen Eigenwert.

Definition 3.17

Die Begleitmatrix des normierten Polynoms

p(t) = ag + art' + ast? + ... + a, 1" 1"
0 1 0 0

st C=| 2 0 ek
0 e 0 1
—ay —a —Ap—1
Satz 3.18

Das charakteristische Polynom von C,, ist

det(Cy — tE,) = (~1)"p(t)

Beweis: durch vollstandige Induktion nach n.

An=1V

IV: die Behauptung gelte fiir alle Polynome vom Grad<n.
Durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte von C), erhalt
man die Begleitmatrix des Polynoms

ar + ast + azt? + ...+ an 11"+t =1 q(t)

Entwicklung nach der ersten Spalte:
det(Cp — tEn) = —ag - (=1)" " + (=t)(=1)""" - q(t)

= (~1)"(ao + £ 4(0)

O

5. Der Satz von Cayley-Hamilton

Zusétzlich zur Auswertungsabbildung in K hatten wir in §6.4 einem

41



Polynom a = ag + a1t + ... + a,,t™ € K[t] eine zweite
Auswertungsabbildung
a* KM — K™ M w— agE, + oM + ... + a,, M™

Bemerkung 5.1
Die Abbildung ¢y : K[t] — K™ :a — a*(M) ist eine
K-Algebra Homomorphismus.

Beispiel 5.2
Betrachte a = t* — 2t + 1 = (t — 1)? € R[¢]

_ 11 2X2
undM—(O 1)ER

2
. 11 11 10 0 1
o= (g 1) =20 1)+ (1), =0

Bemerkung
Der Ring K[t] nullteilerfrei, aber K™*™ nicht(fiir n>1)
Es gilt VA € K : a*(AE,) = a*(\) - E,

Satz 5.3(Cayley-Hamilton)
Sei € K™, Dann gilt: x3,(M) =0

Wdh.: Sei A € K™*". Dann ist [Laplace]
det(A) = Z(—G)H_j&ij . det(A”> A= (Oéij) mit

j=1
a1 | A1p

Ay=-—— + — |ie gxe-
an1 | (0799

Setze avj; := (—1)"" - det(Aj;)

Die Matrix adj(4) := A% = (a;;) . € K™
heifit Adjunkte von A. Es gilt nach Prop 5.7.1
adj(A) - A =det(A) - E,

42
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Beweis des Satzes von C-H:

Es gilt: (%) adj(M —tE,) - (M —tE,) = det(M — tE,)E,
Die Koeffizienten der Matrix adj(M — tF,) sin Polynome
in t vom Grad < n — 1 mit Koeffizienten in K.

Also existieren Matrizen By, By, ..., B,_1 € K™*", so dass
adj(M —tE,) = By + Byt + ... + B, _1t"!

Elnsetzen in * und Koeffizientenvergleich liefert die folgenden

Gleichungen in K™*"

( B()M = CL()En |En
BlM—B():CLlEn ‘M
BosM — By = asE, |- M?

(%) fir xar(t) = ao + a1t + ... + ap_1t" "t + (=1)"t"

By 1M — B, 2 =an1E,
L —Bp_1=(-1)"E,

Multipliziere von rechts erste Gleichung in (**) mit E,,
zweite Gleichung mit M, dritte Gleichung mit M?, ...,
der n-ten mit M"~! und summiere auf.

0=aoE, +aM + asM? + ... + a,  M"™ + (=1)"M"
= Xu (M)

]

Satz 5.4(Satz vom Minimalpolynom)

Fiir jede Matrix A existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom 4
minimalen Grades mit Leitkoeff.=1, sodass

py(A) =0

Das Polynom 4 heiffit Minimalpolynom von A.

Beweis: Nach Satz 5.3 gilt: x%(A) = 0 und der Leitkoeffizient von x4
ist (—1)™. x4 ein Polynom mit der gewiinschten Eigenschaft und

minimalem Grad d.

Um die Eindeutigkeit zu zeige, nehme an es existieren p,v € K|t]
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mit g = po + pat + ... + pg_1t% ' +t? und
v=uvy+wt+ .. +rgtt 4+t

und p*(A) =0 = v*(A)

= (u—v)*(A) =0aberdeg p—v <d
Widerspruch zur minimalitat von d

O

Bemerkung 5.5

Die Existenz annulierender Polynome (d.h. zu F' € End(V) ist ein Polynom
annulierend, falls p(F') = 0) zu linearen Abbildungen ist nur in endlich dim.
VRaumen gegeben.

Gegenbeispiel: V' = ¢? mit mit F rechtsshift.

Satz 5.6

Ahnliche Matrizen haben dasselbe Minimalpolynom.

Beweis: Seien A, Be K™ und S € GL(K™) mit B = SAS™!. Fiir A sei
das Minimalpolynom g = ag + ait + ... + aqt" € K|t

Es gilt: p%(B) = apE, + a1B + ayB* + ... + a4 1 B! + B¢
= 4pSS 4+ a1 SAS! + ax(SAST) 4 4 (SAS)?
= apSS™t+aySAST + apSA2S T + L+ SAYSTE
= S(aEy + a1 A+ ...+ A S
=S (A S1=0
——

0 € End(V) = Knxn

Nach Satz 8.4.5 gilt degus > degup.
Analog folgt aus puj(A) = 0, dass degup > degpia

= degua = degpup
O

Satz 5.7
Sei A € K™*™. Dann haben x4 und p4 dieselben Nullstellen.
Beweis: HA
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Beispiel 5.8
Betrachte die folgende Matrix:

1 11
A=1-1 3 1
0 0 2

Das charakteristische Polynom von A ist

XA :det<1—1t 3£t } ) =2-t)((1-H)B-t)+1)=2-t)B—t—-3t+t*+1)
0 0 2—-t

=2-t)d—-4t+t*)=(2-1)?

Die moglichen Minimalpolynome sind:

pa={2-1),2-1>2-1°

Um zu iiberpriifen, welches das Minimalpolynom ist, berechne:

1 -1 -1
(2—t)*(A):2E3—A:<1 ~1 —1>7AO

0 0 0
1 -1 -1 1 -1 -1
(2—-1)2)"(A) = (1 -1 —1) : <1 -1 —1) = (
0 0 0 0 0 0

6. Diagonalisierung normaler Matrizen

o O O
o O O
o O O

>:u,4=<2—t>2

In diesem Abschnitt betrachten wir K € {R, C} und (K", (. ,.))
der euklidische/unitdre VR mit dem Standardskalarprodukt.

Fir A = (a;;) € CV" ist

die komplex konjugierte Matrix und

Die Adjungierte von A.
Fir A € R™™ ist A* = A™

Fiir die Adjungierte gelten folgende Rechenregeln:
o(A+B) = A"+ B*



o(NA)" = AA*
o(AB)" = B*A*
o(A)" =A

Eine Matrix A € K™*™ heif3t:
esymmetrisch falls A = A"
eschiefsymmetrisch A™ = —A
ehermitesch A = A*
eschiefhermitesch A = —A*

Beispiel 6.1

1 —1 1—12
Die Matrix i 2 2434 | ist hermitesch.
147 2—17 =2

Lemma 6.2
Sei A € C"*™. Dann gilt:

A= L(A+7) + S(A-7)

— ———
Realteil(Re(A))  Imaginérteil(Im(A))

1 1
— (A+A")+ (A A"
symn:;risch schiefsy;rmetrisch
1 1
=—(A+A4A")+ -(A—-A")
2 L2 .
herm\irtesch schie&;;mitesch

Fir A € Cv" gilt:
o (Av, w) = (AV)"W = v A" = v A" w = (v, A*w)

—_ —tr tr
o(v, Aw) = v Aw = v (A > w = (A*v,w)

Definition 6.4
Eine Matrix A € C™*™ heifit normal, falls
AA* = A*A

46



Beispiel 6.5
) unitdre Matrizen sind normal. AA* = A*A = F,
ii) Reelle orthogonale Matrizen sind normal.

iii) Dlagonalmatrlzen sind normal

(i

(

(

Iy .. .
(iv) ist nicht normal.
2 1

(v) hermitesche und schiefhermitesche Matrizen sind normal.
(

vi) Reelle symmetrische & schiefsymmetrische Matrizen sind normal.

Lemma 6.8

Sei A € C™™ normal.

Dann ist:

i) A — \E, normal

ii) Q*AQ ist normal fir Q € U,,C.

Beweis: Es gilt:

(A= AE,) (A= AE,)" = (A= A\E,) (A" — )\E,,)

= AA* — MA* — XA+ AAE,

da A normal

w=ATA = AA* = XA+ AE,

= (A" = XE,)(A—\E,) = (A= \E,)" (A — \E,)

ii) viel einfacher

Das eukl. /unitére Skalarprodukt ist positiv definit.

Die bedeutet fiir A € K und v € K"\ {0} und A € K™*™:

v ist Eigenvektor zum Eigenwert A von A <= Av — v =0 <= |[Av— X v|| =0

Lemma 6.7
Sei A € C™*™ normal.
A € C Eigenwert von A mit zugeh. Eigenvektor v € C™\ {0}. Dann ist

) Eigenwert von A* mit demselben Eigenvektor.

Beweis: Fir beliebige 1 € C und w € C™\ {0},
[Aw — pw||* = (Aw — pw, Aw — pw)

= (A= pEn)(w), (A — pEy)(w))

= (A= pEn) (A = pE,)w,w)

47
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= (A = pEp)(A = pEy) w, w)
= (A*w — fiw, A*w — fiw) = [|A*w — fiw||?
=Folgt die Beh.

Proposition 6.8
Sei A € C™™ hermitesch. Dann sind alle (komplexen) Eigenwerte reell.
Insbesondere sind die (komplexen) Eigenwerte einer reellen

symmetrischen Matrix immer reell.

Beweis: skEI A Eigenwert von A. Wahle Eigevektor v € C"
= =Av = A*v6:7Xv:>)\:X:>)\€R

herm

Bemerkung 6.9
Komplexe symmetrische MAtrizen kénnen auch nicht-reelle

Eigenwerte haben z.B.

i 0 2x2
(0 —i) et

Lemma 6.10
Sei A € C™*" normal. Dann sind Eigenvektoren zu verschiedenen

Eigenwerten orthogonal.

Beweis: Seien v, w Eigenvektoren von A bzgl. Eigenwerten A bzw pu.

= Mo, w) = (A, w) = (Av, w) = (v, A*w) = (v, w) = pfv,w)

= A=pV(v,w)=0
U

Lemma 6.11

Sei A € C™™ normal und v Eigenvektor von A(bzgl. eine bel. EW).
Dann gilt: A(vt) C vt

D.h. der (n — 1) dim. UR v* < C" ist invariant unter A.
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Beweis: Sei v Eigenvektor zum Eigenwert A von A und sei
w € vt bel. D.h. (v, w) =0, zuzeigen : (v, Aw) = 0.

= (v, Aw) = (A", w) = (v, w) = A(v,w) =0

O

Satz 6.12(Hauptsatz iiber normale Matrizen)
Sei A € C"*™ eine Matrix. Dann sind dquivalent:

(i) Die Matrix A ist normal

(ii) Der C-VR C" besitzt eine ONB aus EV von A
(iii) Es existiert eine unitdre Matrix @ € U, C, so dass

Q" AQ eine Diagonalmatrix ist.

Beweis: ”(i)=(ii)” Sei A normal. nduktion nach n: Fiir n = 1 ist also das
charakteristische Polynom linear, der einzige Koeffizient der 1 x 1 Matrix
A ist auch der einzige Eigenwert. Der Vektor 1 € C! ist ein Eigenvektor,
der eine ONB von C! bildet. Sei nun n > 1. Da C algebraisch
abgeschlossen ist, besitzt A einen Eigenwert \; mit zugehorigem
Eigenvektor v; € C". (E ||vy|| = 1.

Nun gilt wegen Lemma 6.11, dass A(vi) C vi. Das heifit

A induziert eine lineare Abbildung auf vi- = C"~!(wieder normal).
Induktiv kénnen wir annehmen, dass ex. vy, ..., v, € v{ mit

(va, ... ,v,) ONB von v aus Eigenvektoren von A zu Eigenwerten

A2, ..., Ap. Flr jeden der paarweise verschiedenen Eigenwerte von A

bilde ONB nach Gram-Schmidt. Die Vereinigung der ONB der Eigenraume
bildet eine ONB von C". Wegen Lemma 6.10.

7 (ii)=-(iii))” Angenommen C" hat eine ONB aus Eigenvektoren von A.
Dann gilt fiir die Matrix () mit den Spalten vy, v, ... , v,,, dass

Q' AQ Diagonalmatrix ist. Es gilt: Q € U, C weil die Spalten eine
ONB bilden.(7.14.13)

?(iii)=(i)” Sei Q € U,C, so dass D := Q' AQ Diagonalmatrix ist.
Also ist QDQ~' = A normal nach Lemma 6.6, weil D normal ist. [J



Satz 6.13(Hauptsatz iiber hermitesche Matrizen)
(i) Die Matrix A ist hermitesch

(ii) Die matrix A ist normal und alle Eigenwerte sind reell
(iii) Es existieren eine unitdre Matrix @) € U,,C, sodass

Q*AQ eine reelle Diagonalmatrix ist

Beweis: ”(i)=(ii)” Sei A hermitesch. Dann wissen wir, dass A normal ist.

Alle Eigenwerte von A sind reell nach Proposition 6.8.

7 (ii)=(iii)” Sei A eine normale Matrix, so dass alle ihre Eigenwerte
reell sind. Nach 6.12 existiert unitare Matrix ) € U,,C mit Q*AQ) ist

Diagonalmatrix aus Eigenwerten.

7 (iii)=(1)” Angenommen ex ) € U,c, so dass D = Q*AQ reelle
Diagonalmatrix ist. Dann ist D hermitesch. Damit ist auch Q~'DQ = A

auch hermitesch.

Beispiel 6.14

Die Matrix A = ( Lo ) € C?*? ist hermitesch. A* = <1 _lz )

- 1 1

1—-1¢ 1
1-t¢

Also sind 0 und 2 die beiden Eigenwerte von A. Der Eigenraum zum

Eigenwert 0 ist ker(A — )\EQ) = ker(A)

2B, (‘12) € ker(A), denn: (_12 i)(‘f) - (g)
wd () everta 26, aems (1 1)(1) = (3) =2(})
(Y= 1=rams

=) G0y ==10)]

(i
Q_T(1 1)6(]2@

Xa(t) = det(A — tEy) = =(1—t)?—1=>—-2t=t(t —2)

)

90
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~ea- (1)

Lemma 6.15
Sei A € R™™ eine Matrix, deren(komplexe) Eigenwerte alle reell sind.
Dann ist A genau dann diagonalisierbar iiber C, wenn A iiber R

diagonalisierbar ist.

Beweis: Angenommen A ist diagonalisierbar iiber C. Sei A EW von A.
= A - \E, € R™*"

Es gibt rankg(A — AE,,) = rankc(A — A\E,) [wg. Gaufl]

=ex reelles Erzeugendensystem von ker(A — AE,,) d.h. der Eigenraum

zu A(als Unterraum von C") besitzt eine Basis in R™. O

Satz 6.16 [Hauptsatz iiber reell symmetrische Matrizen]
Fiir eine A € R™" sind dquivalent:

(i) A symmetrisch

(ii) R™ hat ONB aus Eigenwerte von A

(iii) Ex Q € O,R mit Q" AQ (reelle) Diagonalmatrix.

Beweis: " (i) =(ii)” Sei A symmetrisch

= A normal und A ist iiber C diagonalisierbar.

Prop 6.8: alle Eigenwerte von A sind reell.

Lemma 6.15: A ist iiber R diagonalisierbar. D.h. R™ besitzt eine
ONB aus Eigenvektoren von A.

Die restlichen Beweisschritte ergeben sich wie fiir 6.13.
O

Beispiel 6.17

01

Die Matrix A = (1 0

) € R?*? ist symmetrisch.

-t 1

1 _t’:t2—1:(t+1)(t—1)

Das charakteristische Polynom ist x4 (t) = ‘
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Die beiden Eigenwerte sind 1 und -1. Zugehorige Eigenvektoren sind:

1 -1
(1) zu 1 bzw. ( | > zu -1.

Beide Vektoren haben die Lange V2. Die Matrix Q= \/LE <1 _11)

ist orthogonal und es gilt: QYAQ = ((1] _01)

Lemma 6.18
Sei \ ein Eigenwert der invertierbaren Matrix A € GL, K tiber einem
bel. Korper K. Sei v ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist A # 0 und

A1 ist ein Eigenwert von A~ mit Eigenvektor v.

Beweis: Av=XM=A"1Av = A"v=\x"Tv=A1 O

Satz 6.19 [Hauptsatz iiber unitire Matrizen]

Fir A € C™*" sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist unitér

(ii) A ist normal & Alle Eigenwerte haben den Betrag 1
(iii) Ex. @ € U,C, sodass Q*AQ Diagonalmatrix, deren

Diagonaleintriage Betrag 1 besitzen.

Beweis: ”(i)=(ii)” Sei A eine unitdre Matrix. Dann ist A normal.
Sei A Eigenwert von A mit Eigenvektor v. Lemma 6.18: A~! Eigenwert
von A~! mit Eigenvektor v.
A=A = Av = =A== |\N=M=1
6.7 v#0

A unitar

OJ
Der Rest geht wie der Oben.

Beispiel 6.20

Die Matrix A = \/AQ (i _11) € C?*? ist unitar.

Setze B = 2v/2A = (221 _222) ¢ U,C



= xs(t) =t — (24 2i)t + 8
=(t—(1+V3+1—=v3)i)) - (t— (1= V3+(1+3)i))
(1+£v3)+ (1 FV3)i

Es gilt [(1+v3) + (17 v3)i|" =8 = (2v2)".

Bemerkung 6.21

Die Eigenwerte unitarer Matrizen sind komplexe Zahlen vom Betrag 1.
Solche komplexe Zahlen lassen sich eindeutig schreiben als

e’ = cosyp + ising fir p € [0, 27)

Fiir jede unitare Matrix A € U,,C ex @ € U,,C, sodass

Q*AQ = diag(e™,e'2, ... )

Bemerkung 6.22

Sei A € R™™ reell und A Eigenwert von A mit Eigenvektor v.
D.h. Av = Av. Durch komplexe Konjugation folgt:
A@AieHZE:E:E:XU

D.h. X ist Eigenwert von A mit Eigenvektor ©. Falls v € C*\ R",

Dann sind v und @ linear unabh. (iiber C).

Satz 6.23 [Normalform orthogonaler Matrizen]
Es sei A € O,R orthogonal. Dann ex. @ € O, R, sodass

P
QTAQ = N
D

gibt wobei(p: (algeb.&geom.) Vielfachheit des EW 1,
q:(algeb.&geom.) Vielfachheit des EW -1)
P =diag(1,1,...,1) € RP*? N = diag(—1,—1,...,—1) € R?7 und
cosy; —siny;
siny;  cosy
D=

cosYy, —sinvy,
siny,  CosY,

Beweis: Als reelle orthogonale Matrix ist A unitéar.
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Daher gelten die Konsequenzen aus Satz 6.19.
Insbesondere haben alle komplexen Eigenwerte Betrag 1.
Die nicht reellen Eigenwerte treten in komplex konjugierten Paaren auf,

d.h. die Eigenwerte lassen sich wie folgt anordnen:

i1 =i Liv2 ,—iY2 iy =1y
},1,...,1;1,—1,...,—%,5 e et e L et e
v v Vv
p mal q mal 2 r mal

mit Yh € [O, 27T)

Kapitel 9 Quadratische Formen

1. Definitionen und Beispiele

Sei K ein beliebiger Korper, in dem 2 := 1+ 1 #£ 0 gilt.
Man sagt, die Charakteristik von K ist ungleich 2. Sei V' ein K — VR.

Definition 1.1

Eine Abbildung ) : V' — K heifit quadratische Form, falls:

) VA e KYv eV :Q(\w) = Q(v)

ii) Die Abbildung 3o : V xV — K : (v,w) — 3(Q(v+w) — Q(v) — Q(w))
ist (symmetrisch und) bilinear Polarform zu Q).

Lemma 1.2
Ist f:V xV — K eine symmetrische Bilinearform, sonst

Qs :V — K : v+ f(v,v) eine quadratische Form. Es gilt: 8o, = f.

Beweis: Seien v,w € VA € K Q¢(Av) = f(Av, Av) = N f(v).
3(Q(v+w) = Qp(v) = Qf(w)) = 3(f(v+w,v+w) — f(v,v) — f(w,w))
= %(f(U,U) + f(v,w) + f(wvv>+f<w7w) - f(v,v) - f(w7w>) = f(U,U))
]

Beispiel 1.3

Sei (+,-) : R" x R"™ — R das euklidische SKP.
Dann ist Q.y : R* — R : v+ (v,0) = ||v]|> = 3 0?
i=1

[

die zugehorige Quadratische Form.
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Bemerkung 1.4

Vgl. Lemma 1.2 mit Polarisierungsidentitaten 7.4.6

Bemerkung 1.5
Sei f symmetrische Bilinearform auf V' = K™. Dann ist [f] die Matrix
f bzgl. der Standardbasis von K". Fiir v € K" gilt:

Qs(v) = f(v,0) = v"[flv

Beispiel 1.6

Sei g = 1<;< a;tit; € Klt1,to, ..., t,] ein homogenes Polynom vom
ANV
Grad 2 in den Unbestimmten ¢4, ... ,t,. Dann ist
Q:K'"—>K:v—qg"(v)= > ;v
1<i<j<n

eine quadratische Form.

Aufgabe 1.7
Jede quadratische Form auf K" ensteht wie in Bsp. 1.6.

2. Hauptachsentransformation

Es sei ) eine quadratische Form auf R".

Satz 2.1
Es existiert eine Orthonormalbasis B von R™ (bzgl. des euklidischen SKP),
sodass die Polarform (g bzgl. der Basis B Diagonalgestalt

diag(Ay, ..., A,) hat.

Beweis: Es sei A =[] die Matrix zu (¢ bzgl. der Standardbasis von R™.
Nach Satz 8.6.16 ex S € O,R, sodass S~!AS Diagonalgestalt hat.
Die Spalten von S bilden die gesuchte Basis B. [

Definition 2.2

Die Menge {v € V' | Q(v) = 1} heifit Quadraik zu Q.

Notation wie oben. Wegen 1.7 ist diese Quadrik eine (affine)
abgeschlossene Hyperflache im Sinne von Def 6.8.2. Q(v) —1=0
Ist A = [fBg] = a;; die symmetrische Matrix zur Polarform gy,



so erfiillt ein Punkt x € R" auf die Quadrik die Gleichung

n
(*) Ea”xf + 2 E CLZ‘jfEZ‘SL’j =1.
i=1 1<i<j<n

Es sei B = (by,bs, ..., b;) die ONB aus Satz 2.1. Schreiben wir

y=[v]p=s"

()2 Ai =1
i=1

x, so gilt

Die Umwandlung von (*) in (**) +ber Satz 2.1 heifit
Hauptachsentransformation von (). Im einzelnen sind die folgenden
Schritte durchzufiihren:

(I) Bestimme alle Eigenwerte Ay, ..., A, € R der Matrix A.

mir ihren algebraischen Vielfachheiten

(ii) Fiir jeden der paarweise verschiedenen Eigenwerte A bestimme
eine Basis des Eigenraums ker(A — AE,,) (via GauB-Jordan)

(iii) Konstruiere aus jeder dieser Basen ein ONB (via Gram Schmidt)
Die Vereinigung all dieser ONB der Eigenraume ist eine ONB von R”

Die Transformationsmatrix S wird Spaltenweise aus B gebildet.

Danach gilt S7'AS = diag(\;, Ag, ..., Ay) =: D und
Q(z) = 2" Az = (Sy)" A(Sy) = y"(S"AS)y
~—

D
D.h. S transformiert die Quadrik zu A(bzw. @) auf die Quadrik in zu D.

(kongruent)

Beispiel 2.3

Betrachte die folgende Quadratische Form. 22 + 6129 + 22

aus R? Die Matrix der Polarform ist A = <;) i’ )

1—-t 3

— _ £\2
X 1_t’_u £)?2—9

Das charakteristische Polynom ist X 4(t) = ‘

=2 -2t —8=(t—4)(t+2)

Also sind 4 und -2 die Eigenwerte von A (alg. Vielfachheit 1)

Normierte Eigenvektoren sind

_ ! _ (-1
61—75(1 undb2—7§ 1

o6
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Die Transformationsmatrix ist

I -1 cosT —sinZ®
=1 _ 7} i )
S= (1 1 ) (sin% cos™ ) € SO,R (Drehung um 45°)
Die Gleichung (**) sieht so aus:

4y? — 2y2 = 1 transformierte Quadrik.

Satz 2.4(Tragheitssatz von Sylvester)

Es existiert eine Basis C' von R", so dass die Matrix der Polarform
Bgo bzgl. C Diagonalgestalt.

diag(1,1,...,1,—1,—1, ..., —1,0,0,...,0) hat

Beweis: Nach Satz 2.1 ex ein(Orthonormal-)basen B = (by, ..., by)
bzgl. der gilt: [Bg|z = diag(A1, A2, ..., An)

Setze
ﬁbi falls \; > 0
C = ﬁbi falls \; < 0
b, falls\;=0
Bis auf Umordnung ist C' = (¢, o, ... , ¢,) die gewlinschte Basis
o, = diag( ! ! ! L D[] pding () = diag(l L1

1
\/)\—17 \/A—27 1\/—)\[,_&_1, \/_)\p+2,--.1
p Vv

q

T p q

3. Klassifikation der Quadriken fiir n=2

Die Gleichung (**) hat fiir n = 2 also die Form
Maf + Xowd =1 Nier (%)

Es treten die folgenden Fille auf:

(i) A1 > 0&Ay > 0. Fiira:zu)\—ll und b := /%2

wird (***) zu Z_z + "g—§ =1

Die Quadrik ist eine achsenparallele Ellipse mit Halbachsen a und b.
Speziell: a =b=1

= Quadrik = Einheitskreis in R?

Quadrik vor Hauptachsentransformation=gedrehte Ellipse
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(ii) A > 0&Ae < 0 Fira =/t und b= /- L
2 2

wird (***) zu 3 — 2 =1

Die Quadrik ist eine Hyperbel mit den Asymptoten xy = j:gxl
(Beispiel 9.3.2)

(iii) Ay # 0&Ay = 0 Die Gleichung (***) vereinfacht sich zu

/\117% =1

Fiir A; < 0 keine reelle Losung. Fiir Ay > 0 gilt
r1 = %, //\—11. Die Quadrik besteht aus zwei parallelen geraden.

1 1

ey A1

4. Die hamiltonschen Quaternionen

Die Menge der (hamiltonschen) Quaternionen

(% )

Fir a,b,c,d € C
a b c d a+c b+d
(—_b 6)+(—_cl 5)_(—b+d a+c>€H

a b\ (¢ d\ _ ac—bd  ad+bc cH
—b a) \-d ¢) \—bc—ad —bd+ac
I
Das heifit H ist abgeschlossen bzgl. Addition(subtraktion) und

Multiplikation, also ein Teilring von C?*2,

Wir setzen 1y := ((1) (1)>,iH:: (8 _OZ,>,jH:: <_01 _01),/6131:: ((; é)
Dann gilt: i3 = —1y = j3 = k&
L 7 0 0 1 0 1
sowie iy - jg = o —i)\-1 0)=0i o = kg
(0 INfi O _ (0 —i _
=1 oJ\o —i) "\ 0)T 7"

w,z € (C} C C?*?




Ju - ku = im

ku - jm = —im

ku - im = ju
Multiplikation in H ist nicht kommutativ.

Die Matrixalgebra C?*? ist ein C — VR(der Dim. 4)
bzw. ein R — VR(der Dim. 8).

Y R )\_w ﬁ AeR, w,zeC
—Z W -z Aw

D.h. H ist ein 4-Dimensionaler R — UVR von C?*2? mit Basis
(1gim, ju, ku). H reelle Algebra.

Jede komplexe Zahl lasst sich schreiben als z = a + bi
at+bi—a-1lg+b-ig.

Bijektion, additiv und multiplikativ. D.h. via dieser Einbettung lasst sich
C als Teilalgebra von H auffassen.

Daher kann man einfacher schreiben: 1,7, 7,k € H
Man schreibt: R ¢ C Cc H

UA Die von 0 verschiedenen Quaternionen sind invertierbar, d.h.
H c GLyC[C GL4R].

Satz
die Quaternionen (H, +,-) bilden einen Schiefkérper, d.h. es gelten alle

Korperaxione mit Ausnahme der Kommutativitat der Multiplikation.

Jede Quaternion u besitzt eindeutige Darstellung.
u=u - 1+uy-i+us-j+us-k

Die Abbildung

- H—-H:u—u -1—us-i—ug-j—us-k

Setzt die komplexe Konjugation auf H fort, R linear, bijektiv.
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Lemma 4.4

Fir allev,w e H:7-w=w-7  (-Anti-Automorphismus des Schiefkérpers H)

Lemma 4.5
Die Normabbildung N : HL — R : u +— u - u ist eine quadratische Form
auf H = R* und es gilt [3,] ;4 = diag(1,1,1,1).

Beweis: sei v € H und A € R.

Dann: N(Au) = M- u = Au- AT = N2u@ = AN (u)

Ferner ist N(u +v) — N(u) — N(v) = (v +v)(u+v) —uu—v70
=Uuu+tuv+tvu+ v —uu—vUv=uv+vu

sowie A(u 4+ u')T + v A(u + ') = T = T+ v\T + vl

= ANuv+vu) + Auv+v )

= On(u,v) = 1(N(u+v) — N(u) — N(v)) bilinear

Zur Berechnung der darst. Matrix von 3, bzgl. (1,4, 7, k) rechnet man zB.
s(ii+ii)=1und 3(ij+ji) =—3(ij +ji) =0

euklidisches SKP auf R* 2 H

Die Abbildung
by H—=H:v—u ' v -u
heift Konjugation mir v € H \ {0}.

Fir u,v,w € Hund A\, p € R gilt:

Ku( A0 + paw) = uH (v + pw)u = M ou + pu wu
= My (V) + pky(w)

R-linear und bijektiv.

Beispiel
ki(j+2k) =375+ 2k)i = —i(j + 2k)i = (=k + 2j)i = —j — 2k
ko(l) =ulu=1

Lemma 4.6

Es gﬂt ﬁN(Hu<U)7 /iu(w» = 6N(U7 w)

fir alle w € H\ {0} v,w € H

D.h. k, ist orthogonale Abb. bzgl. By, k., € O(R?)



Beweis: 26N (K (), iy (W) = Ky (V) - Ky(w) + Ky (w) - Ky (V)
=y louu—twu + v lwuuou

Lyvwawu—! + v lwutou—t

g ui
= u lvwuau—! + v wounu !
= w lvwu + v lwou

= u (VW + wO)u = K, (V0 + wT) = v + wt = 20x (v, w)

Eine Quaternion u heif3t rein, falls sie Linearkombination von i, j, k ist.

D.h. uy 4+ ugi 4+ usj + ugk ist rein <= u; = 0.

Lemma 4.7

Vu € H\ {0} : Ky (ling(4, 7, k)) C ling(i, 7, k)

Beweis: Die Konjugation ist R-linear und sie respektiert das
Skalarprodukt By und: k,(1) = 1 = 1+ = ling(s, 5, k)

ebenfalls invariant unter x,. O

Satz 4.8

Die Abbildung

k:{u€eH|N(u)=1} — SO(R?) : u — K, [Beh. ky., = ky - K]
ist surjektiv & k(u) = k(v) <= u=tv

Beweis: Die Quaternionen dr Norm 1 bilden eine Untergruppe der
multiplikativen Gruppe von H. Dann folgt aus

N(uwv) = (wv)(uv) = wvvu = N(u) - N(v).

Bekannt k,, € O(lin(i, j, k)) Zu zeigen: det(k,) = 1.

= Kk, € SO(R?)

Seien u,v € H\ {0}, w € H
Fouo (W) = (u0) " w(ww) = v wuw = v Ky (w)v

= RKy(Ru(w)) = Ky 0 Ky,

K iu— Ky

v — uout

k(W) = (u)w(uw) ™ = wwvut = u ky (w)u

= Ru(Kyp(W)) = Ky 0 Ky
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Kapitel 10: Jordansche Normalform

1. Schursche Normalform

Sei K ein beliebiger Korper

Satz 1.1
Eine Matrix A € K™*" ist genau dann ahnlich zu einer Matrix
in (oberer) Dreiecksgestalt, wenn das charakteristische Polynom in

Linearfaktoren zerfallt.

A1 *
: . 0 A . )
Beweis: Sei A= . = in oberer Dreiecksgestalt.
0 -+ 0 M\,
A —t *

0 A W

Umgekehrt Sei A € K™*™ so dass x4 in Linearfaktoren zerfallt.
Induktion nach n. Induktionsanfang n =1

Jede 1x1 Matrix ist Dreiecksmatrix.

Sei n > 2 weil das Char. Polynom in Linearfaktoren zerféllt, existiert
ein Eigenwert A € K und ein zugehoriger EW b € K™ # 0

Ergénze (b) zu einer Basis, B von K" = (b, by, ..., by,)

Aok eee X
0 1 1
= [SOA]B — : " 7 Ac K(”— )x(n—1)
0
= xa(t) = (A =1) - xa(t)
= Hieraus folgt, dass auch y s in Linearfaktoren zerfallt.

Also existiert eine Basis B’ von K"1 = ling (by, ... , by,)

so dass [pa/] 5 obere Dreiecksmatrix



Ak *

0 x o .. x
= [palpp) = .

0 0 =z
O

2. Jordanblocke

Definition 2.1

Ein Jordanblock ist oder (elementare Jordanmatrix) ist

eine Matrix der Form.

Al 0
e € Kmn
0 0 A

Beispiel 2.2 JM:G 1) Ji,=() K=C
010

Jso=10 01
0 00
Al

Lemma 2.3
Ein Jordanblock J,, » fiir m > 1 und A € K ist nicht diagonalisierbar.
Die geometrische Vielfachheit von A ist 1.

Beweis: Es gilt x,, , (t) = (A —t)™. Damit ist A der einzige Eigenwert

von J,, » der algebraischen Vielfachheit m.

Betrachte das lineare Gleichungssystem

0 1 0\ /1 2
: . : Z3
U —AE)z=|" 0 = =0
: RN : .
0 --- --- 0 T 0

— x9=T3=..=2, =0
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Losungsraum des LGS wird erzeugt z.B. durch | . U

Lemma 2.4
Fir das Minimalpolynom eines Jordanblocks gilt
[0 () = X, () = (T = A)"

Definition 2.5
Eine Matrix A € K™*™ besitzt Jordansche Normalform, falls

Jm1,>\1
0 szJ\z .
A= ) . . mit my + ... + mp =n, A, Anex

0 0 J,

ksAk

Bemerkung: Jeder Diagonalmatrix besitzt Jordansche Normalform.

Beispiel:

1z 1| 0

[0 2| O ist JNF
0 0 |2

2 1 0

0 2 13 | nicht JNF
00 2

13 1T 0] o0

1 .

}8 ’ 3{ O | st aNE
0 0 0 [13]

3. Jordansche Normalform einer komplexen Matrix

Ab jetzt K = C.

Satz 3.1
Sei V = C" und ¢ € End¢V linearer Ednomorphismus.
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Dann existiert eine Basis B von V, sodass [¢]5 Jordansche Normalform

besitzt. (eindeutig bis auf Umordnung der Jordanblocke).

Korollar 3.2

Sei A € C™™. Dann ist A dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher
Normalform, d.h. es existiert eine invertierbare Matrix S € GL,,C
mit der Eigenschaft, dass S~1AS in JNF ist.

Korollar 3.3
Zwei Matrizen in C™*" sind genau dann dhnlich, wenn sie dieselbe JNF

besitzen(bis auf Umordnung der Jordanblocke).

3.1 Jordanketten und verallgemeinterte Eigenraume

Sei V € C", ¢ € End¢V,\ Eigenwert von ¢.

Weiter sei B = (v1, V2, ... , U, U1, -+« , Un) €ine Basis von V' mit

Jm 0 nxn
o= (% ) ec

Dann gilt
o(v) = Ay (p —Aid)v; =0
©(vg) = vy + Avg (p — Aid)vy = vy
(*) : — .

O(U) = Um_1 + AUy, (o — Aid)vy, = vy

Definiton 3.4
Eine Familie von Vektoren vy, vy, ..., v, € V heifit Jordankette, von ¢
beziiglich Eigenwert \, falls sie (*) erfillt. & vy # 0

Lemma 3.5

Eine Jordankette zum Eigenwert A von ¢ ist linear unabhangig.
Beweis: per Induktion nach m.

Fiir m =1: (v;) linear unabh. weil v; # 0.

Fiir m > 2 Nach Induktionsvor. (vy, ..., v,,_1) linear unabh.
Angenommen es ex. [, ft2, ... , hm—1 € C so dass

U = M1V1 + U2 + ... + Um—1Um—1

= Vo1 = (p — Aid)v,, = (@ — Aid) (1 + pove + oo + fn—1Vm—1)

65



66

= U1 (99 — /\id)Ul + ,U/Q(QD — )\ld)’UQ + ...+ ,U/mfl((p — )\id)vm,1
—_—
=0
= Uo¥1 + 3V + ... + i 1Um_2 Widerspruch! [J

Definition 3.6
Ein Vektor v € V '\ {0} heiBt verallgemeinerter Eigenvektor(oder

Hauptvektor) von ¢, fall ex. m > 0 mit:
(o) (= Aid)"(v) = 0
Das kleinste m > 0, fiir das (xx) gilt heifit Stufe von v.

Bemerkung

Hauptvektor der Stufel=Eigenvektoren

Sei v ein verallgemeinerter Eigenvektor von ¢ der Stufe m.
vy = (p — Aid)™ 1 (v)

v 1= (¢ — Aid)™2(v)

VU2 = (p — Aid)?(v)
Vo1 = (o — Aid)v, = (¢ — Mid)'v

Uy 1=V
Dann gilt (*), das heifit (vy, v, ..., v,,) bilden eine Jordankette.

Definition 3.7
Die Menge VA(y) := (J ker(¢ — Aid)*
k=1

heifit verallgemeinerter Eigenraum von ¢ bzgl A.
Man beachte: ker(¢ — Aid)* C (p — Aid)* vk > 1.

Proposition 3.8

Es seien ¢ und ¢ Eondomorphismen die mit einander vertauschen:

p o =1 op. Dann ist fiir jeden Eigenwert A von ¢ der verallgemeinerte
Eigenraum V*(ip) invariant unter ¢. Insbesodere ist V(i) invariant

unter .

Beweis: Sei v € V(). Dann ex. m € N mit v € ker(¢ — Aid)™
= (p = Ad)"(P(v)) = v((p — Md)"(v)) = $(0) = 0
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n

) Erinnerung: (z+y)" = Y (}) zFy"*
k=c

3.2 Kurze Voriiberlegungen zum Minimalpolynom

Sei K beliebiger Korper. In der Ubung wurde gezeigt:

Satz 3.9
Sei V = K" und A € K™, Seien py, pa, ..., pr € K|[t]

teilerfremd mit py - po - ... - P = la
Dann gilt: V' = ker (p;(A)) @ ker (p5(A)) @ ... @ ker (p.(A))

1 0 O
Beispiel 3.10 A=[0 1 —1| eC*3
01 3
=xalt) = (1 =01 -)B—t)+1] =1 —t)(t—2)?
= —pa(t)
palt) = (t = 1)(t — 2)°
——N—

ker(p3(A)) = ker((A — 2E3)2) = ker

~ N = O O

|

obi

| o

—_

o

—_
[\v}

0 1 1
1 00 0 0
=ker{0 0 0)=C|1|+C|O
000 0 1
Lemma 3.11
Fir A = (‘]T(’)“’\ S) € K™ teilt das Minimalpolynom (¢ — \)™, des

Jordanblocks J,, » das Minimalpolynom vom A.

Beweis: UA
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10.3.3 Zerlegung von C" entlang der verallgemeinerten Eigenrdume

Jetzt wieder K = C.

Satz 3.11
Sei V = C" und ¢ € End¢V mitden paarweise verschiedenen

Eigenwerten Ay, A, ..., A,.. Dann gilt:
V=VY(p) & &V (p)

Beweis: Sei A = [¢]. Weil C algebraisch abgeschlossen ist, zerfallt das Minimalplynom
pa(t) = (=)t = 2)" - (= A)" in

Linearfaktoren.

Wir setzen p; := (£ — \;)™, und wir wollen zeigen, dass

ker p(A) = ker(A — Aid)" = V()

gilt. Offenbar: ”C”. Nehmen wir an, es giabe einen Hauptvektor

von ¢ bzgl. \; der Stufe m > k;. Sei (vq,va, ..., vy,) zZugehorige

Jordankette. Erganze diese Jordankette zu einer Basis B.

Dann gilt

o= ("5 7)

Nach Lemma 3.11 teilt das Minimalpolynom (¢ — ;)" das Polynom i (t).
Widerspruch. Aus Satz 3.9 folgt die Behauptung. [J

Lemma 3.14

(zweiter Index ist kein Exponent)

C = (v1,03, ..., U}, V3,03, . U, o U5, o, U )

eine Familie von s Jordanketten zum Eigenwert A von ¢, d.h.
(p — Aid) (viy,) = v fiir 1 < j < k; und (¢ — Aid)(v}) =0
Sind die Eigenvektoren v, v?, ..., v{ linear unabhéngig, so sind

alle Vektoren in C' linear unabhangig.

Beweis: Sei Zaijv;- = 0 fiir a;; € C Angenommen es ex. 7,j mit a;; # 0.
4,
Sei k das Maximum aller Stufen, fiir die ein Index ¢ ex. mit ay # 0.

= 0= (p — Xid)" " (Cau;v))
7”.7

- ;aij(go — did)F 1)



Wlderspruch zur Vor.
O

Lemma 3.15

Sei C' wie oben, aber linear abhangig. Dann ex. eine Familie
C" von Jordanketten, mit ling(C') = ling(C'), die einen
Vektor weniger enthalt.

Beweis: Aus Lemma 3.14 folgt, dass die Eigenvektoren
vi,v? ... vf linear abhéngig sind. D.h. es existiert nicht triviale
Linearkombination > a;vi = 0 mit a; # 0.
i=1
Der Index ¢ sei so gewahlt, dass die zugehorige Jordankette

minimale Lange hat und all denjenigen mit «a; # 0.

Ohne Einschrankung: i=1.
Fall 1: k; = 1: Sreiche v{ in C, um C’ zu erhalten.
Fall 2: ky > 2 : Setze v := ]+1+Z vhyy fiir 1< j <k

Wegen der Minimalitat von ky gilt: kl < kvl mit oy # 0.

Setze C' = (U1, ..., U, 1,0}, .o, VF, o, 05, 0f)
Es gilt ling(C’) = ling(C).

Zu zeigen: (vf,..., v _,) Jordankette:
(¢ — Aid) (57]1) = (¢ — Aid) ( Vit > ;"i §+1>
Q0

ay o,
= vj + Zalvj—v .
a;7#0
O

Satz 3.16
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Fiir jeden Eigenwert A von ¢ besitzt der verallgemeinerte Eigenraum
V() eine Jordanbasis, d.h. eine Familie von Jordanketten, die eine
Basis von V*(y) bilden.

Beweis: Sei (uy, ... ,u;) eine Basis von V(). Jeder Vektor
ist Hauptvektor der Stufe k; € N. Dies liefert eine Jordankette der
Lange k;. Die Voreinigung von diesen [ Jordanketten ist eine Familie von

Jordanketten, die dne ganzen verallgemeinerten Eigenraum erzeugt.

Durch (wiederholtes) Anwenden von Lemma 3.15 erhalten wir

eine Jordanbasis. [J

4. Bestimmung der Jordanschen Normalform

Sei V = C" und ¢ € End¢V eine Endomorphismus. Wir wollen

eine Basis J bestimmen, so dass [¢]; INF besistzt.

(i) Bestimme die paarweise verschiedenen Eigenwerte

A1, Ag, ..., A; mit ihren algebraischen Vielfachheiten

€1,€9,...,6] = €1 + €3 + ... + €=,

(i) Fiir jeden Eigenwert \; bestimme Basis des verallgemeinerten
Eigenraums V* (). Dazu 16st schrittweise Gleichungssysteme

(p — )\iid)jv =0 fiir j =1,2,3,... bis man e; linear unabhangige
Losungen hat.

(iii) Bilde Jordanketten und verkiirze Schrittweise durch Anwendung
von Lemma 3.15 bis man eine Basis erhalt.

(iv) Die Matrix des Basiswechsels besitzt als Spalten die verallgemeinerten

Eigenvektoren von den Jordanbasen. (kettenweise aufsteigend!)

Beispiel 3.17 A= e %5

[l e R e R
I =
—
[ = )
= = O O
S O O O

-1 0 0 1
(i) xa(t) = (1 —¢)°, d.h. 1 ist einziger Eigenwert von A der
algebraischen Vielfachheit 5.

(ii) Wéhle Basis von C?
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1 1 0 0 0
1 -1 0 0 0
v=1|0 |,vy = 0 03 =10 |,vq4 = 0 05 = | 1
0 0 1 1 0
0 0 1 -1 0
Es gilt (A — E5)v; = w und (A — E5)vy = —w fiir
1 0 1 000 0
0 0 0 00O 0
w=\1-1 0 -1 01 0 Jlw=1]0]1=0
0 0 0 00O 0
-1 0O -1 0 0 O 0

Also ist w ein Eigenvektor, und v; und vy sind Hauptvektoren der Stufe 2.
Auflerdme gilt:
(A — E5)vg = (A — E5)vy = vs und (A — Es5)vs = 0.

(iii) Die Wer haben die folgende Familie von Jordanketten:
U — W, V2 — —W, V3 —> Us,Vq — Us
eDie bei v; und vy beginnenden Jordanketten sind linear abhéangig:

Setze

~ 1
’U1:U1+TU2:

OO OO N

Dann ist (A — E5)v; = 0, das heifit v; Eigenvektor
~ (571702 — —W,V3 — Vs, V4 — U5)
eDie bei v3 und vy beginnenden Jordanketten sind ebenfalls

linear abhangig.

Setze U3 = vg3 — %v4 =

o O O O

2
Wiederrum ist vs Eigenvektoren
~ (U1, V2 — —w, U3, vy — Vs),
und es gilt: —w — v5 — %53 + %51 =0

~ (Vg — w, V3, v4 — v5) Jordanbasis von V'(A) = C5.

(iv) Insgesamt erhalten wir die Transformationsmatrix



-1 1 0 0 0
0O -1 0 0 O
S = 1 0O 01 0
0 0O 0 0 1
1 0o 2 0 -1
1 1]
1
und S~YAS = Jo1 @ J1 @ Jog = [1]
[T 1]
|1 1

Kapitel 11 Extras

1. Dualraume

Sei V' Vektorraum iiber beliebigem Korper K.

Definition 1.1
Der K-VR V* := Homg (V, K)

der Linearformen heif3it Dualraum von V.

Proposition 1.2
Fall dimgV < oo, so ist V* isomorph zu V.
Beweis: dimgHomg (V, K) = dimV O

Erinnerung: Homyg (K™, K™) = K"™*" dim =m - n

Homogenes Lineares Gleichungssystem

Az =0 A e kEmxn
a1y + ... + apx, = 0= (Gi]’)
< z € kera; Nkeras N ...Nker a,,
Am1T1 + . + Gpxy, =0

(a1 : K™ — Kx — anxy + ... + aj,x,) € (K™)"

Beispiel
Sei V' endlichdimensional mit Basis B = (by, bs, ... , by)
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Definiere Linearformen:

) 1 fallsi = j
bib;) = 0i = {O sonst

B* = (b7, b5, ... ,b%) duale Basis zu B

Proposition 1.3

B* Basis von V*

Beweis: Y a1bf =0, firo; € K.
=1

1=

=YoeV > abi(v)=0
i=1

= > ibi(b;) = > di; = a;Vj
=1 i=1

B* linear unabhangig.

2. Adjunkte eines Endomorphismus

Sei (V, (., .)) euklidischer oder unitdrer Raum iiber K und

v € (V).

Definition 2.1
Eine Abbildung ¢* : V' — V heifit adjungiert zu ¢, falls
< p*(v),w > = (v, p(w)) Yo,w € V.

Bemerkung: Im allgemeinen muss ¢ nicht existieren.

Proposition 2.2

Falls eine adjungierte existiert, so ist die eindeutig besitmmt und linear.
Beweis: Seien ¢* und ¢’ adjungiert zu .

Firv,w eV : < p*(v),w >=<v,p(w) > =< ¢'(v),w >

= < *(v) — ¢'(v),w > =0 Weil (.) nicht ausgeartet ist, folgt

e (v) —¢'(v) =0Vv € V=" = ¢.

Es gilt Yo, v, w eV :

<Pfv+v),w>=<v+v,0(w) >=<v,pw) >+ <V, p(w) >
=< *(v),w >+ < " V), w > =< *(v) + p*(V),w >

= < (v+v) = (p*(v) + p*(V)),w > =0
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= * " — * * /
Nichtausgeartetheit ¥ (U +v ) = (U) =+ 2 (U )
von <.>

Analog ¢*(av) = ap*(v)Va € K

Insgesamt: ¢ linear.

Proposition 2.3

Sei B eine Orthonormalbasis von K”. Dann ist fiir ¢ € EndgK"”
konj. und transp.|

Die Abbildung ¢* = P1ls)"
die Adjungierte zu .

3. Tensorprodukte

Seien V und W Vektorraume tiiber K. Betrachte den Vektorraum
F(VxW):= {Zaie(vi,wi) neNq; € K, (v;,w;) €V x W}
i=1

der K Vektorraum der formalen K-Linearkombinationen von

Elementen aus V x W.

Auf F(V x W) betrachte Relation ~

Yo, v1,v9 € V,w,wi,wy € W.Va € K

€(vr+va,w) ™ E(vy,w) T E(vz,w)

Clvwrtwz) ™ Cvwn) T E(vwn)

Elav,w) ~ X€(v,w) ~ E(v,aw)

und symmetrischen und transitiven Abschluss. Das ist eine

Aquivalenzrelation, die wir wieder mit ~ bezeichnen.

Definition 3.1

Der Quotient V@ W := F(V,W)/.
heifit Tensorprodukt von V und W.
Die Elemente von V ® W schreiben wir
VR W = [e(vﬁw)]w YoeV,weW

Auf V @ W ist eine Addition definiert:
VW +V @u = [ewuw) + €ww]

a-(vew)= [oz . e(v,w)]N
Wohldefiniertheit folgt aus den Gleichungen:
(U1+U2)®w:7]1®w+’02®w



v ® (W +we) =v@w; + v wy
(av) ®@w = a(v®w) =v® (aw)
= (V@ W,+,-) ist ein K-Vektorraum.

Proposition 3.2

Seien V und W endlichdimensional mir dimgV =n
und dimgW = m. Dann ist dimg (V@ W) =m -n
Beweis: Seien B = (b, ba, ..., b,) und C' = (¢1, 2, .., C)
Basen von V und W. Dann ist
{bi®cj|1<i<n,1<j<m} BasisvonV&@W.

0

Bemerkung 3.3
UV, W K-VR
Vew=weV
UVeaW)=2UV)eW

Bemerkung zur Notation: an das ® wird auch

der Koroer iiber der das Produkt definiert ist geschrieben

~ QK

Falls M Menge von K-VR die abgeschlossen ist bzgl. Tensorprodukten,
dann ist (M, ®) eine kommutative Halbgruppe.

Beispiel:
K=Q,n=2m=3

()=o) - ()

N O O

Satz 3.4 (Universelle Eigenschaft)
Fiir jedes Paar (X, f), wobei X ein K-VR und
f:V xW — K K-Bilinear, existiert eine eindeutige Abbildung
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¢ € Homg (V@ W, X) mit po7T = f
firT: VxW-oVaW: (nw) —vw
Beweis: p(v ® w) = f(v, w) Wohldefiniert!
U
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