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1. Übungsblatt
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Aufgabe 1: Sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer oder unitärer Raum und x, y ∈ V . Beweise die
folgenden Aussagen:

1. Für x 6= 0 6= y gilt: ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ ⇐⇒ es existiert α ∈ R>0 mit y = αx.

2. |〈x, y〉| = ‖x‖ · ‖y‖ ⇐⇒ x und y sind linear abhängig.

3+3 Punkte

Aufgabe 2: Sei V ein K-Vektorraum und β : V ×V → K eine symmetrische Bilinearform.
Das Radikal Rβ von β ist die Menge aller v ∈ V für die β(v, w) = 0 für alle w ∈ V . Zeige:

1. Das Radikal Rβ := {v ∈ V | β(v, w) = 0 für alle w ∈ V } ist ein Untervektorraum
von V .

2. Betrachte die Abbildung β̃ : V/Rβ ×V/Rβ → K mit β̃(v +Rβ , w +Rβ) := β(v, w) auf
dem Quotientenraum V/Rβ . Zeige:

• β̃ ist wohldefiniert und

• β̃ ist eine symmetrische, nicht-ausgeartete Bilinearform.

6 Punkte

Proposition (Notizen der VL, Proposition 7.6.4). Sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer Raum mit
zugehöriger Metrik δ. Für alle x, y ∈ V existiert ein eindeutiger Punkt mx,y ∈ V mit

δ(x,mx,y) = δ(y,mx,y) =
1

2
δ(x, y) .

Der Punkt mx,y heißt Mittelpunkt zwischen x und y.

Aufgabe 3: Sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer Raum mit zugehöriger Metrik δ. Betrachte die
Abbildung φ : V → V mit φ(0) = 0 und

δ(φ(x), φ(y)) = δ(x, y)

für alle x, y ∈ V , also eine (abstandserhaltende) Isometrie. Dann ist φ linear. Zeige der Reihe
nach:

a) φ(mx,y) = mφ(x),φ(y) für alle x, y ∈ V , wobei mx,y bzw. mφ(x),φ(y) der Mittelpunkt von
x und y bzw. φ(x) und φ(y) ist.

b) φ(2x) = 2φ(x) für alle x ∈ V .

c) φ(x + y) = φ(x) + φ(y) für alle x, y ∈ V .

d) φ(αx) = αφ(x) für alle x ∈ V und alle α ∈ R. Hinweis!1

6 Punkte

1Benutze Polarisierungsidentitäten.


