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Aufgabe 13: Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.). Definiere fiir
a € V'\ {0} die Spiegelung s, an der Hyperebene {a}* durch:

(v,a)

(a,a)
Sei F € O(V)\ {id} und u € V mit F(u) # u. Setze U = {u}*. Dann gilt:

a firallevelV.

Sa(v) =v—2

L. sp(u)—u(F(u)) = u und
2. sp(u)—u © F|y ist ein orthogonaler Endomorphismus auf U.

3. Jedes G € O(V)\ {id} ist Hintereinanderausfithrung von héchstens dim(V') Spiegelun-
gen.

6 Punkte

Aufgabe 14: Sei C C R? ein dreidimensionaler Wiirfel gegeben durch die folgende Menge:

T
C={[2]| €eR¥| —1< o <1firi=1,23}.
T3

Bezeichne mit vert(C) die 8 Ecken des Wiirfels, die den 8 Vektoren in {£1}3 entsprechen.
Sei Sym(C) = {T € O(R3) |T(C) = C} die Symmetriegruppe von C. Jede Transformation
T € Sym(C) bildet eine Permutation der Ecken vert(V'). Daher kann man Sym(C) als
Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sym(vert(C)) = Sym({1,...,8}) ansehen. Gib
deine Ergebnisse stets als Untergruppe der symmetrischen Gruppe an.

1. Finde eine Untergruppe H von Sym(C), die von Spiegelungen erzeugt wird und die
scharf-eckentransitiv ist, d.h. fir zwei Ecken v, w € vert(C) existiert genau ein T' € H
mit T'(v) = w. Wie viele Elemente hat diese Untergruppe.

2. Wihle eine Ecke vy € vert(C) des Wiirfels. Was ist der Stabilisator
stab(vg) = {T € Sym(C) | T(vo) = vo}
der Ecke vg?
3. Benutze die bisherigen Teilergebnisse, um die Symmetriegruppe des Wiirfels anzuge-

ben. Welche Kardinalitéit hat die Gruppe Sym(C)?

6 Punkte



Aufgabe 15: Sei V ein Vektorraum und F : V — V eine lineare Abbildung. Ein Unter-
vektorraum W < V heisst F-invariant, wenn F(W) C W ist. Definiere den von v erzeugten
F-zyklischen Unterraum

U(F,v) = lin{v, F(v), F?(v),... }.
1. Zeige, dass U(F,v) der kleinste F-invariante Unterraum ist, der v enthélt.

2. Betrachte nun den Spezialfall V' = R®. Gib eine Abbildung F4 mittels ihrer darstel-
lenden Matrix A € R**® an, so dass R® = V; @ V5 und

e V1 und V5 sind Fs-zyklisch,
e dimV; =3, dim V5 = 2.

6 Punkte



