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10. Übung

zur Maß- und Integrationstheorie

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Gegeben seien ein σ-endlicher Maßraum (Ω,F , µ) und nichtnegative F-messbare numerische
Funktionen f und g. Zeigen Sie:

(a) Für p ∈ [1,∞) gilt
∫

Ω
fp dµ =

∫
[0,∞)

ptp−1µ(f > t) dλ(t).

(b) Gilt µ(f > t) ≤ µ(g > t) für alle t ≥ 0, so folgt
∫

Ω
f dµ ≤

∫
Ω

g dµ.

Hinweis zu (i): Benutzen Sie den Satz von Fubini.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien λ das Lebesgue-Maß auf ([0, 1], B([0, 1])) sowie ν das Zählmaß hierauf. Weiter bezeichne
D = {(x, x) : x ∈ [0, 1]} die Diagonale des Einheitsquadrates.

(a) Zeigen Sie, dass D ∈ B([0, 1])⊗B([0, 1]) gilt.

(b) Berechnen Sie
∫
[0,1] ν(Dx) dλ(x) sowie

∫
[0,1] λ(Dy) dν(y), wobei Dx und Dy die Schnitte

von D bezüglich der ersten Koordinate x bzw. der zweiten Koordinate y bezeichnen.

(c) Warum ist hier der Satz von Fubini für nichtnegative Funktionen nicht anwendbar?

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Berechnen Sie unter Verwendung des Satzes von Fubini das Lebesgue-Maß der Kreisscheibe

K = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ r2}.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei

f : [1,∞)× [0, 1] → R; (x, y) 7→ e−xy − 2e−2xy.

Untersuchen Sie die iterierten Integrale∫ 1

0

∫ ∞

1
f(x, y) λ(dx) λ(dy)

und ∫ ∞

1

∫ 1

0
f(x, y) λ(dy) λ(dx).

auf Gleichheit. Weshalb ist hier der Satz von Fubini nicht anwendbar?

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte


