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11. Übung

zur Maß- und Integrationstheorie

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Seien µ1 und µ2 σ-endliche Maße auf (Rd, B(Rd)). Die Faltung µ1 ∗ µ2 ist definiert als
µ1 ∗ µ2 := (µ1 ⊗ µ2) ◦ ϕ−1 mit ϕ : Ω1 × Ω2 → R, (ω1, ω2) 7→ ω1 + ω2.

(a) Zeigen Sie: Falls µ1 eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes besitzt, so gilt dies auch für
µ1 ∗ µ2.

(b) Zeigen Sie, dass für Borel-messbare, Lebesgue-integrierbare f1, f2 ≥ 0 gilt:

(f1λ
d) ∗ (f2λ

d) = (f1 ∗ f2)λd.

Dabei bezeichnet fλd das Maß mit Dichte f bezüglich λd.

(c) Zeigen Sie, dass die Faltung von Maßen kommutativ ist, d.h. dass µ1 ∗ µ2 = µ2 ∗ µ1 gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei M der Vektorraum der signierten Maße auf einem Messraum (Ω, A), und es sei ‖ · ‖ die
Totalvariation auf M. Zeigen Sie:

(a) ‖ · ‖ ist eine Norm auf M.

(b) Jede Cauchyfolge bezüglich dieser Norm konvergiert in M.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien µ, µ1, µ2 . . . endliche signierte Maße auf (Ω,F). Zeigen Sie, dass (µn) genau dann in
Variationsnorm gegen µ konvergiert, falls (µn(A)) gleichmäßig in A ∈ F gegen µ(A) konvergiert.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei (Ω,F) ein messbarer Raum. Eine Abbildung Q : Ω × F → R heißt stochastischer Kern,
falls gelten:

(i) Für jedes x ∈ Ω ist A 7→ Q(x, A) ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,F)

(ii) Für jedes A ∈ F ist x 7→ Q(x, A) eine (F , B)-messbare Abbildung.

Für n ≥ 2 definiere rekursiv Qn(x, A) :=
∫
Ω Qn−1(y, A)Q(x, dy). Zeigen Sie: Qn (n ≥ 2) ist ein

stochastischer Kern.

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte


