6. Schitzprobleme

6.1. Beispiele

a) In einem Teich befindet sich eine unbekannte Anzahl n von Fischen. Man schitze n
(z. B. durch Angeln, markieren, wieder aussetzen und nochmal angeln; vgl. Ubung)

b) Weiteres Beispiel: Wie gro8 ist die Zahl n der Taxis in einer Stadt?
Annahme: die Taxis sind von 1, ..., n durchnummeriert. Man beobachtet m Nummern,
z. B. 24,71, 5, 16, 13 (m = 5). Was ist eine verniinftige Schitzung fiir n?

¢) (Medizinische) Versuche: Wie grof§ ist die (unbekannte) Wahrscheinlichkeit p, dass
ein bestimmtes Medikament wirkt? Man testet es an n Personen und beobachtet,

dass es bei m wirkt. Was ist eine gute Schéitzung fiir p? (Analog: p = unbekannter
Anteil der CDU-Wihler in der Bevolkerung).

6.2 Definition:

Ein statistisches Modell ist ein Tripel (X, A, (Py)yeco), wobei (X, A) ein Messraum ist, ©
eine (nichtleere) Indexmenge und Py, € © Wahrscheinlichkeitsmafie auf (X, .A) sind. X
heifit dabei Beobachtungsraum oder Stichprobenraum.

Interpretation: Der Beobachtungsraum X beschreibt die Menge der méglichen Beobach-
tungen, Py, ¥ € O sind die im Modell als méglich angenommenen Verteilungen. Ziel ist es,
den wahren Parameter ¥ € © oder eine Funktion 7(¢}) aufgrund der Beobachtung x € X
zu schétzen. Oft ist X = R™ oder jedenfalls X C R"™.

6.3 Definition:
Sei (X, A, (Py)yco) ein statistisches Modell und (3, S) ein Messraum.

a) Eine messbare Abbildung von (X, .A) nach (3, S) heifit Statistik.
b) Ist 7: © — X eine Abbildung, so heifit die Statistik 7": X — ¥ ein Schditzer fir 7.
Im Beispiel 6.1.c) ist es naheliegend, X = {0, 1}" zu wéhlen,

© = [0, 1] und Py({0100101 - - - 11011}) = yelinsen(q _ yy:Nullen

n Ziffern €{0,1}

wobei x = 0100101 - -- 111011 bedeutet, dass das Medikament bei der ersten, dritten, vier-
ten, sechsten - - - Person nicht wirkte, bei den anderen dagegen schon. Also ist Py = ®7_,Qy,
wobei Qy({1}) = ¥,Qy({0}) = 1 — ¥ ist. Bei diesem statistischen Modell wird also von
vornherein postuliert, dass alle Versuche unabhéngig sind. Wir wéhlen (X,S) = (0, By 1))
und 7 : © — X als die identische Abbildung.



Ein verniinftiger Schétzer T': X — O fiir das unbekannte ¥ = 7(¢) ist in diesem Fall

# Einsen unter den zy,-- -z,
T(xy, -, x,) = )

n

Wenn man an der Unabhéngigkeit der Versuchsergebnisse zweifelt, konnte man auch die
Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe (Py) .o auf X = {0,1}" ansetzen. Aber: wie soll
man in diesem Fall das wahre ¥ (oder Py) aus den Beobachtungen schéitzen?

Generelles Problem:
O zu groB: eine verniinftige Schiatzung von ¢ ist wg. in Relation zur Grofle von © zu

geringer Datenmenge problematisch.
© zu klein: Gefahr, dass das “wahre” ¥ nicht in © liegt.

Bemerkung:

In 6.3. wird nichts iiber die Giite eines Schétzers ausgesagt. Er kann auch voéllig unsinnig
sein. Unser Ziel ist es, Giitekriterien fiir Schétzer zu finden und gute Schétzer zu konstru-
ieren. Grob gesprochen wird man einen Schétzer T fiir 7 dann als “gut” bezeichnen, wenn
fiir alle ¥ € © T'(z) mit groBer Wahrscheinlichkeit (bzgl. Py ) einen Wert nahe bei 7(¢)
annimmt. Ein Giitekriterium ist:

6.4. Definition:
Sei ¥ C RF. Ein Schiitzer T heiit erwartungstreu oder unverzerrt (englisch unbiased) fiir
7(9), wenn

Ey(T(X)) = 7(9) fiir alle ¥ € O.

Dabei sei Ey der Erwartungswert beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies Py (im Fall
k > 1 ist die Gleichheit komponentenweise zu verstehen). X : X — X steht dabei fiir die
identische Abbildung (= Beobachtung).

Allgemein heif3t
b(9,T) := Ey(T (X)) — (V)

Verzerrung (engl.: bias) des Schatzers T fiir 7.

Beispiel 6.1.c), Fortsetzung:
_ tEinsen unter den a, .z,

Wir zeigen, dass der betrachtete Schitzer T'(xq, -+, z,)
erwartungstreu fir 7(v) := ¢ ist:

EyT(Xy, -+, Xy) = Ey (5 ZX1> =



6.5. Beispiel:

Bei einer Warenlieferung von 1000 Einheiten seien M defekt (M unbekannt und zu schétzen).
Es werden 15 Einheiten getestet. Sinnvolles statistisches Modell:

X ={0,---,15}, x = fdefekte Teile in Stichprobe

© = {0,---,1000}. 7(¢) = ¥(= M). Sinnvoll erscheint

T(z) = 1‘”—5 -1000.

Ist T" erwartungstreu?

Offenbar ist im Fall von ¥ = M defekten Teilen die Anzahl der defekten Teile in der
Stichprobe hypergeometrisch mit Parameter (15, 100, M )—verteilt, also

X
15

1000 1000 15 - 29
Ey(X)= — —~ —
15 o(X) 15 1000

EyT(X) = Ey ( - 1000) -

Es gibt Falle, bei denen zwar erwartungstreue Schétzer existieren, diese aber unsinnig sind
(obwohl es verniinftige nicht—erwartungstreue Schitzer gibt).

6.6. Beispiel:

Sei X = Ny, © = (0,1), Py = Poissonverteilung mit

Parameter A = —2 In4.

Behauptung: T'(z) = (—1)® ist der einzige erwartungstreue Schétzer fiir ), aber unsinnig.
Beweis:

i) T ist erwartungstreu:

By ((-1)%) = 55 (- R ey 32 B =
B \/5

ii) T ist der einzige erwartungstreue Schétzer:
Sei S auch erwartungstreu d. h. V9 € (0,1) gilt

— 9 = EyS(X) = z S(k)2e dh. VA € (0,00) gilt e = 3 S(k)2
k=0 '
Nach dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen folgt S(k) = (—1)F Vk € Ny

iii) 7T ist unsinnig:
T nimmt nur die Werte 1 und -1 an, die gar nicht in © liegen!

Bemerkung:
Es gibt auch Fille, in denen iiberhaupt kein erwartungstreuer Schétzer existiert.



Wenn man zwei erwartungstreue Schétzer 17 und 75 fiir dasselbe 7 hat, dann ist es nahelie-
gend, T} dem Schétzer T, dann vorzuziehen, wenn er fiir alle ¥ eine kleinere Varianz als T5
aufweist (dann liegt ndmlich 77 im Mittel nidher bei 7(1) als T und zwar unabhingig von 7).

6.7. Definition:
Im statistischen Modell (X, A, (Py)yeco) seien T) und T erwartungstreue Schétzer fiir
7:0—=R (k=1!).
Gilt
Vo(Th) < Vy(Tz) V0 € O,

dann heifit T} gleichmdf$ig besser als Ty. Gilt
Vo(Th) < Vy(T) VI € ©

fiir alle erwartungstreuen Schéatzer T' fiir 7, so heifit T gleichmdf$ig bester erwartungstreuer

Schitzer (oder “UMVU” fiir uniformly minimum variance unbiased) fir 7. (Vy: Varianz
bagl. Py).

Bemerkung:

In vielen Situationen gibt es gar keinen UMV U-Schétzer (auch in vielen solchen, in denen
erwartungstreue Schitzer existieren). Der Schitzer T' in Beispiel 6.6. ist natiirlich — als
einziger erwartungstreuer Schétzer fiir 6 — UMVU.

6.8. Beispiel:

Sei X = R" mit (mit Borel-o—Algebra), © = Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf R
mit existierendem 2. Moment. Sei 7(¢) := uy der Erwartungswert und o?(¢J) die Varianz
von

9 (also py = 7@ xzd¥(x),- - -). Weiter sei Py = 9" d. h. die Verteilung von n unabhéngigen

geméB ) verteilten (reellwertigen) Zufallsgrofien.
Behauptung: T1(zq,- -, x,) == % i x; ist UMVU fiir 7(9) = py.
i=1

i) T ist erwartungstreu:
n

EyTi (X1, Xp) = = X Eg(Xy) = £ 3 iy = po-

i=1 i=1

3=

i) Vo(Th(X1,--+, X,)) = Vig(

3=

)

- Xi) = Lo2(0),
=1

iii) Zu zeigen: Fiir jede Funktion 7": R" — R mit Ey(T'(X1,--- X,,)) = py gilt
Vﬁ(T(Xla e 7XTL>) 2 %0-2(19)



Wir zeigen dies der Einfachheit halber nur fiir n =1 und n = 2.

() n=1:
Sei y € R und 9§, das Punktma8 auf y d. h. 6,(A4) = (1) z ;ﬁ :

Wenn T : R — R erwartungstreu ist, dann muf} insbesondere fiir jedes y € R
E;,(T(X)) = y gelten, d. h. T'(y) = v, d. h. es gibt fiir n = 1 nur einen erwartungstreuen
Schétzer, ndmlich 7" = T7. Dieser ist (da er ein endliches 2. Moment hat) UMVU.

(8)n =2
Sei x < y fest und fiir p € [0,1] das WahrscheinlichkeitsmaBl 9, definiert als 9,({z}) =
p, 9,({y}) =q¢=1—p. Wenn T : R* — R erwartungstreu ist, dann folgt

Ey,T(X1, X>) p*T(z,x) +p(1 = p)T(x,y) + (1 = p)pT(y, ) + (1 = p)*T(y,y)
pr+(1—py

wg. Erw.treue

Da die letzte Identitét fiir alle p € [0, 1] gilt, erhdlt man durch Koeffizientenvergleich
T(z,z) =z, T(y,y) =yund T'(z,y) + T'(y,z) =z +y.

Hier gibt es iibrigens zahlreiche erwartungstreue Schitzer, neben 7 z. B. noch Ty(x,y) =
%x + %y aber auch gewisse nichtlineare 7.

Es folgt fiir beliebiges ¢ € ©
Vo (T(X1,X2)) = Ey ((T(X1,X3) — p)?)

= L [ ((T(X0 X0) = o)) + By (T(X0, 1) — o))

= %Eﬁ (T(X1, X2)? + T(X2, X1)?) = 41§

> 1By (T(X0, Xa) + (X0, X)) —

= B (06 + X0?) — 4 = [EN(X?) + 243) — 4 = 502 (0).

Warnung: Verkleinert man in Beispiel 6.8 die Menge O, dann kann T; die Eigenschaft
UMVU zu sein, verlieren. Als Beispiel betrachte man © = {P, Q} mit P({0}) = P({1}) =
1/2 und Q({2}) = Q({3}) = 1/2. Sei n = 1. Dann ist offensichtlich 7" def. als

N 0,5 wenn z € {0,1}
T(x)=< 2,5 wenn z € {2,3}

egal sonst



UMVU, da Vy(T) = 0 fiir alle (d. h. beide) ¥ € ©, wihrend T} nicht UMVU ist!

6.9. Nachteile des Giitekriteriums “Erwartungstreue”:

a) u. U. existiert kein erwartungstreuer Schitzer

b) selbst wenn, kann sogar der beste erwartungstreue Schétzer unsinnig sein (Beispiel

6.6)

¢) Keine Invarianz unter Transformationen, d. h. ist 7" erwartungstreu fiir 7(¢) und f :
R* — R, dann ist i. allg. f(T) nicht erwartungstreu fiir f(7(J))!

Ein Beispiel zuc): n =k =( =1, f(z) =22, (X, A, (Py)seco) wie in Beispiel 6.8.

Ti(x) = x ist erwartungstreu aber

B, ((71(X))?) = Eo(X?) > (BoX)* = 23 = f (Bo (X))
VY € © mit o?(d) > 0!
Moégliche Giitekriterien fiir Schéitzer:

6.10 Definition: R(9,T) := Ey(|T(X) —7(9)|?) heifit Risiko des Schitzers T an der Stelle
.

Wiinschenswert ist ein solches T, fiir das R(,T) moglichst fiir alle ¢ € © klein ist. Im
Fall £ = 1 sahen wir, dass ein UMVU-Schétzer T} ein solcher erwartungstreuer Schétzer
ist, dass R(0,T1) < R(9,T) fiir alle 9 € © und alle erwartungstreuen Schétzer T gilt.

Moégliche Definitionen von Optimalitat konnten sein:
a) optimal ist T} fiir 7(¢) dann, wenn

sup R<197 Tl) < sup R(ﬁa T)
9 )

fiir alle Schétzer T' gilt. Ein solches 77 heiflit Minimax—Schdatzer, da er das maximale
Risiko minimiert.

b) optimal ist 77 fiir 7(¢) dann, wenn es den Ausdruck
r(T) ::éR(ﬁ,T)d,u(ﬁ)

minimiert, wobei u ein vorgegebenes Mafl auf © (mit einer geeigneten o—Algebra)
ist. Solche Schétzer heiflen Bayes—Schdtzer. Sie hingen natiirlich i. allg. von der Wahl
von g ab. p wird oft als a—priori—Verteilung bezeichnet. Bayes—Schétzer minimieren
also das (beztiglich p) mittlere Risiko.



6.11. Konsistenz:

Wir betrachten die folgende spezielle Situation: © sei irgendeine (nichtleere) Menge von
Wahrscheinlichkeitsmaflien auf R und X, X5, X3,--- sei eine Folge von u.i.v. reellen Zu-
fallsgroffen mit unbekannter Verteilung 9 € ©. Sei 7 : ©® — R gegeben. Fiir jedes
n € N sei ein Schitzer T, : R™ — R fiir 7 gesucht. Von einer verniinftigen Schétzfol-
ge T,,,n € N erwartet man, dass T, (X, - X,,) fir n — oo (d. h. Stichprobenumfang
— 00) bei beliebigem zugrundeliegenden wahren 9 € © gegen das wahre 7() konvergiert.
Da T, (Xi, -, X,),n € N eine Folge von Zufallsvariablen ist, gibt es unterschiedliche Kon-
vergenzbegriffe:

Definition:
a) Die Schétzfolge T,,,n € N heifit stark konsistent, wenn fiir alle ¥ € © gilt

Py (To( X1, Xy, X)) = 7(0)) =1
(wobei Py die Verteilung von X, Xs, - - - ist, wenn X, Xy, - -+ w.i.v. mit Verteilung
).

b) Die Schétzfolge T,,,n € N heifit schwach konsistent (oft auch einfach konsistent),
wenn fiir alle ¥ € © und alle € > 0 gilt:
lim,, Py (|T0(X1, Xo, -+, X)) = 7(¥)| > €) =0.

Bemerkung:
Man beachte, dass die Begriffe stark und schwach hier dieselbe Bedeutung wie bei den
Gesetzen der grofien Zahlen haben.

6.12. Beispiel:

Ahnlich wie im Beispiel 6.8. sei © die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf R mit
existierendem Erwartungswert. Sei 7(¢/) := py der Erwartungswert von . Xy, X5, X3, -+
seien u.i.v. mit Verteilung 9 € ©. Die Schétzfolge

1
Tn(mla'“ 7xn) = szz

ist stark konsistent, denn nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen gilt fiir jedes ¥ € ©

Py (T,(Xy, -+, X,) — 7(¥) fiir n — 00) = 1.

6.13. Maximum Likelihood Schétzung:

Definition:
Sei ® ¢ RF und ¥ = O. Ein Schitzer T : X — O heifit Maximum-Likelihood—Schétzer
(ML), falls entweder



a) X diskret (d. h. hochstens abzdhlbar) und T'(z) so gewahlt ist, dass
Prw({z}) =supPy({z}) , x € X oder
)

b) X = R" und alle Py, € © haben eine Dichte fy und
fr@) (@) = sup fo(x) ,z e X,
€

Interpretation:

Wiéhle im Fall der Beobachtung x € X unter allen zur Konkurrenz zugelassenen Verteilun-
gen diejenige aus, fiir die die Beobachtung = maximale Wahrscheinlichkeit (bzw. Dichte)
hat d. h. die “plausibelste Erklarung” fiir die Beobachtung.

Bemerkung:
¥ — Py(z) bzw. ¥ — fy(x) heien Likelihoodfunktion (bei gegebener Beobachtung = € X).

6.14. Beispiel:

© = R,X = R",Py = Verteilung von (Xi,---, X,) mit Xy, -, X,, wi. N(9,0%)— ver-
teilt, wobei 0 > 0 bekannt (gegeben) sei (der Ausdruck N(¢J,0?) wird in der Vorlesung
erklart). Wie sieht der ML—Schétzer Ty, fiir ¥ aus?

Fiir jede Beobachtung x = (x1,---,x,) € R" ist dasjenige ¥ gesucht, welches die Dichte
von (Xi,--+,X,) an der Stelle z maximiert, also das Maximum von

= l;[ Noro exp ( o2 |-

Aquivalent: man finde das 9, welches log fy(x) maximiert.

solog fo(e)) = 3 <_%> gty

2
i-1 O

6.15. Beispiel:

Ahnlich wie 6.14. nur seien 4 = EX und o2 beide unbekannt. Es ist © = R x (0,00), X =
R", Py = Verteilung von (X1, -+, X,,) mit Xy,---, X, wi. N(u, o?)-—verteilt ; 9 := (u, o?).
Es gilt

. (2 — p)?
fu o’2 — ];[ 7-(-0-2 exp <_M> .

Gesucht ist das Paar ¢ = (p, 0%), welches bei gegebener Beobachtung « = (21, -+, &) fy02(2)
(oder dquivalent log f, ,2(x) ) maximiert.

oo



0 g —
@(logfluﬂ(x)):; o2 =0d.h. ;uML_ sz
" 10 ) 0 (z; — p)?
9 z(logfmz(x)) = ; —5@1%(2”0 ) — 902 202
" 1 (2 — p)? . 1 &
:71_@*” 9 :Oﬁgzz\u—ﬁ;( finr)”,
also
2
R 9 1 n 1 n 1 n
Tyr(x) = (MMLa UML) ol ORI Dl EZEted D7
N1 Mo =1
Bemerkung:

o2, ist (in der Situation von 6.15.) nicht erwartungstreu. Man priift aber leicht nach, dass

1
(xi_ﬁ.
J

Bemerkungen (ohne Beweis):
a) ML-Schétzer sind invariant unter funktionalen Transformationen (vgl. 6.9.) d.h. ist
T ML fiir 9, dann ist g(T) ML fir g(9) falls g injektiv ist.
b) Man kann zeigen, dass unter nicht allzu starken Bedingungen M L— Schétzer fiir
n — oo gewisse Optimalitédtseigenschaften besitzen.

6.16. Konfidenzbereiche:

Wenn man einen Schitzer fiir 7 gefunden hat, dann ist man meist an Fehlerabschétzungen
interessiert. Man will dazu einen Bereich um den Schéatzwert angeben, von dem man mit
grofler Sicherheit sagen kann, dass er das wahre 7(1)) enthélt.

Definition:

Sei (X, A, (Py)yco) ein statistisches Modell, 7 : © — R* und « € [0, 1]. Eine Abbildung
C : X — By, (= Borelmengen von R¥) heiit Konfidenzbereich fiir 7 zum Niveau « falls
Py({z: C(x) > 7(9)}) > a VI € O gilt.

M=

T(x) = %

2
xj> im Fall n > 2 die Varianz o2 erwartungstreu schitzt.

i

1

Ist im Spezialfall k = 1 C(x) fiir jedes x ein Intervall, dann heifit C' auch Konfidenzintervall
fiir T zum Niveau o

Bemerkung:
Typische Werte fiir a sind o = 0,90, a = 0,95 oder a = 0, 99.

Warnung:
Hat man ein konkretes xy € X beobachtet, so sollte man die Sprechweise “7(1) liegt mit



der Mindestwahrscheinlichkeit o in C'(zg)” vermeiden, denn 7(¥) ist ja gar nicht zufillig!

Bemerkung:
Bei gegebenem « ist man an moglichst kleinen Mengen C(xz) interessiert. C'(z) = R* geht
immer, ist aber uninteressant.

Beispiel (vgl. 6.14):
Zu vorgegebenem « € (0,1) finde man in der Situation von Beispiel 6.14. ein Konfidenzin-
tervall fiir 7(¢) = ¥ = p zum Niveau a!

Fiir jedes ¥ = pist Y = = (X1 X; — np) N(0, 1)-verteilt.

Man kann ¢y, g2 € R finden, so dass ®(q2) — ®(¢1) = « gilt (z.B. so dass ¢ = —¢2), wobei
® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist. Nun gilt

ZXi_QQU\/ﬁ .ZXi—ChU\/ﬁ

Q<Y <qp e = <p< =
n n

)

also hat auch das rechte Ereignis (fiir jedes Py) Wahrscheinlichkeit o, d.h.

n

Dz —qov/n)

C(w)i= |+ w— oy, (3

=1

ist ein Konfidenzintervall fiir 7(¢) = 9 = p zum Niveau a.
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