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7. Ubung Wahrscheinlichkeitstheorie 1

(Erzeugende und charakteristische Funktionen, Konvergenz in

Wahrscheinlichkeit)

Hausaufgaben

1. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei (X}) eine Folge von identisch verteilten Zufallsgrofien mit Werten in Ny
und N ebenfalls eine Ny-wertige Zufallsgrofle, so dass N, X;, X, ... in ihrer
Gesamtheit unabhéngig sind und EX; < oo sowie EN < oo gelte. Zeige

E) X, =E(N)E(X) < cc.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Wir betrachten den Verzweigungsprozess aus der Présenziibung. Es sei N,, die
Anzahl der Individuen in der n-ten Generation und Ny = 1.

(a) Berechne EN,,.

(b) Zeige: Falls die erwartete Anzahl an Nachkommen eines Individuums
kleiner als 1 ist, so gilt

lim P(N, =0) = 1,

n—od
d.h. die Population ,stirbt aus®.

Hinweis zu (b): Chebyshev-Ungleichung.

3. Aufgabe (5 Punkte)



(a) Es sei X eine Zufallsgrofie mit stetiger Dichte f. Zeige: Ist f eine gerade
Funktion (d.h. f(z) = f(—=x) fiir alle € R), so ist die charakteristische
Funktion von X reellwertig.

(b) Esseien X und Y unabhéngige, identisch verteilte Zufallsgrofien mit cha-
rakteristischer Funktion . Zeige, dass |p|? die charakteristische Funktion
von X —Y ist. (Die Verteilung von X —Y heifit auch symmetrisierte Ver-
teilung von X.)

(c) Essei X eine Zufallsgrofe mit P(X € {an+b|n € Z}) = 1 (fiir passend
gewahltes a,b € R) und charakteristischer Funktion ¢. Zeige, dass es ein
t # 0 mit |p(t)| = 1 gibt.

4. Aufgabe (5 Punkte)
Es seien (X,) und (Y;,) Folgen von Zufallsgrofien sowie X und Y Zufallsgrofen
derart, dass X = P-lim, .., X,, und Y = P-lim,, . Y,. Zeige, dass dann auch
X +Y = P-lim, . X, +Y, gilt.

Gesamtpunktzahl: 20



